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Это цифровая коиия книги, хранящейся для потомков на библиотечных полках, прежде чем ее отсканировали сотрудники 

компании Соо^1е в рамках ироекта, цель которого - сделать книги со всего мира доступными через Интернет. 

Прошло достаточно много времени для того, чтобы срок действия авторских ирав на эту книгу истек, и она иерешла в свободный 

доступ. Книга переходит в свободный доступ, если на нее не были поданы авторские ирава или срок действия авторских ирав 

истек. Переход книги в свободный доступ в разных странах осуществляется ио-разному. Книги, перешедшие в свободный доступ, 

это наш ключ к прошлому, к богатствам истории и культуры, а также к знаниям, которые часто трудно найти. 

В зтом файле сохранятся все пометки, примечания и другие записи, существующие в оригинальном издании, как ттаиомиттапис 

о том долгом пути, который книга прошла от издателя до библиотеки и в конечном итоге до Вас. 

Правила использовапия 

Компания Соо§1о гордится том, что сотрудничает с библиотеками, чтобы иоровссти книги, исрсшодн1ио в свободный доступ, в 
цифровой формат и сделать их широкодоступными. Книги, перешедшие в свободный доступ, принадлежат обществу, а мы лишь 
хранители этого достояния. Тем не менее, эти книги достаточно дорого стоят, поэтому, чтобы и в дальнейшем предоставлять 
этот ресурс, мы иредириняли некоторые действия, иредотвраш^1юпще коммерческое использование книг, в том числе установив 
технические ограничения на автоматические запросы. 
Мы такж:е иросим Вас о следующем. 

• Не исиользуйте файлы в коммерческих целях. 

Мы разработали программу Поиск книг Ооо§1е для всех иа'шзователей, иоэтому исиользуйте эти файлы только в личных, 
некоммерческих целях. 

• Но отправляйте автоматические запросы. 

Не отправляйте в систему Соо§1е автоматп^1еские запросы любого вида. Если Вы занимаетесь изучением систем матнинного 
перевода, оптического распознавания символов или других областей, где доступ к болыному количеству текста может 
оказаться полезным, свяжитесь с нами. Для этих целей мы рекомендуем использовать материалы, перешедшие в свободный 
доступ. 

• Не удаляйте атрибуты Соо§1е. 

В каждом файле есть "водяной знак" Соо§1е. Он иозволяет пользователям узнать об этом проекте и иомо1ает им найти 
дополнительные материалы ири помощи программы Поиск книг Сооё1с. Не удаляйте его. 

• Делайте это законно. 

Независимо от того, что Вы исиользуйте, не забудьте проверить :1ак01Н10Сть своих действий, за которые Вы несете полную 
ответственность. Не думайте, что если книга иерешла в свободный доступ в США, то ее на этом основании могут 
исиользовать читатели из других стран. Условия для перехода книги в свободный доступ в разных странах различны, 
иоэтому нет единых правил, иозволяюшдх определить, можно ли в определенном случае исиользовать определенную 
книгу. Не думайте, что если книга появилась в Поиске книг Соо§1е, то ее можно исиатьзовать как у10дно и 1де угодно. 
Наказание за нарушение авторских ирав может быть очень серьезным. 

О программе Поиск кпиг Сооё1е 

Миссия Соо§1е состоит в том, чтобы организовать мировую информацию и сделать ее всесторонне доступной и полезной. 
Пр01-рамма Поиск книг Соо§1е иомохает пользователям найти книги со всего мира, а авторам и издателям - новых читателей. 
Полиотекстовый поиск ио этой книге молено выполнить иа ст]>аиице [ЬЪЪр ; //Ьоокв . §оо§1е . сош/ 1 
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ЗАМЪЧАНХЕ. 



Въ 1-ой части этой работа (XIV томъ Записокъ) въ III 
иатеиатичесвоиъ приложбн]и на 65 стр. формулы XIV ошибочны. 
Вместо указаныхъ тамъ внразквн1В должно стоять: 





-^' " (2п 1).(2п+1) 




V, VI Х^.Х'„^1 




"+' ~ " (2п 1и2«+1) 


потомъ : 




• 


А;+, а;^6„_,^-(2п-1){2п+1);, 



Однако эта ошибка ничуть не вл]яетъ ва дальн1)йипй ходъ 
докавательства такъ, что высказанная нодъ конецъ ириложешл 
теореиа вполне справедлива. 



Въ настолн1.ей второй части юей работы въ III глав'Ь я 
повторяю иные результаты^ изложеяные уже въ Ьой частя. Я 
это д'Ьлаю потону^ что желаю второй части^ составляющей не- 
которое првиФнен1е теор1В в'Ькового охлажден1я къ вопросу об- 
разован1я иатериковъ^ придать вндъ зэконченнаго цФлато. 

Ж П. Рудшй. 



ГЛАВА I. 

Кратк1й очеркъ истор'т вопроса. НовЪйшея теор1и. 



Уже древн1е географы знали^ что очертания иатериковъ^ 
уровень юря и т. д. не абсолютно постоянны. Ипне^ какъ 
н. п. Страбопъ задавались вопросомъ, какимъ образоиъ про- 
исходягь изя1нсн]я рельефа землп. Страбонъ ^) полагалъ^ что 
изи%нен1я уровня порей и 11ере)1']Ьщеп1я береговой лдн1и вызы- 
ваются движен1яии твердыхъ частей зеили. Море играетъ пас- 
сивную роль. Страбону казплосц что материки мало способны 
къ изн'Ьнен]ямъ, за то морское дно можетъ подниматься и опу- 
скаться. Подпят1о дна сопровождается выступлен]емъ моря изъ 
бсреговъ и сокращеп1емъ поверхности суши, опускан1е дна вде- 
четъ за собою иротивуположные результаты. 

У н'Ькоторыхъ среднев^ковыхъ авторовъ встр'Ьчаемъ мнЪ- 
Н1е очевидно т'Ьсно связанное съ в^рой въ чрезвычайное вл1я- 
Н1е зв'Ьздъ на жизнь и на челов'ЬчесБую судьбу^ столь распро- 
страненной въ это время. Рйсторо д'Ареццо ^) и Данте ду- 
мали^ что суша сама по €06*6 во можетъ ни подниматься ни 
опускаться; но звезды д'Ьйствуютъ на нее или такимъ-же обра- 
зомъ, какъ магпитъ, или^ вызывая внутри земли образован1е да- 
вя щихъ вверхъ паров'Ц притяжешемъ своимъ иодым.аютъ горы 
и возвышенности. Такимъ образомъ зд^сь рядомъ съ представ- 



*) СЬ. Ьуе11. ОезсЫсЬке Лег РогиеЬгИке (1ег Ово1о^1е. ПЬега. ▼. НаН- 
шапп. ЛУк:1таг 1842 г. стр. 33. 

*) Зиевз. АпиЛг йег Егс1е II томъ» \\Чеп 1888 г. 9 стр. 
Т. XV Зап. М..Т. о д. 



й М. п. РУДСК1Й. 2 

лен1смъ о д'Ьйств1и зв'Ьздъ встрЪчаеиъ указан1я на реащ1Ю 
вудканичвскихъ сплъ. 

Плутонисты XVIII и XIX стол'Ьт1я, какъ Гуттонъ й 
ПлеНфэръ^ а потомъ Бухъ и Гумбольтъ объясняли преобразо- 
ван1я рельефа земли возд'ЬИств1емъ вулкапвческихъ снлъ. Но 
эта тсор1я зародилась въ Итал1И, гд4 раньше Гуттоиг* встр*- 
чаепъ пастоящаго вулканнста въ лиц'Ь Лаццаро Моро. Монахъ 
Дженерелли ') въ доклад*, читанномъ въ 1749 г. въ Кре- 
монской Академ1Н Наукъ утверждалъ^ что вулБаначеск1Я силы 
могутъ поднимать не только отд'Ьльныя горн, но даже ц'Ьлые 
материки. 

Рядомъ съ теор1Я51и вулкаяистовъ въ XVIII стоянии 
встрйчаемъ и друг1Я. Но мн-Ьихго Демалье ^) поверхность земли 
была искони неровная, но первоначально была вся покрыта 
водою. Материки образовались благодаря постепенному отступ- 
лешю моря.' 

Любопытную, но фантастическую теор1Ю предлагалъ въ 
1799 г. Вертранъ ^). Внутри земли находится полость, а въ 
ней подвижной магнитъ. Онъ перемещается подъ вл1ян1емъ 
притяжен1я коиетъ и увлекаетъ за. собою воды океановъ. Та- 
Бимъ образомъ очертан1Я морей изм'Ъняются, море см'Ьняетъ су- 
шу, а суша море. 

Въ XIX стол^Ёпи разныя твор111 быстро см*няютъ другъ 
друга. Кювье ^) и Э. де-Бомонъ полагали., что рельефъ земли 
создапъ рядомъ катаклизмовъ, изъ которыхъ посл'Ьдн1Й изв'Ь- 
стенъ подъ назван1емъ Ноева потопа. Со времени этого послЪд- 
няго катаклизма въ рельеф'Ь земли произошли только самыя 
незначительный изы'Ьнен]я. Эли де-Вомонъ утверждалъ ^) что, 

») СН. ЬуеП. 1ос. с!*. 

') СиУ1ег. 018Соиг8 зиг 1е8 гё^о1и11опз (]е 1а зпгГусе Ли ^1оЪе. Раг!з 
1840 г. стр. 50. (Это сочинен1в служить вступле1пеиъ къ: 05зетеп1з ГоззИсв). 

•) Оиу1вг. 1ос. С11. стр. 56. 

•) Снухег. 1ос, сИ. стр. 280. 

*) ЕИе йв Веаишоп!. ОеЬсг йаз гс1аИуо АИсг ёег ОеЫг^згП^^е, Из- 
влечен1с изъ письма къ Гумбольту. Ро^«^еп(1ог1Тв яппа1еп XVIII томъ 1830 г, 
стр. 24. 



3 КЪ ТЕ0Р1И ВЪКОВОГО ОХЛАЖДЕНЫ ЗЕМЛИ. й 

Анври1гансБ1я Ляды образовались во время Ноева потопа. Дру- 
пе хребты образовались раньше^ но ихъ рельефъ подобно 
рельефу всей земли иотери'Ьлъ тогда значительння изи'Ьнен1я. 
Известно что пртомъ Бомояъ придумалъ твор1Ю, по которой 
зеиля уподоблялась огромному кристаллу. Еристалдизашя проис- 
ходитъ медленно и постепенно^ но образован1в реберъ и про- 
чихъ частей кристалла происходитъ не равномерно, а преры- 
висто^ внезапно^ что даотъ поводъ къ катаклизмамъ. Горные 
хребты^ это ребра кристалла. 

Друг1е приверженцы теор1и катаклизмовъ^ отчасти самъ 
Бомовъ искали причину катаклйзмовъ въ вулканическихъ и 
тому подобныхъ сидахъ. Эти силы д^йствуютъ внезапно и пре- 
рывисто.^ ибо отиерл'Ьвшая кора земная не даетъ возможности 
расходовать вулканическую энерг1ю постепенно. 

Въ связи съ этими теор1ями находится и Буховская тео- 
р1я образован1я горъ^ по котороП горы ничто иное, какъ вул- 
каны особаго рода^ ииенно такъ называемые вулканы поднят1я. 

Ыа мФсто теор1И катаклизмовъ Ляелль поставилъ свою 
теор1Ю о иедленномъ, но непрерывноиъ д'Ьйств]и геологическихъ 
факторовъ. Отрицая возможность самостоятельныхъ колебан1Й 
уровня моря^ онъ объяснялъ многочисленные сл'Ьды наводнен1д 
суши волнами моря и посл'Ьдовавшаго зат^мъ отступленхя водъ, 
цоднят1емъ или оиускан1емъ самыхъ материковъ или частей ихъ. 
Онъ между прочимъ указывалъ на то, что так1я перемЪщентя 
суши могутъ происходитъ всл'Ьдств1е химическихъ ^) процес- 
совъ., изм'Ьняющпхъ объемъ веществъ^ процессовъ, происходя- 
щихъ внутри земли. Это посл'Ьдпее учен1е было потомъ под- 
робно и основательно развито Моромъ въ его сЦринципахъ 
Геоюгхи э . 

Мы сделали б'Ьглый обзоръ этихъ теор]й, не вдаваясь въ 
подробную критику. Еритика зд'Ьсь не нужна, ибо он'Ь уже 



О Или ФизичесЕихъ н. п. кристаллизяц1и 
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давно разобраны и всякой изъ нихъ отведено надлежащее пЬ- 
сто. Иныя изъ этихъ теор1Й закдючаютъ въ себ'Ь значительную 
долю истины. Это можно и. п. сказать о теор1и Мора. Несо- 
мн'Ьнпо «Н0Г1Я дислокац1и произошли и происходятъ ВСЛ'ЬД- 
ств1е изп'Ьненхя объема при химическихъ процессахъ. Изв'Ьстно^ 
что дислокации въ области м%сторождев1й гипса объясняются 
сильны 1Ъ разтирен1бмъ при превращен]0 ангидрида въ гиисъ. 

Остальпыя прбжн1я теор1и образован1я неровностей рельефа 
по большей части уснатриваютъ причину дислокац1й въ д'Ьй- 
СТВ1И нулканическихъ сидъ. Ыовыя теор]И по большей части 
увазываютъ на в'Ьковое охлажденхе зеили^ какъ на «рптиш 
тоЬНе » дислокац1й. Кром'Ь этого указывается иногда на изк'Ь- 
иен1е сжат1я земли и на друг1е факторы. Мы вкратц'Ь просмот- 
римъ 1гЬкоторыя изъ нов'Ьйшихъ теор]й образовап1Я неровностей 
рельефа земли. 

1. Гипотеза Поака ^) составлена отчасти еще подъ вл1Я- 
Н1смъ идей Буха. сМощныя цЪпи высокихъ горъ» говорить 
Ноакъ € возвышаются на трещинахъ, далеко простирающихся 
по поверхности земнаго шара и составляютъ н1Ьчто вродФ остова 
материковъ. Возникновен1е горныхъ хребтовъ вызвало образо- 
ван1е и обусловило очертан1Я совреиенныхъ материковъ и со- 
отв'Ьтствующйхъ имъ морскихъ бассейновъ» ^). 

Ноакъ полагаетъ, что первоначальная тонкая кора земная 
была пересЬчена ц'Ьдой сЬтью трещинъ, но по м'ЬрЪ того^ какъ 
процессъ охлажден1я подвигался впередъ, число трещинъ умень- 
шалось; наконецъ осталась только одна огромная трещина^ 
опоясывающая всю землю. Чрезъ открытыя трещины лава вы- 
ступала наружу.^ изм'Ьняя положен1е ближайшихъ пластовъ зем- 
ной оболочки. Такимъ образомъ произошли горные хребты съ 
продольнымъ ядромъ гранитной или другой лавы. 



') Коак. ПеЬег (11е ВИйип^ <1ег Сопипеп(.е. Непев ^аЬгЪ. Гиг М] пе- 
га 1о^1е за 1875 г. 

*^ Ьос. с11. стр. 904. 
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Когда сЬть трещинъ была густая, то образовались иного- 
гочпслспные^ но не высоте кряжи. По м'Ьр'Ь того^ какъ число 
трещинъ уиеныпалось, высота новообразуеиыхъ хребтовъ увели- 
чивалась. Посл'Ьдпсй единственной трещнн'Ь соотв'Ьтствуетъ са- 
мая больотя горная система. 

Ноакъ лумаетъ^ что эта система состоитъ изъ Андовъ 
Южной и С'Ьверной Америки, потоиъ изъ горъ Восточной Си« 
бири, Центральной Аз1И, изъ горъ Перс]и^ Кавказа, Балкана 
и Альпъ. Чтобы пояснить тотъ фактъ, что почти всФ эти гор- 
ные хребты находятся въ сЬверномъ полушарги Ноакъ про- 
буетъ воспользоваться теор1ей Шмика ^). 

Образован1в материковъ Ноакъ объясняетъ сл'Ьдующияъ об- 
разомъ '): въ расплавленномъ ядр'Ь зенномъ есть приливы лавы, 
слЪдующто съ Востока на Западъ. Гребень приливной волны 
подпилаетъ надъ собою кору земную, но, дойдя до трещины, 
выливается наружу, а потому за трещиной реакщя прилива 
зоачительно слабЬе. Такимъ образомъ приливъ внутренней ла- 
вы ежедневно поднимаетъ кору на одной сторон'Ь трещины все 
выше и выше, а по другую сторону остается углублен1е. Выли- 
вающаяся на поверхность земли лава, на и'Ьст'Ь трещины образуетъ 
горный хребетъ, служащ]й границею между сушею и моремъ. 

Не говоря о другихъ слабыхъ сторонахъ гипотезы Ноака, 
заи'Ьтимъ только, что 1) волна прилива въ ядр'Ь земномъ со- 
гласно изсл'Ьдова1Пяиъ Томсона и молодого Дарвина весьма не- 
значительна, 2) что за приливомъ сл'Ьдуетъ отливъ, во время 
Ботораго части земной коры, поднявш1яся во время прилива 
должны опуститься. Эту трудность Ноакъ обходитъ молчан1емъ. 



^) Теор1я ШмиЕа впрочеиъ южная. Приливная волна всегда еопро- 
вождаетея подобной водной на противуаологноиъ по1ушар1и^ которой 
высота только нехногииъ меньше высоты волны на подушар1и, обращенномъ 
КЪ притягивающему т'Ьлу. Сл11довательно солнечная аттракц1я никакъ не ко- 
хстъ вызвать постоянваго прилива на однонъ только иодушарш. Автпръ. 

*) Ьое. С1(. стр. 906 и сл'Ьд. Описпн1в образованхя материка Южной 
Америки. 
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Гипотезу Пиляра *) можио назвать гидростатической. Со- 
гласно этой гипотез*, кора* зеяная состоитъ изъ отдЪльныхъ 
частей, плавающихъ въ Океан* лавы совершенно такъ, какъ 
льдииы плаваютъ въ вод*. Действительно, средняя плотность 
породъ, изъ которыхъ состоятъ вврх1пе пласты земли моньпте, 
чЪмъ плотность вулканическихъ лавъ. Подобно тому, какъ льдина 
тЪмъ бол-Ье выдается надъ поверхностью воды, ч-Ьиг ея тол- 
щина подъ поверхностью больше, такъ и материки соотв*тст«уютъ 
бол^Ье толстымъ частямъ земной коры ^). 

Мы должны однако заметить, что это мп'Ьп1е противур*- 
читъ законамъ векового охлажден1л жемли, согласно которымъ, 
какъ это было показано въ первой части этой работы, земля 
должна быть бол^е охлаждена подъ дномъ моря, всл'Ьлств1о 
чего толстыя частя земной коры должны скорее соответство- 
вать областямъ Океана, ч4мъ суши. 

По теорги Дэны ^) земля состоитъ изъ твердой оболочки, 
пластичпаго полужидкаго промежуточна го слоя и твердаго ядра. 
Внутреннее ядро им'Ьетъ пожалуй несколько иную фигуру, ч^мъ 
сама земля. Некоторыя части поверхности твердаго ядра мо- 
гутъ находиться ближе къ поверхности земли. Такимъ образомъ 
слой расплавленной лавы, будучи несколько тоньше, могъ ско- 
рее охладиться и внешняя кора здесь образовалась раньше. 
Материки находятся на месте этихъ раньше отвердевшихъ ча- 
стей земной коры. Въ остальныхъ областяхъ уровень еще 



*) РИаг. Огипйгй^е Лег АЬув80(1упага1к. Л^гат 1881. 

*) Подобное нв'Ьв!е относительно горныхъ хребтовъ было высказппо 
уже прежде изв'Ъстныиъ вст]юном( мъ: А1гу: онъ нпзывалъ предполпгп1мыи 
утолщен1я земной коры подъ горными кряжами, н'гриями горъ. См. О Р^^чЬег. 
Оп П1е УапаИопз оГ ^ггвУ1Гу Р1и1. Маег^г. Уо1 XXII 5 ясг1оз (188()) стр. 1. 
Тотъ самый К^зЬег считаетъ ядро земли расалавленнымъ, для коры земиой 
вычисляетъ следующую толщину. Въ области матерпковъ 41 ниломстровъ. 
Подъ Океанами глубиною въ 1609 метровъ (1 англ. миля^ толщина коры 
50,7 -ил. подъ Океанами въ 3,2 кил. — почти къ 80 кил. подъ Океанами глу- 
биною въ 4,8 кил. — 200 килом, см, реФсратъ (• новомъ пздпи1и книги Фише- 
ра. Р11У81СЗ оГ 1^^Ьв Еаг1Ь'8 сгив! Р1п1. Ма^. 1890 г. 29 томъ 5 сер. стр. 213. 

•) Л. Папа. Мапаа! оГ 5ео1о§^у Ке\^-Уогк 1875 стр. 73Я и сл-Ьд. 
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хидкоВ лавы былъ^ должно бытъ^ такой-же, какъ уровень от- 
верд^витхъ частей^ но потоиъ всл1Ьдств1е дальнМшаго отвер- 
д'Ьв1я и охлаждеп1я опъ значительно понианлся и такикъ обра- 
зомъ состав(1лъ морское дно. Дэна дунаетъ, что крохЪ разстоя- 
Н1Я отъ внутремняго ядра я друг1я причины могли вл1ять на 
неравном'Ьрное отверд'Ьн!» разныхъ частей воры. 

Разум'Ьется подъ материками мы зд'Ьсь понимаемъ перво- 
начальные материки^ не современные. 

Мп'Ь кажется^ что основная мысль теор1И Дэны справед- 
лива. Д'Ы]ствительно н'Ьтъ сомн'Ьн1я^ что охлажден1е и отвер- 
д'Ьпхе зехлн неодинаковы въ разныхъ ея областяхъ^ — но гипо- 
теза внутренняго ядра, отвердФвшаго раньше, ч'Ьмъ повер^хно- 
стная кора сама по себ'Ь вовсе не доказана^ а потому вето л ь- 
сЕо не поддерживаетъ, но даже ослабляетъ гипотезу образова- 
ния материковъ. 

Впрочемъ объ областныхъ различ1яхъ въ отверд-Ьюн и 
ох.тхден1н земли будемъ говорить въ посл'Ьдств1и. Тогда то мы 
найдемъ возможность окончательно обсудить, въ какой степени 
эти различ1л способствуютъ образован1ю неровностей рельефа ^). 

«Въ рельеф* морского дняэ то^о^тъ Мугакешовъ^) пре- 
имущественно развиты аккумулятивный (каралловые рифы, пла- 
стовыя равнины) и отчасти тектояическ1я и депудац10нныя фор- 
мы; изъ посл'Ьдпихъ исключительно абраз1онныя, происшедш1я 



^) Въ небольшой стать*: (ТЬе оп^ха оГ Ше Оевр Тгои^Ьв о (Не 
Осеап1с Оерге9.-з10п. Ашег. Доигп. оГ 8е1епсс 1889 г. см. тоже Р1зЬег 1М1у81сз 
сМЦе Еаг1Ь. Ьо1111оп 1889 г. Арреп«Их. стр. 16) Дэна разбираетъ вопросъ 
образования глубокихъ нмъ среди Океаническихъ впадин7э. Онъ приходить 
Бъ заклшчсн]ю^ что ати ямы находятся въ т-г^снФйшсй связи съ морфодопей 
«'оеЪднихъ матернкоьъ. Онъ полагаетъ, что ни вулкацическ1я силы, ни вн^ш- 
"!}! причины не могли дпть повода къ образованию подобныхъ янъ. Он* об- 
разиваллсь подъ вл1цн1емъ т-Ьхъ-же саныхъ силъ^ который моделлировали 
рельеФъ^зсмли. 

Къ сожалън1ю статья Дэны была для меня недоступна, а потому я 
повторяю краткую выдержку изъ книги Фишера. 

^) Мушкетовъ. Фивич. Геолопя I томъ С. -Пет. 1891 г. стр. 578. 
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отъ тектоническихъ^ тогда какъ эрозюнныя формы иочти от- 
сутствуютъ. Изъ тектоническнхъ формъ первое м'Ьсто занимаюгь 
дизъюнктивный, именно грабены». Дальше встр-Ьчаемг сл-Ьдую- 
щ1я слова: «Уже й рпоп можно думать, что так1е крупные 
элементы пластики земноК коры, какъ океаническ1я впадины и 
материковые массивы могли быть произведены только тектони- 
ческими процессами, какъ самыми мощными». 

€Мног1я области» говоритъ Зюссъ *) «какъ н. п. Индо- 
Африка съ незанамятныхъ временъ не испытывали никакого 
движен1Я., вызывающаго складчатость; напротивъ того, он'Ь 
или задоржйваютъ складки^ или проваливаются передъ яими. 
Результаты второго наппавленгя движен1я, (вертикальпаго въ 
противуположпость къ тлнгепц1альному, вызывающему образова- 
Н1е склмдокъ) впадины или прошаы всюду оставили свои сл'Ьды». 

«Средиземныя моря и самые больш]е Океаны образуются и 
разширяются благодаря впадинаиъ и проваламъ». «Мы свид'Ь- 
тели того, какъ шаръ земной проваливается. Провалы собрали 
воду въ глубок1е Океаны. Благодаря проваламъ образовались 
материки и существован1е дышащихъ легкими животныхъ сдела- 
лось возможнымъ». 

Итакъ Мушкетовъ и Зюссъ согласны въ томъ, что круп- 
иыя черты рельефа земли произошли главнымъ образомъ отъ 
проваловъ. Подобное мн'Ьп1в встр'Ьчаемъ у Рейера *). 

Изв'Ьстно, что Лаппаранъ ^) кригиковалъ взгляды Зюсса. 
Опъ почти совершенно отрицаетъ образованхе впадинъ и про- 
валовъ. За то но его мн'Ьн1Ю ^) при сокращеши объема земли 
могутъ образоваться больш1я плоскхя складки въ родЪ т'Ьхъ^ 
которыя у Дэны называются Геоактиклиналями и Геосинклина- 



•) :3ие98. Ап1И*а йег Ег^е I В(1. Ргад 1835 стр. 777. 
*) Ксусг. ТЬеоге113сЬе Оео1о^1е. 8!ии^аг1; 1888 стр. 781. 
•) А. Ле Ьаррагеп!. Моиуетспи йв Гёсогсе 1егге81ге НиИ. 8ос. Оео!. 
8ег. 15 1;оте стр. 215 и ел-Ьд. 8аг 1е гвГго1с1 {бвешсл! е! 1п с0Т'1г8с1и1П Ли 
01оЪе 1егге81ге 1Ъ1(1вт. стр. 383. 
♦} Ьос. сИ. стр. 236. 
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ЛЯХИ. За>1'Ьтимъ^ что Дэна признаетъ за такими С1иадка]1и боль- 
шую роль въ ироцессЬ образован1я крупныхъ неровностей рельефа. 

Л не ногу зл^Ьсь высказаться въ пользу того или ару^'Ого 
взгляда. Настоящая работа ииенно инЪегь ц'Ьлью бросить н'Ь- 
который св'Ьтъ на эти вопросы. Сл'Ьдоватедьно только подъ 
конеаъ ея я буду въ состоян1й выразить свое ин'Ьи1е. Тоиерь 
я могу сказать только то^ что Зюссъ вовсе не пытался пока- 
зать^ что сокращея1е объема земли всл'Ьдствте охлажден1Я д'Ьй- 
ствительно можетъ объяснять всЬ дислокащи земной коры, а 
вычислен1я Лаппарана не лишены погр'Ьшностей. 

Упомянеяъ еще о работ'Ь Вальтера ^\ который разсмат- 
рпваотъ Океаны какъ больш1я впадины и пытается доказать, 
что настоящую границу иатериковъ я океановъ составляютъ 
флексуры. Того-же мн'Ьн1я придерживается Рудольфг ^). Рейеръ^) 
же думаетъ, что Океаничесме высок1е берега, происшедш1е отъ 
тектонпческихъ процессовъ состоять. скор'Ье изъ лин1й излома, 
ч-Ьмъ нзъ флексуръ. 

Зд'Ьсь ум'Ьстно привести некоторый замФчан1Я Неймайра ^). 
Они интересны потому, что составляютъ до н-Ькоторой степени 
<Сге(1о» той школы гсологовъ, которой главою считается Зюссъ. 
Мысль Неймайра можно вкратц'Ь выразитъ сл'Ь дующими сло- 
вами: тЪ-же самыя силы, который воздвигли горные хребты, 
образовали материки и океанйческ1е бассейны. Материки — это 
нЪкотораго рода столбы, которые остались на своеиъ м'Ьст'Ь, 
или скор'Ье понизились меньше^ ч'Ьмъ окружающ]я ихъ области. 
Рад1усъ земли съ Силур1Йскаго времени до настоящаго сокра- 
тился по крайней м'Ьр'Ь на пять тысячъ метровъ, ибо красные 
силур1Иск1е известняки съ «ОгкЬосегаё», соотв'Ьтствующ1е гло- 



*) ^оЪат1пе8 ЛУаНЬег. ХТеЪег йеп Ваи йег Р1ехигеп ап (1еп Огепгев 
11ег СопНпепеь. /епа18сЬв 2е118с11г1Г<; Гйг Ка1иг\у188еп8сЬаГ1. XX В(1. Депа 
1887 стр. 266. 

*) Мушветовъ^ 1ос. сИ. стр 579. 

') Кеуег 1ос. еИ. стр. 781. 

*) И. Кеатауг. Егд^евеЫеЬге I Ье!рг1§; 1886 стр. 365. 
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бигерииовому и красному иду Тихаго Океана^ образующемуся 
па глз'бипахъ вт. 4500 — 5000 метровъ, въ настоящее время 
залегаютъ совершеино горизонтально на высот'Ь н'Ьсколькихъ 
десят1;овъ метровъ надъ уровнемъ моря. 

Даже въ архэйскихъ формац1яхъ распространены разные 
сланцы, песчаники и друг1я породы, образующ1яся тъ породъ 
суши, разрушепныхъ механической деятельностью волнъ у бе- 
рета. Шъ этого НеймаПръ завлючаетъ, что даже въ архэйскую 
эпоху суша занимала обширный области. Еслибн въ какую ни- 
будь эпоху вся поверхностъ земли была покрыта Океаномъ, то 
отъ этой эпохи остались-бы только известняки^ да пожалуй 
вулканическ1е туффы. 

Въ посл-Ьдихе годы появилось н-Ьсколько рабохъ спещально 
насъ иптсресующихъ. Такими являются работы: Ром1е, Тейлора^ 
Гроссувра и т. д. Ромхе ') разсматряваетъ охлаждающ1Цся эл:- 
липсоидъ и находитъ, что величина дислокад1й находится въ 
зависимости отъ географической широты. Это вполн* справед- 
ливо. Но дефо»1ац1л Ромхе но можетъ объяснить образо- 
ван1Я материковъ, хотя онъ и полагаетъ, что даже впа- 
дина Тихаго Океана образовалась путомъ имъ указаннымъ, 
Д'Ьло въ томъ, что при однообразномъ охлажден1и однороднаго 
эллипсоида на поверхности иогутъ образоваться только узк1а 
складки. Образован]ю шнрокихъ морщинъ подъ д']>йств1емъ бо- 
кового давлен1я м-Ьшаетъ треше о ниже лежащ1С пласты, иедо- 
пускающее до большихъ перем'Ьщен1Й частйцъ. Это обстоятель- 
ство, наряду съ недостаточной упругостью и есть причина по- 
чему въ областяхъ складчатости вместо одной большой складкис 
образуются многочисленныл параллельпыя складки. 

На зависимость дислокац1Й отъ широты указы ваетъ и Грос- 
сувръ ^). Вмест* съ т^мъ онъ полагаетъ, что область склад- 
чатости отступаетъ на югъ. Гроссувръ говоритъ, что его тео- 



*) А. Кот1еах. Сотр1ев Кепйиз: томъ 108, 1889 г. стр. 337 и 851. 
*^ Огоззоиуге. Сотр1ев Еепйив томъ, 1888 г. стр. 827. 



11 КЪ ТЕОГШ БЬКОВОГО ОХЛАЖДЕШЯ ЗЕМЛИ. 11 

р1я указивс'итъ на иричияу почему, «Уог1апс[ег> Зюсса нахо- 
дятся на сЁвер* отъ Альпъ и Кариатовъ, ио спрашивается 
кааъ объяснить то явлен1«, что «Уог1апс1ег> Аз1ятскихъ хреб- 
товъ лежатъ на юг*. 

Теор]я Гроссувра основана вирочекъ на абсолютно логнокъ 
физнческо^ъ прннцииЪ. Онъ полагаеть^ что у охлаждающагося 
эллипсоида схат1е уменьшается. Это положительно ложно. Если 
тодысо п'Ьтъ ьп'Ьшп)9хъ силъ, изм'Ьняюш.ихъ мочентъ вра1цев1я, 
то при охлажден1И сжат1е эллипсоида увеличивается. Вотъ 
к;>аткое доказательство справедливости нашихъ словъ. Сжапе 
одноролгаго эллипсоида оиред'Ьляется изъ уравненхя ^). 

3 1 

Зд'Ьсь [х есть вращательный иомеятъ. 
^^ — масса т'Ьла. 

■ 

р — средняя плотность. 

/ — постоянная прйтяжея1Я^ зависящая только отъ 
единни.ъ длины ц «ассы. 

X есть некоторая величина^ связанная со сжаттеиъ 
следующей формулой: 

, 1 

6 = 1 — 



Сл'Ьдовательно.^ сжат1е е растетъ ем'ёст* съ л. Въ нашемъ 
ургшпеши (1 и ^У постоянны, но. если эллипсоидъ охлаждается, 
то рт средняя плотность возрастаетъ, т. е. правая сторона урав- 
НОН1Я возрастаотъ. Между Т'Ьмъ Л'Ьвая сторона уравнсп1я для 
Х=0 тоже равна нулю, потомъ постоянно возрастаотъ и для 
X = 00 тоже д'Ьлается бе.1Кояечно большой. Следовательно, когда 
правая сторона, т. е. р больше, тогда и X, а дат4мъ е, т. е. 

'3 Т1з8вгап(1 ТгаИё йе Мёсапхдие с61ез1е II томъ стр. 96. 
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сжат1е больше. Тэйлоръ ^) тоже предполагаетъ, что сжат1е зем- 
ли уменьшается^ но по другимъ иричинаиъ. Твблоръ им'Ьетъ 
главнымъ образомъ въ виду образован1е складчатыхъ горъ. По 
его тсор1И складчатыя горы должны, собстиенпо говоря^ образо- 
ваться только въ экватор1альЕой области. 

Наконецъ имФемъ твор1Ю Г. Г, Дарвина, спвц1ально отно- 
сяшуюся къ образонанш материковъ. Дарвинъ полагаетъ, что 
вращательная скорость земли уменьшается. Это привело его къ 
гипотез'Ь образован! л луны о которой будетъ сеЁчасъ р'Ьчь. Но 
рядомъ съ этимъ онъ замЪчаетъ, что при заиедлен1И враш.еп1я 
изм'Ьнен1я угловой скорости не идутъ «раг! равзи» во всЬхъ 
частяхъ жидкой массы^ хотя огромное внутреннее тренхе 
на ряду съ медленностью всего процесса не допускаютъ до 
значительныхъ отступлен1й отъ средней угловой скорости. ТЬмъ 
не мен'Ье эти небольппя отступлен1я могутъ довести до образо- 
ван1Я шярокнхъ морщинъ, идущихъ въ с^^вериомъ полушархи 
съ Юго Запада на С'Ьверо-Бостокъ^ въ южномъ съ С'Ьверо- За- 
пада на Юго-Востокъ. Дарвинъ зям'Ьчаетъ, что на сЬверномъ 
полушар1И подобное иаправлешо имЪетъ Атлантическ1Й берегъ 
Америки, до н'Ькоторой степени Атлаптичсск1й берегъ Европы 
и Тихоокеансшй берегъ Аз1И. 

Но гипотеза Дарвина^ точно такъ, какъ гипотеза Ром1е и 
большинство самыхъ ращональныхъ гипотезъ объ образопан]й 
материковъ или складчатнхъ горъ страдаютъ т-Ьмъ ^), что пе 
могутъ объяснить несимметричности въ распределении матери- 
ковъ и горъ. 

Д'ЬПствйтельно несимметричность есть характеристическая 
черта рельефа земли. По всей в-Ьроятности пе только въ пашу 



*) Т у1ог. Он 1116 СгитрИп^ оГ Ше Еаг1Ь'в Сгиа!. РеФератъ въ Ре1егт. 
МИИ!. за 1886 годъ. Ы11ега1игЬег. б. 

*) 6. Н. Ваг\у1п РгоЫетз соппес1е(1 ^11.Ь *Ье Пхеогу о( 1Ьс I Лез. 
РЬи. Тгап8. 1879 г. стр. 589. I часть. 

') Дуттонъ выставдявтъ этотъ уирекъ цротивъ ьсЬхъ горообразова- 
тельныхъ теорШ. Прим ает. 
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геоюгическую эпоху^ но и въ прежн1Я времена рельефъ зеили 
балъ несимметричный. По краИней м'Ьр'Ь во всЬх'Ь т'Ьхъ слу- 
чаахъ, когда удавалось воспроизвести приблизительвую картину^) 
раепред'Ьлен1Я иатериковъ и морей, всегда оказывалась, что это 
распред^ленхе несимметрично. 

Между т'Ьмъ предполагается, что первоначально земля со- 
стояла изъ сфероидальныхъ слоевъ жидкости, симметричныхъ 
вокру1ъ оси вращен1я и относительно экватора ^). Съ другой 
етороны т'Ь силы, на который обыкновенно указывается^ какъ 
ва причины образован1я торъ и вообще неровностей рельефа 
д'Ьйствуюгь или однообразно по всей поверхности или симмет- 
рично относительно экватора. 

Только одн'Ь дислокац1и, вызванныя перем'Ьщеп1емъ оси 
вращен1я не обладаютъ этой сямметргей, но за то онФ симме- 
тричны въ другомъ смнсл'Ь. Именно дцслокац1я должна быть 
одинакова въ антиподахъ. Впрочемъ этого рода дислокац1И 
весьма незначительны, ибо сами отклонен1Я оси вращон1я за- 
ключены въ весьма т'Ьсные пред'Ьлы. По крайней м'Ьр'Ь совре- 
иенное отношен]е главныхъ момептовъ инерши земли таково, 
что, какъ показалъ Дарвинъ ^) даже при распред'Ьлен1и под- 



*) Сравн. М. Кеатауг. 01е Оео^гарЫвсЪе УегЬгеНапд <1ег ДигнГогтп- 
11оп.ЮепкзсЬг. Акаа. \У1в8. Л^1еп яа 1886 г. 

Мушкетовъ. Фивич. Геол. I часть С.-Пет. 1591 г. карты А. Ое1к1е на 
стр. 648, 649-, 650, 651. 

') Крои II гиаотвзы Канта -Лапласа им'Ьеиъ гипотезу Норденшельда, вы- 
ежааанную уже въ начал-6 этого стол-Ьтая Мвршаллемъ, ео«.тоищую въ тоиъ, 
что зек ля есть аггрегатъ метеоритовъ, скопившихся вокругъ какого-то ма- 
лаго гт^ла. Нотонъ иы-^ежъ гипотезу Лок1ера и Дарвина (Оп (Ье гассЬап1са1 
соп<1|иоп8 оГ а а^агт о^ 111е1еог11ез ппЛ оп (Ьеопев оГ Созто^опу. Р1п1. 
Тгапз. за 1889 т.) по которой небесный тЬла образуются вел'Ёдств1С конден- 
са1ии облака газовъ, усЬяннаго мелкими метеоритами. По об'Ьииъ гипотезамъ 
первоначальное внутреннее строен1в земли тоже должно быть симметрично 
относительно экватора и независимо отъ геогр. долготы. Гипотеза Маршал- 
1я приводится у Кювье въ В]€Соигв 8иг1е8 геУо1|111оп8 да 01оЬе Гаг18 1840 
стр. 55. Лрим, авт, 

') О. Н. Багтп. Оп 1Ьв 1пГ1пепсеоГ део1о^1са1 сНап^ев. РЬ!! Тгапэ. 
1887. Д^о сл'Ьдуетъ понимать такъ: дислокац1И вызываютъ взм1Ьнен1я въ по- 
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НЯТ1Й И опускап1й, обусловливающемъ максимальпыИ эффектъ, 
подняла половины поверхности земли па 10^000 футовъ вы- 
зываетъ отклопенае оси вращен1Я на 8^472'- Между т-Ьмъ ц4- 
лые иатсриБИ составлдютъ только малую долю поверхности земли: 

I и. п. Африка занимаьтъ только ^ поверхности 1 ^). 



ложен!» оси вращения. ЗатЪмъ сд*дуетъ приноровленхе къ Фигур-Ь равнов-Ьс!» 
вокругъ новой оеи^ которое сопровождиетсн подобаыии дислокац1ями въ 
антиподахъ. Прим. авт, 

*) Иные геологи, какъ Паагенъ *), фейгтмантель утверждаютъ, что въ 
отложснхяхъ Каменноугольной и Периской эпохи въ южной Африк'Ь^ въ Де- 
ран-Ь и въ Аветрал1и конгломераты^ нзн-Ьстные подъ наввашеиъ Талькировъ^ 
Двайка — конгломератовъ и т. д. составляютъ ел-Ьды ледниковой эпохи. 

Очевидно гипотеза Вапгена плохо согласуется съ вышеприведенными 
изсл1}дован1яии Дарвина и другихъ иатеиатиковъ. Конечно^ для устранеи1я 
11ротивор11ч1я можно предположить^ что клииатъ всей ."^емли былъ весьма хо- 
лодный въ эту эпоху. Но таксе предположен1е само по себ-Ь мало в1;роятно, 
да при томъ идетъ въ разр'&въ съ оОщимъ уб'Ьжден1еиъ относительно клима- 
та каменоугольной эпохи. 

Зд'Ьсь кстати приведеиъ яам1^чан1е Неймайра **) относительно климата 
древнихъ Гсологическихъ эпохъ. Судя по ископаемымъ животнымъ и расте- 
Н1ямъ можно положительно утверждать, что, начиная съ Юрайскаго времени 
до нашего, климатическзе попсы распред'Ёлены концентрически вокругъ со- 
временныхъ полюсовъ. <М1оценск1я ФЛоры» говоритъ Гееръ «обступили север- 
ный полюсъ какъ собаки так-ь, что онъ не можетъ ускользнуть ни въ ту, 
ни въ другую сторону >. Для Силур1йской эпохи можно проследить совершен- 
но ясно точно тпкое распред-Ьденхе климатпческихъ зонъ. Бъ промежуточный 
эпохи клииатичсск1е иоисы очерчены мен-Ье ясно Ископпез1ые остатки кямен- 
ноугольнаю времени указы во ютъ на удивительно однообразный климптъ, но 
н-Птъ такого времени, для котораго можно доказать рас пределен 1е клима- 
тическихъ поясовъ вокругъ другкхъ полюсовъ. Жюдъ тоже указы ваетъ на 
климатическ1я зоны въ Кам6р1йскую, Силур1Йскую, Тр1ассовую, ЮраЙскую и 
М'Ьловую эпохи. Въ виду всего этого мы склоняемся къ мн'ЬпЬо, что иоло- 
жен1е оси вращен1я было во вс* Геологи чосю я эпохи, прнблп.ч^тельно такое, 
какъ въ наше время, а потому деФормац1п, сосдиненнын съ и^рсмт.ной поло- 
жен1я оси вращен1я играли небольшую роль въ обрязовнн1и рельефа земли. 
Ср. I часть 44 стр. 

•) \Л'аа§еп. СагЪопе Е182е11. ЯаЬгЬ, (1ог к. к. Оео1. КевсЬзапз^аИ 
\\Чеп 1887 г. 

Ке1з1та111е1. Тл11ега1иг Виг. Ре1егга. 1887 г. стр. 88. 1889 г. стр. 115. 

Оаухй. Си 1Ье еу1с1еисе оГ <^1ас1а1 осМ^п 1п 1Ье СагЬопИегоиз, Nс^V 
ЗоаГЬ АУаХез. РЫ1. Мв^яг. XXIV. 5 йсг стр 135. 

**) М. Нсишауг. О^е КГипагопеп (1сг ^и^аге^^. Оепкзс11г. АкаЦ. 
\У188. ^V^еп. 1883 г. 
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Но если положимъ, что строен1е зеили <аЬ оп§1пе {рзас 
было не сииметрично, югда т-Ьже самыя силы будутъ произ- 
водитъ несимметричныя дйслокац1'и. При несимметричномъ строе- 
Н1Я сокращен1е объема зе»ли всл^Ьдств1е охлажден1я должно 
привести КЪ дислокатцямъ въ высокой степени несимиетрич- 
выжъ. Но спрашивается^ откуда могла произойти несимметрич- 
ность внутренняго строен1я? Отв-Ьтъ найдется въ н-Ькоторыхъ 
работахъ Г. Г. Дарвина ^) и Пуанкаре, пзъ которыхъ Финтеръ 
извлекаетъ заключен1е, что материей образовались при отд*ле- 
П1И луны отъ земли и что вероятно Тйх1й Океанъ находится 
на томъ м'Ьст'Ь, откуда оторвалась луна. 

Постараемся дать кратюй очеркъ этой теор1и. Въ настоя- 
щее время благодаря реакции прйливовъ одновременно замед- 
ляется вращательная скорость земли и увеличивается разстоя- 
Н1в луны. Поэтому въ прошедшемъ день бнлъ короче, а луна 
6лнжс% реакция прилйвовъ еще сильп'Ье. Такимъ образомъ, от- 
ступая мысленно пазадъ видямъ^ что скорость уменьтен1Я дня 
и уменьп1ен1я ра.5Стоян1я луны все больше и больше. Естествен- 
но предположить, что въ язв*стный моментъ оба т-Ьла сопри- 
касались. Если въ этотъ моментъ оба тФла были расплавле- 
ны^ то само собою очевидно^ что они должны были состав- 
длть одно ц'Ьлое. Въ работ* сОп 1Ье Е^и^1^Ьг^иш о^ гоАаПп^ 
шазяоз о? ^111(11 Дарвыяъ пытался доказать, что распаден1е 
жидкой мпссы на дв'Ь части возможно при некоторой враща- 



"3 О. Н. Ваг\\'1п. Ргссея;41оп оГ а у1зсо11й эрЬегоИ РЫ1- Тгппа. 1879. 

Оп ргоЫетв соппес^еЛ \У1и1 1116 1Ьеогу о!" 1;11С МЛез. 

1Ыа. 1879. 
Еуо1|Г1оп оГ 1116 .о1пг вуз^ст. хЫ:!. 1881. 
ТЫа! ГпсИоп. ТгеаПзе Nа^. РЬП. 1888 г. II часть. 
Е^и^1^Ъг^^1т оГ го^аМп^ тмззез оГ П1и(). РиН. Тгапа. 
1887 годе. 
Ро1Псаг6 Е^I^^1^Ьге (1*ипе шаэг^о и1И«1е, ап1гаге (1'ип топуетеп! 

11е го1а11г11. Ас1а Мп1Ьста11са 7 томъ 1885 г. 
О. ПзЬег. Р11у81е8 оГ ГЬе ЕагМГз (>1ь1 (II изд.) Ьоп(1оп 1889 г, 
глава XXV. 
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тельной скорости. Лодобпое язсл^Ьдован]в, но гораздо выше 
стоящее во всФхъ отношен1яхъ^ было проведено Иуэннаре^ 
который локазалъ^ что жидкая однородная насса^ вращающаяся 
вокругъ известной ОСЕ по й'Ьр'Ь того, какъ подвигается охлаг- 
ден1е, а всл'Ьдств1е того вращательная скорость увеличивается; 
переходитъ отъ формы эллипсоида вращенхя къ фори'Ь трехъ- 
осеваго аллипсоида Якоби ^) а потоиъ къ фори'Ь^ въ которой 
стреилен1е къ распадению на дв'Ь части д^лиется совсЬиъ 
очевиднымъ. 

Скажемъ еще н'Ьсколько словъ срго» и «сопка» гипотеза 
отд^Ьлен1я луны. Въ ея пользу говоритъ то, что по изсл-Ьдсва- 
н]ямъ Максвелля^ Ковалевской и Пуанкаре ^) надъ Сатурно- 
выми кольцами и Пуанкаре ') надъ кольцеобразными фигурами 
равнов'Ьс1л, оказывается^ что кольцо есть фигура неу стойче- 
ваго равиов'Ьс1я и что Сатурновы кольца в'Ьроятно состоятъ 
изъ множества мелкихъ сателлитовъ. Это посл'Ьдяее мн'Ьн1е под- 
тверждается фотометрическими наблюден1ями Зелигера. 

Изъ этого опять сл-Ьдуотъ, что по всей вероятности отд*- 
лен1е спутника отъ планеты ироисходитъ не посредствомъ отдФ- 
лен1я экватор1альнаго кольца, а какииъ-нибудь другииъ путемъ. 

Но противъ гипотезы Дарвина и Пуанкаре говоритъ то 
обстоятельство, что неоднородная жидкая масса можетъ правда, 
какъ показалъ Клэро^ принять форму сфероида^ весьма маю 
различающагося отъ шара^ но не можетъ принять формы эл- 
липсоида. Посл1}днее положен1е было доказано независимо другъ 
отъ друга Галш и Биркенмайеромъ *) Поэтому вообще еще не- 



') Если а. Ъ^ с суть наибольшая^ средняя и няиивныпяя полуоси эл- 
липсоидп^ то эллипсоиды Якоби удовлетворяютъ услов1ю: 

^1 -^ «а ^ />1 



*) ТЬвегапЛ. Тга^Ьё йе тёс. се1. II часть стр. 185. 

^) Ро111саг6. 1ос. с1*. стр. 289. 

•) Нашу ТЬ^8е (^е 11ос1ога1 Раг18 1887. см. Т1*ззегапЛ 1ос. с!*. стр. 192. 

В1 гкептауег. О к^пе^ус2пе^ г6\^'по\уас1ге е1Ир9о111у • . . . 

Рага. Кгако^вк1еЗ Ака(]. 1]т1е^. VII томъ матси. отд. 
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изв'Ьстно, Бак1я формн равнов'Ьс1я «ожетъ принимать жидкая 
масса первоначально сфероидальной формы по и'Ьр'Ь того, какъ 
охлажден1е подвигается впередъ. 

И такъ пожалуй удобнее принять эту гипотезу съ н^Ько- 
торниъ вар1антомъ, указанннмъ Дарвиномъ ^) въ посл1дств1и 
ближе обработанннмъ Лоувомъ ^). Фишеръ тоже принимаетъ мз- 
нФненную гипотезу Дарвина. Сущность вар1авта состоитъ въ 
сд'Ьдующеиъ. При малой длян^Ь сутокъ, н. п. около 4 часовъ 
по всей в'Ьроятности пер1одъ соднечныхъ приливовъ совпадаетъ 
еъ пер1одомъ свободныхъ колебашй жидкой массы той величи- 
ны, какъ земля. Но въ такомъ случа'Ь солнечные приливы въ 
жидкой массЬ земли могли достигать огромной величины. Со- 
трясен1я должны быть настолько сильны, что отд^енге одной 
приливной выпуклости отъ земли дЬлается вполн'Ь возможнымъ. 

Этотъ вар1антъ имЪетъ за собою еще то преимущество, 
что^ если отд'Ьлвн1е приливной выпуклости совершилось въ то 
время^ когда максимальный приливъ былъ не на зкваторЪ, а 
подъ другой широтой, то отъ обоихъ полушар1й отделились 
нбодинаковыя количества жидкой массы. Всл'Ьдств1е этого строеи1е 
оставшейся земной массы сд'Ьлалось совсЬмъ несимметричннмъ. 
Разумеется вследств1е такой катастрофы фигура земли и мо- 
мвнтъ вращен1я должны были сразу измениться. Положен1е оси 
вращен)я тоже изменилось. Подобная катастрофа сразу изме- 
нила внутреннее строевге особенно у внешнихъ пластовъ, вме- 
сте съ темъ она оставила после себя следы въ виде значи- 
тельнаго углублвП1Я и друг1я второстепенный неровности рель- 
ефа. Конечно нельзя угадать, какой долженъ быть видъ земного 
рельефа сейчасъ после подобной катастрофы, но нетъ сомне- 
н1я, что неровности были крупный и что въ последств1и, благо- 
даря приноровлен1ю къ фигуре равновес1я, оне отчасти изгла- 
дились. Гипотеза отделен1я луны даетъ намъ сразу крупные 

^) Ргеее8а1011 оГ а у18сои8 врЬего!!! 527. 

*) Он (Ье оае111а(1опэ о(* а го1аипд Идшб эрЬего!^. РЫ]. Ма§;. 1889 г. 
27 токъ. 

Т. ХУ Зми МШ9. Отд. % 
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первичные материки. Это хорошо сопасуется съ н^Ькоторниъ об- 
стоятедьствонъ^ на которое указываетъ НейнаЁръ^ пенно, что 
даже въ архэйскую эпоху несомненно существовали крупные ма- 
терики. Гипотеза Дарвина или вообще другая подобная гипо- 
теза катастрофы даетъ кхючъ къ объяснен1ю другихъ вопро- 
совъ, ибо вяечетъ за собою предположен1е о существенно не- 
симметричномъ внутреннеиъ строен1и земли. 

Теперь сл'Ьдуетъ разобрать вопросъ, как1я силы могутъ 
повести къ образован1Ю новыхъ неровностей рельефа; 



ГЛАВА II. 

ЗначенЁе изм^нен1й фигуры и векового охлажден1я. 



Въ самой гипотезе Дарвина уже подразумевается причи- 
на нЪкоторыхъ изм'Ьнен1й рельефа. Хотя бы даже^ кавъ ду- 
иаетъ Фишеръ^ въ моментъ катастрофы ;же существовала ко- 
ра земная.^ то во всякомъ случа'Ь главная масса земли была 
еще настолько пластична^ что притокъ жндкихъ массъ къ м<Ь- 
стамъ слабаго давлен1я долженъ былъ отчасти загладить н'Ь- 
которыя неровности рельефа, образовавш1ЯСя во время катастрофы. 
Бром'Ь дтой причины существуютъ еще друпи вричины измЪне- 
Н1Й рельефа. 

Мы должны разсматривать землю съ того момента послЪ 
катастрофы, когда наконецъ установилась новая ось вращен1я. 
Эту ось слФдуетъ считать весьма постоянной, такъ какъ сжа- 
пб земли, согласно большей скорости вращен1я было въ про- 
шедшемъ больше, ч'Ьмъ въ настоящее время. Реавц1я прили- 
вовъ постоянно уменьшала вращательную скорость. Вследств1е 
дтого сжат1е уменьшалось. 

Мы высказываеиъ эти слова съ полной ув'Ьренностью, ибо 
даже твердое т'Ьло должно язи'Ьнять свою форму подъ вл1ян1емъ 
уменьшешя или увеличен1я центробежной силы. Такъ н. п. 
Томсонъ ^) находитъ^ что при 8кватор1альной скорости враще- 



Тге&1. оп ^аг. РЬ{1. II часть стр. 435. 
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Н1Я въ 100 иетровъ въ секунду (472 Р^^^ меньше какъ экват. 
скорость земли) стальной шаръ той величины, что земля, дол- 

женъ измениться въ эллипсоидъ со сжат1емъ -гггхп а стекдя- 

7220' 

ной въ эллипсоидъ со сжаиемъ: . 

Значитъ, смотря по степени пластичности веществъ^ изъ 
которнхъ земля состоитъ, за измФнен1ями центробежной силы 
должны непременно последовать больш1я или меньш1я измене- 

Н1Я формы ^). 

Тейлоръ ^) основалъ свою теор1ю образованхя горъ на де- 



*) Мы вд'Ьеь ватронули важн'Ьйшхй воаросъ неподатливости (тх^МИё) 
земли. На оенован1и явлен1я орвливовъ Томсонъ думаетъ^ что земля весьма 
неаодатлива. Дарвинъ (Тгеа(. од На!. Р1п1. II часть стр. 460) аытался 
опрвд'Ьлить степень етой неиодатдив^сти и пришслъ къ завлючешю., что она 
близка къ етеавни венодатливости стали. Но Фишеръ (РЬувкв оГ 1;ЬеЕаг1Ь 
стр. 40) оспариваетъ этотъ результатъ, хотя вообще считаетъ неподатлв- 
вость земля вполн'Ь доЕПзаяной. Однаю нельзя считать этотъ воаросъ вполн'Ь 
р^шенныиъ. Бри (М. СЬгее: Оп воте аррИсаНопв о^ РЬузхса ап(1 Ма1Ъета11ез 
(о СеоХо^у. РЫ1. Иа^аг. 1891 г. 32 томъ) првходитъ въ з<1ЕЛЮчев1ю., что 
на основав1И теор1и упругости (1ос. с1(;. стр. 251) нельзя аор^шять.. нахо- 
дится'Ли земля въ жидкомъ или оластичноиъ^ или въ твердомъ состоявги. 
Съ другой стороны К. Барусъ (С. Ваг аз У1зсоэиу оГ воИЛз В и Не Ил II. 8. 
вео1о^са1 вигуеу К. 73 1891 года} нашелъ экснерииентальнымъ путемъ^ что 
уже при температур'Ь 450' С. стекло обладаетъ всьми свойстваии вязкой 
жидкости. Тоже самое можво сказать относительно стали. По крайней н'Ьр'Ь 
при 8Т0Й темпер, сталь почти не сопротивляется скашвван1ю. Барусъ за- 
ключаетъ С1ос. сИ. стр. 71) что, если зехля все таки обнаруживаетъ свой- 
стве упругаго твердаго т'бла, то вто слФдуетъ отнести на счетъ огромаыхъ 
давлений внутри земли. Бъ сожал-бвш онъ не изсл*Ьдовалъ вл!яв1я давлев1я 
на вязкость. 

11о всей в'Ьроятности земля обнаружявлетъ большую неаодат.тивость 
въ реакц1и приливовъ, въ которой дефориирующая сила иереходитъ отъ наи- 
мевьшаго до наибольшаго напряжения въ сравнителино кироткхо промежут- 
ки времени. Ланротивъ того медленное уввличен1^з ила уменьшея1е центро- 
б'ЬжноЙ силы, продолжающееся миллюыы л'Ьтъ ыожетъ произвести крупную 
деФормац1ю. В'Ьдь хрупк1в стег^ляяые пруты сгибаются подъ вл1ан1ьмъ ио- 
стоянваго но весьма медленнаго гыут1я. На это обстонте.1ьстьо обращаетъ вйи- 
нан1е Рейеръ. (Неуег. ТЬеогеизсЬе Оео1о§1е 81аидаг1. 1888 г. стр. 445 в 
слил.), 

') См. выше. 
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формащн^ зависящее отъ измАнентя схат1я. Насколько кажется 
вта дефорнащя иградтъ второстепенную роль* 

Такъ какъ, несмотря на всяческзя неровности^ фигура зен- 
1И въ общихъ чертахъ всегда была довольно близка къ эллип- 
соиду вращен1Я, то въ сл^дующеиъ затФиъ разсужден1и бу- 
деиъ говорить объ оллнпсоид'Ь. Результатъ этого разсухдешя 
въ общихъ чертахъ совершенно прни'Ьнимъ къ зеил'Ь. 

Если объеиъ эллиасоида совсЬмъ неизи'Ьняется или иало 
изнЪяяется^ а между гЬнъ сжат1е уменьшается, то двЪ сл'Ь- 
дующ1я другъ за другомъ поверхности эллипсоида перес^Ь- 
каются вдоль параллели^ которая всегда находится близ- 
ко отъ 87^ широты. Южн'Ье этой параллели (Можно говоритъ 
объ одномъ полушар1и въ виду полной сиижетрхи дефориац1И 
относительно экватора) новая поверхность находится ниже преж- 
ней^ С'Ьверн'Ье параллели пересЬченхя она находится выше. Сл'Ь- 
довательно на югЪ кора подвергается сдавлен1ю во всЬхъ на- 
цравлешяхъ. Сдавлеше вдоль параллелей бол^е интензивно, 
оно доходить до максимума на экватор'Ь, уменьшается до па- 
раллели пересЬченгя^ тутъ переходить въ растяженхе, все воз- 
растающее до саиаго полюса. Параллели остаются по преж- 
нему кругами. Въ мерид10нальнотъ направлен10 кривизна уве- 
личивается на сЪверЪ<^ уменьшаете)! на юг'6. 

Поэтому выше параллели перес'Ьчен1я складки не обра- 
зуются. Он'Ь будутъ образоваться южнЪе этой параллели, сь 
особенной интензивностью на экватор'Ь. Такъ какъ давлен1е 
дЪВствуеть со всЬхъ сторонь^ то о направлен1и складокъ рф- 
шаютъ второстепенный обстоятельства н. п. различ1я въ свой- 
ствахъ веществъ и т. п. 

Сравнен1е этой картины съ рельефомъ земли показываеть, 
что дислокащи, обусловленный изм'Ьнешемь сжат1я играють вто- 
ростепенную роль. Роль эта пожалуй сказывается въ томъ, что 
материки я горы экваторхальной области въ среднемь все таки 
выше, ч'Ьмъ материки и горы полярной области. Но одно ско* 
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пдвн1е ведичайшихъ Аз1ятсвихъ горъ подъ бреднимн широтами 
уже доказнваегь, что мавная причина дисдокац1й заключается 
въ чемъ-то другоиъ. 

И такъ ия обращаемся къ язвФстнМшеВ причин'Ь диехо- 
кащб) къ сокращен1И> объема земли вслЪдств1е в'Ькового охлах- 
Д6В1Я. Но зд^кеь сразу встр'Ьчаемъ работы нов^йшаго времени, 
которая вообще оспариваютъ значен1в векового охлажден1я. 
Это работы Маллярдъ Рида и Фишера ^). 

Сущность аргументац1и этихъ ученыхъ состоитъ въ слФ- 
дующемъ. Бели охлаждается шаръ однородные, им'ЬвшИ въ 
известный моментъ всюду одну я туже температуру, то снача- 
ла вн'Ьшн]е слои настолько сокращаются, что м^Ьсто, занимаемое 
ими^ оказывается слишвомъ просторнымъ. Всл'Ьдствхе этого они 
должны сначала растянуться. Только въ иослЪдств1и^ когда 
охлажден1е проникнетъ въ бол^Ье глубоще слой и когда объемъ 
ниже лежащихъ слоевъ уменьшится^ растяжен1е прекращается 
и переходитъ въ сдавлеше. Такнмъ образомъ внутри шара на- 
ходится параллельная въ его поверхности шаровая поверхность, 
въ которой въ данный моментъ вещество не испнтываетъ ни 
растяжешя ни сокращешя. Это такъ называемая поверхность 
безъ деформацш. О значен1И этой поверхности писалъ тоже 
Давизонъ ^). 

Поверхность безъ деформащи опускается со временемъ. 
Основываясь на данныхъ, предложенныхъ Томсономъ, Фишеръ 
вычисляетъ, что поверхность безъ дефориац1И въ настоящее 



*) Учен1е свое Маллярдъ Ридъ язложялъ въ книг'Ь Оп^1п оГ МоапЫа 
Кап^рев Ьоп<1оп 1886 и въ ц'Ьлоиъ ряду иедвахъ статей, помЪщаемыхъ въ 
РЫЬ Ма^аг. вплоть до поел'Ьдняго годи. 

Фишеръ излохилъ свои взгляды тоже въ статьяхъ^ аомИщаемыхъ въ 
РЬИ. Мартах, и въ квигь: Р11ув1с8 оГ Ше ЁагШ'в Сгиэ! Ьоп(1оп 1889 г. съ 
прилокен1емъ, взданнымъ только въ 1891 г. 

') Оп 1Ье (118(пЪаиоп оГ 8^га1а.... РЬИ. Тгапв, 1887 г. еъ прии'Ьч^- 
81екъ Г. Г. Дарвина. 
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время иаходитсл на глубйн^Ь 2ДЗ ^ анг. миль, если земля есть 
твердое т'Ьло, на глубян'6 4409 анг. миль, ебли ядро нахо- 
дится въ жидвомъ С0СТ0ЯН1И '). Дарвинъ и Ридъ нашли весь- 
ма бли8В1я Бъ дтоиу числа^ Давизонъ, благодаря грубому методу 
внчислен1Яу нФсволысо б0ЛЬШ1Я. 

Н^тъ сомнФн1я^ что при поверхности безъ дефорнащи, 
залегающей на глубине Н'Ьскольвихъ верстъ подъ поверхностью 
земди^ образовав1е тавихъ горннхъ хребтовъ.^ 'вакъ Альпы, Ги- 
малаи или Т1ань-шань^ совершенно немыслимо. Но можно по* 
лучить гораздо больш1е результаты просто полагая, что охлаж- 
ден1е продолжается не сто милл10новъ л'Ьтъ, вавъ полагаетъ 
Томсонъ, а больше. Однако сущность вопроса заключается въ 
чемъ то другомъ. Томсонъ предполагаетъ, что въ истор1и земли 
бнлъ такой моментъ, когда температура земли была всюду 
одинакова. Но по всей в'Ьроятности такой моментъ никогда 
не существовалъ. Температура земли всегда была выше около 
центра, чФмъ у поверхности. Но въ посл<Ьднемъ случа^Ь слой 
безъ дефориащи долженъ всегда находиться значительно глуб- 
же, чЪмъ у шара, разъ им'Ьвшаго всюду одну и туже темпе- 
ратуру. 

Докажемъ наше положен1е на нЪкоторомъ прии'Ьр^Ь. Преж- 
де всего намъ нужно вывести формулу, определяющую положе- 
Н1в поверхности безъ дефориащи внутри шара, въ которомъ 
температура всегда была и есть единственно функц1я отъ ра- 
Д1уса. Въ вывод1№ фориулы пойдеиъ по сл'Ьдамъ Фишера. 

Введемъ слЪдующ1я знакоположен1я. 

V обозначаетъ теипературу. 

I — время. 

г — разстоян1е отъ центра. 



*} о. Р18Ъег. Он *Ъе атоип! е1е..... РЬ. Ма^. 1887 г. 23 тоиъ. 

Оп 1Ье теап Ье1^Ы;.... РЬ. Ма^. 18ф г. 26 трмъ^ 

*} .......... РЬ781е8...... Аррбпд1х етр. 48. 
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8 обозначаетъ коэффищентъ разширешя (линейный). 

к — Боэффищентъ теплопронодностн. 

с — К09ффнц1внтъ теплоемвостк по отношен1И 

къ объему ^). 

В — р»д1усъ шара. 

Буквы со штрихами относятся къ спвц1ально разснатривае- 
моиу слою шара. 

Въ продолжен1И времени сИ объемъ безконечно тонваго 
сферическаго слоя изи'Ьняется на 

Следовательно объеиъ всего вещества внутри сферы ра* 
дтуса: т^ изменяется на: 



121сГГег2:^(^г1(гг 



а поверхность этой сферы изменяется на 

24 тс Г С'-» М 



ШУ'^^-У 



Налегаювцй на эту сферу слой не испытываетъ ни со- 
кращен1Я, ни растяжен1Я, если въ тотъ самый моментъ изме- 
ноте его поверхности, вызванное изменен1емъ температуры.^ 
какъ разъ равно изменен1ю поверхности сферы. Но его поверх- 
ность изменилась на: 

Следовательно положен1е поверхности безъ деформащи опреде- 
ляется условхемъ: 



*) у анг11йехихъ авторовъ — обовначено буквой К 
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-,у,г*-^ иг = г, -^ I. 

Црнчвнъ, смотря потому будегь-ли ') 






давннВ слой йсаытнваетъ сдавлен1е^ не яспнтнваетъ дефорнащи, 
1ДН испытываетъ растяжен1в. Между т'Ьмъ температура удов- 
1етворябтъ урав1ен1ю: 



д1 



= 4 - (ь'. |Г) ш 

т^с дг \ дг / 



Ёсля предподожянъ^ что шаръ однороденъ^ т. е. что: 

8 =ь б| = пост. 
к = пост. 
с •=• пост. 

тогда, заж'Ьщая въ уравп. Т: — посредствонъ его 8начен1я. вая' 
таго йзъ уравн. 111^ наВдежъ весьма простнд формудн: 

с дг д^ 

I Ыв. 

дг дг^ 

Изъ этихъ формудъ сяЪдуетъ^ что положенхе сдоя безъ 
деформац1и у однородиаго шара не зависитъ отъ коэфф. 
расширяемости^ о ченъ говоритъ и Фишеръ. Дальше^ вторая 
форяула показнваетъ^ что изъ наблюденШ надъ градтеитоиъ 



*) у Фашера жакъ р»8ъ наоборотъ. во равеуждая объ охлаждающемся 

дУ 
шарь ояъ видно въ данный моментъ яабыдъ о томъ^ что тг есть отрицатель- 

ааа велнчвна» ем. работу въ 25 том1Ь РЫ1. Ма^аг. стр. 9. Прим, ает. 
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МОЖНО найти подожен1е повершоотя безъ дефорнац1и, если 
шаръ одяороденъ. Посд-Ьдияя формула иожетъ быть приведена 
БЪ виду 

ао 



= {В — х) 



Лх 



гдЪ О обозначаетъ градгентъ, х разстоян1б отъ поверхности шара. 



б^ = 



дУ 
дг 



Для простоты предположииъ^ что наши единицы температуры и 
длины таковы, что первоначальная температура центра шара рав- 
нялась одному градусу, а рад1усъ шара равенъ тт. Полэжимъ^ 
что температура поверхности шара была равна О® и что тем- 
пература среды постоянно равна 0^. Положимъ наконец'ь, что 
первоначальная температура выражалась фунвщей. 

згпг 



эта функц1я постоянно уменьшается отъ значен1я: 1 при г=о 
до значвн1я О при г=7г. 

Тогда во всякое время, во всякой точкЪ внутри шара тем- 
пература выразится функщей. 

Г = — е ^ 
г 

Подставимъ эту функц1Ю въ условный уравнен1я: I Ыв, Полу- 
чимъ сл^Ьдующее уравнен1е^ опред'Ьляющее положен1е поверхно- 
сти безъ деформац1и: 

Ъг 
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Этому уравнбН1Ю удовлетворлетъ вопервнхъ 8иачвн1в : 



С1'Ьдующ1е затФнъ положительные корни (отрицательные не 
П'Ьютъ физическато эначеп1я) находятся по одножу между ^). 



У 

51С 

т 

рад1уса нашего шара. 

Наконецъ отъ о до тс: 

(апдг 



и 2г: 



и 3 1С м т. д., т. е. за пред'Ьлам! 



Зг 



3— г- 



Сд^1(оватехьно : 

дУ ^ %кдУ 



V 

д( с дг 

Изъ этого заключаемъ^ что въ данномъ случае поверх- 
ность безъ деформац1Д сводится къ одной точвЪ^ къ центру 
шара н, разумеется, положенхе ея не зависитъ ни отъ времени, 

к 
ни отъ коэффвщентовъ в и — Притомъ всЪ слон шара постояв- 

с 
но подвержены сдавлешю. 

Я думаю, что атотъ прим'Ьръ довольно хорошо показы- 
ваетъ вл1ян1е первоначальнаго распред^ешя температуры. Вм^- 
ет1& съ т'Ьиъ я думаю, что выводы Фишера м Маллярдъ Рида, 
основанные на задач^Ь Томсона ^) принятой безъ всякой кри- 
тики, совершенно несостоятельны и что мы должны скорее скло- 



^) М. п. Рудск1Й. Къ теор1и в^ювого охлаждев1я венли I часть Х1У 
томъ Заа« Нов. Общ. Ест. Одесса, 1891 г. стр. 70. 

*) Сооив^ оГ «Ье Еаг1Ь. Ц часть Тгеа(. оц Ка1. РЬИ. II АррепИх 
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ниться къ мнЪн1ю нногочисдеяныхъ геодоговъ^ усиатривающихъ 
во в'Ьковомъ охлажден!» земдя причину образован1я горъ и 
другихъ неровностей рельефа. 

Мы, конечно^ не утверждаемъ^ что температура земля вы- 
ражается закономъ, принятымъ въ только что изложенной за- 
дач'Ь^ но утверждаеиъ, что температура паружныхъ слоевъ была 
всегда ниже темиературн перицентрической области и что слой 
безъ деформацги находился и находится значительно глубже, 
ч'Ьмъ иолагаетъ Фишеръ. 

Чтобы подкрепить это ин'Ьн1е скажемъ сл'Ьдующее. Земля 
есть неоднородное т'Ьло. Вещества ея распределены по удель- 
ной плотности, самый тяжелый вокругъ центра, самыя легк1я 
снаружи. Поэтому даже въ то время, когда земля была жид- 
кая, или газообразная^ конвективные токи были ограничены не- 
которыми пределами. Тяжелыя вещества перицентрической об- 
ласти выносились наружу только при исключительныхъ обстоя- 
тельствахъ. 

Непрерывные токи, идущ1е отъ центра къ поверхности и 
назадъ возможны только въ однородной жидкой массе. Между 
темъ только при такихъ перемешивающихъ всю массу жидко- 
сти токахъ возможна приблизительно постоянная температура 
всей массы. Но безъ такихъ конвектввныхъ токовъ, температура 
будетъ всегда выше около центра, чемъ у поверхности, где 
происходитъ передача теплоты въ пеждупланетное пространство. 

Томсонъ полагаетъ, что температура всей массы земной 
была въ известный моментъ постоянная потому, что онъ скло- 
няется къ мнен1Ю Лапласа^ что большая плотность ядра земли 
обусловлена давлен1емъ. Но, думаю, немног1е геологи согласны 
съ этимъ мнен1емъ. Известно, что базальты^ происходя ице изъ 
сравнительно небольшой глубины уже значительно тяжелее, 
чемъ породы, залегающ1я на поверхности, чемъ граниты и т. д. 
Изследован1я Добрэ ^) надъ строен1вмъ метеоритовъ даютъ по- 



«) ВаиЪгёе. ЕкаДеа 8уп^^^в^^^иез зиг 1а Оео1од1е Ехрер1тепЫв. Рагхб 1879. 
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водъ полататъ^ что ядро зенди заключаетъ много железа, а 
нахохдеше саяороднаго жед'Ьза въ базальтахъ острова Антринъ, 
въ наши&ъ Водынскихъ анамезитахъ и на остров'Ь Диско въ 
высокой степени поддерхиваюгь это мн'Ьн1е. 

Но разъ допустииъ^ что земля неоднородна^ то предполо- 
хен1е Томсона объ однообразности температуры въ жидкой мас- 
сЬ земли €00 1р8о» падаетъ. 

Въ такомъ случае задача объ общемъ охлажден1И зем- 
ля не можетъ быть решена. Для ея р'Ьшенхя непреи^Ьнно нуж- 
но знать распред'Ьлен1е температуры отъ поверхности до центра 
въ известный моментъ времени. Зная подобное распре д'Ьленхе, 
нетрудно опред'Ьлить температуру для всего посл'Ьдующаго вре- 
1ени^ а вводя услов1е^ чтобы теоретически град1ептъ въ по- 
верхностныхъ пластахъ былъ равенъ наблюдаемому^ нетрудно 
вычислить^ какой нромежутокъ времени истекъ отъ того момента, 
когда существовала заданная температура до настоящаго. 

Но намъ неизв'Ьстно не то ужъ распред'Ьленхе темпера- 
туря внутри земли въ какой-либо моментъ прошедшаго^ но даже 
въ настоящее время. Поэтому задача объ общемъ охлажденхи 
земли и о ея вовраст'Ь есть совершенно неопред'Ьленная. 

Зам'Ьтимъ^ что при предположен1и^ что первоначальная 
температура центра выше, ч'Ьмъ температура поверхности ока- 
^явается сл'Ьдующее: 

Если допустить, что температура центра была значительно 
больше, ч*мъ у Томсона (у Томсона 3800^0.), то при совер- 
шенно в*роятныхъ распределен 1яхъ температуры получается 
возрастъ земли несравненно больт1Й^ ч'Ьмъ 100 милл1оновъ лЪтъ. 
Но изъ допущеп1Я, что температура центра была значительно 
больше, Ч'Ьмъ 3800^0, сл-Ьдуетъ, что въ первоначальное время 
I даже въ настоящее значительная часть ядра была в'Ьроятно 
жидкая. Въ свою очередь сл'Ьдуетъ помнить, что даже при до- 
вольно больптомъ жидкомъ лдр'Ь земля можетъ обнаруживать 
большую неподатливость. 
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Значить^ Еанъ остается только разснотр'Ьть, вакииъ обра- 
801Ъ и при БакЕхъ 7С10В1Я1ъ ох2ажден1б зеии ножетъ при- 
вести къ образовашю круаныхъ неровностей рельефа т. е. 
иатердЕОвъ и Овеаническихъ бассейновъ. ЗдФсь, правда/ мн 
затронули иимоходоиъ и теорхю образован1я горъ, но оба 
вопроса т^Ьсно связаны иежду собою^ а потону пожалуй 
уиЪстцо указать на тЪ причини^ которня обусловливаютъ съ 
одной сторонн образованте горъ, а съ другой образованхе иа- 
териковъ. 

Ёслибъ первочальное распред^кленге температуры внутри 
земли было функц1я отъ одного лишь радхуса, еслибъ охлах- 
деи1е подъ всЬии широтами и долготами было одинаково и 
еслибн распредАленхе веществъ внутри земли было функщя 
отъ одного лишь рад1уса, то совращенхе земли былобы во 
всЬхъ направлен1яхъ одно и тоже, а потому на поверхности 
моглйбы образоваться лишь складки да мелк1я трещины и 
впадины. Но воль скоро одно изъ трехъ вышеупомянутыхъ усла- 
В1Й не удовлетворено, то сокращвн1е неодинаково во вс^хъ ц&- 
правлен1яхъ. ВслФдствхе этого образуются обширный выпукло- 
сти и впадины. Поэтому Левонтъ ^) предполагаетъ, что мате- 
риви образуются благодаря мЪстнымъ различ1ямъ въ общемъ 
рад1альиомъ совращен1И земли. Фишеръ ^) вооружается противъ 
этого мн'Ьн1я, говоря, что тавъ вавъ радхусъ земли отъ нача- 
ла охлажден1я до настоящаго времени совратился всего на 6 
анг. миль, (анг. мил я яв 1,609 метрамъ) то разности въ радхаль- 
номъ сокращен1И нйвавъ не могли довести до образованхя ма- 
теривовъ. ЗдЪсь опять встрЪчаеиъ туже самую сл'Ьпую в^Ьру 
въ авторитетъ Томсона. Тавъ вавъ тотъ остановился на числ'Ь 
100^000,000 л'Ьтъ для возраста зеили, то Фишеръ вычисляетъ 
совращен1е рад1уса посл'Ь ста милл10новъ лЪтъ, хотя самъ Том- 



РЬ781е8 оГ (Ье Баг1Ь*в Сгиа!; стр. 126. 
*) аШо стр. 356. 
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еонъ ^) говорягъ, что возрастъ зевля вероятно заключается 
1ежду 20 в 400 ввллювавв л'&тъ. Мы зд^Ьсь не будевъ опре- 
делять возраста зевлй, не будевъ всвать доказательствъ рго 
I сШта^ освованннхъ на продолхительности вревени, въ те- 
чепе Ботораго зевля охлаждается. Мы только посвотрввъ, ва- 
йе нроцессн в прв вакихъ услов1яхъ способны довести до 
образован1Я вовыхъ ватерввовъ в Овеанвческвхъ бассейвовъ. 
Прежде всего разсвотрввъ вл1яв1е вн'Ьшнихъ услов!!, ко- 
торня вожно обозначить однивъ вазван1евъ климатическихъ 
уоюв^й. Этову вопросу была посвящева первая часть настоя- 
щей работы (Х1У товъ Зап. Матеват. Отд'Ьл. НовороссИскаго 
Общества БетествовспытателеВ) поэтову въ сл'Ьдующвхъ затЪвъ 
етрокахъ только вкратц!^ повторввъ изложенные тавъ результаты. 



О Соо1ш^ о{ 1Ъе Баг1;Ь. ТгеаЪ. оп На!. РЫ1. П чаетъ стр. 4*74. 



ГЛАВА III. 

Разборъ термическихъ факторовъ^ способствующихъ обра 
зован1Ю новыхъ неровностей рельефа. 



Содъ климатическини факторами будетъ понимать разно- 
сти въ распред'Ьлен1И средней солнечной теплоты* въ поверхно- 
сти суши, вл1ян1е холодной воды въ Океанахъ на температуру 
дна и т. п. 

Можно совсЪмъ не вдаваться въ раземотр'Ьнхе услов1Й 
утраты теплоты въ поверхности суши и на дн'Ь Океана, 

Известно, что, если внутри тФла передача теплоты совер- 
шается путемъ теплопроводности^ то температура вполн'Ь опре- 
деляется во всякое время, во всякоиъ мФст^Ь^ если известно 
первоначальное распредЪленхе температуры и температура по- 
верхности во всякое время ^). Следовательно вместо того^ что- 
бы разсматрнвать услов1я передачи теплоты, лучше взятъ во 
вниман1е данныя, позволяющ1я опредеянтъ температуру поверх- 
ности шара. 

Мы будемъ разсматрнвать однородный шаръ, вопервыхъ 
потому, что строен1е ядра земли намъ неизвестно, во вторыхъ 
потому, что задача объ охлаждеши неоднороднаго шара, пока 



^) т. е. другими словами изв'&стному первой. расаред'Ёленш теиоера* 
туры и изв'Ьстному ходу темаературъ внутри гЬла въ посж-пдующее время 
еоответетвуетъ только одно расиред'Ьлев1е температуры въ иоверхностя и на- 
оборотъ. 
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Б09ффвц1ентн теплопроводности и т. д. не внраженн въ функ- 
Ц1И отъ координатъ не иожетъ быть доведена до окончатель- 
ны» рез;льтатовъ. 

Мы задаемся н. а. слЬдующимъ вопросонъ? Це произво- 
дитъ-ли климатическое неравенство между экваторомъ я полю- 
ани н'Ькотораго вл1ян1Я на форму земли. Отв'Ьтъ посл^кдуетъ 
пъ н'Ькоторой теоретической задачи^ которую соВчасъ рЪшимъ. 

Исключимъ вл1ян1е всЬхъ прочихъ кФИматическихъ фав- 
торовъ. Предположимъ, что первоначальное распредЪлеше тем- 
пературы внутри шара было функц1я отъ радиуса, но съ йз- 
в'Ьстнаго момента, положимъ съ момента (^=^о нъ средней годич- 
ной температур'Ь верхняго слоя почвы оказываются н1^которыя 
разности, зависящтя отъ географической широты. Если средняя 
температура почвы подъ экваторомъ превышаетъ среднюю тем- 
пературу почвы на полюсе на А градусовъ^ то можно выразить 
это неравенство въ вид'Ь функщи отъ геогр. широты сл'кдую- 
щнмъ образомъ: 



(«п^ср-^) 



иди^ вводя вм'Ьсто геогр. широты угловое разстоян10 отъ сЬ- 
вернаго полюса; 



А 



(1-0.4). 



Температура шара выразится следующей формулой ^) 

V есть функц1я только отъ времени и рад1уса. Поэтому 
во всякой шаровой конпентрической поверхности она имЪетъ 



О См. I часть этой работы § 4. 

Т. XV Зао. Мат. О; д. 
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вездЪ одно и тоже значен1е^ изи^Ьнлющееся только въ зависи- 
мости отъ времени. Сл^^дуюицй членъ выражаетъ вл1ян1в вли- 
матичесваго неравенства между полюсонъ и эвваторомъ. Фунв- 
ц1я: ^2 есть нФкоторыб рядъ, состоящ1Й изъ 8Кспоненц1альныхъ 
и 0зъ Бесселевыхъ функцзй сд'Ьдующаго вида ^): 

С л* 



^2 = И «2,, Ъ {Р^ ^У 



|=:1 



гд* 



«2,, = 



?2 (РО = 






{ргу+У^ 



^2+V, в^^'ь Функц1я Бесселя порядка: 2+72- 

Коэффиц1ентн: р определяются изъ уравнен1я: 

ср2(р,^)==о, гд* В = радхусу шара 
Для ? = о 8^=1 

^ = сх> «2 = о VI 

для г •= К 8^ г=: о 

Благодаря этимъ свойствамъ ряда ^.^^ въ поверхности шара 
т. е. въ поверхности г =7? разности температуръ поверхности 
зависятъ только отъ члена: 



(I - «»' ») 



ибо У^ въ поверхности всюду им'Ьетъ одно и тоже самое зна- 
чен1е. Тоже самое происходитъ и внутри шара во всякой кон- 
центрической шаровой поверхности. Только разности темпера- 
туръ меньше. ОиЪ зависятъ отъ внраженхя: 



^) Знакоположвн1а остаются т-Ь же^ что прежде. Лрил. сш^п. 



-'Л 
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(^У^(1_о»,.в)(1-..) 

Въ прододжбн1б времени отъ о до ^^ вслб1й элеиентъ пожлр- 
наго ИЛИ 9Кватор1альнаго рад1уса, им^ЬвтлШ длину: ёг изм^Ь- 
нйтся и будетъ ии^ктъ длину. 

йг[1 + е(К,-Г,)] VII 

Такъ какъ тевпература Г въ формуле 1У не иохеть ока- 
зать ВЛ1ЯН1Я на измФнешб сжапл.^ только на общее сокра1ЦбН1е, 
то аредположияъ^ что она совсЬмъ постоянна но отношенхю ко 

■ 

вреиени. 

Значить: (смотри формулы: 1У) 

вдоль полярнато рад1уса: 

>^,- »^о = ^41-«2)(^)' VIII 

вдоль экватор1альнаго радтуса. 

Следовательно полярный рад1усъ, имевт1й въ моментъ 
^=20, длину: Е въ моментъ ^^=^ им-Ьотъ длину: 



*) Если ваять во внинав1е другой рад1уеъ^ соетавляющхй еъ подярнынъ 

уго1ъ в, то: 

Г.-7.-л(|-с<...)(1-И)(^У 

Однако, кром'Ь направлев1я паввыхъ осей^ по всЬнъ другянъ вапраавлен1ЯМ'Ь 
ироввходятъ лъ который тангенщадьныя, хотя крайне малыя пере11'Ыцев1я. 
6ед'&детв1е этого Формула УП прим'Ьнвма къ нимъ только въ приблвжев1в. 

Прим. авт. 
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ИЛИ 



Экваторгальпый рад1усъ, имёвш1й длину : 7^, топорь им*етъ 
длину : 

<' + '-^) - ^'И'У '■■ 

отсюда^ пренебрегая малыми величинами, наМдемъ для сжат1я ^) 
в(1ражен1б : 

3 лОо 



^2 г^ (1г 



Когда ^ = оо^ то 8^ ^= о я схат1е равно: 

е.А 



XI 



Полагая, ви*ст4 съ Фишеромъ ^) з = 0,000007 на 1® Е. 
или 0,0000126 на 1^0., полагая дальше, что А = 50® ^), 
найдемъ сжат1е: 



^) Въ 1-ой части этой работы и вычислялъ двФормац1и другинъ обра- 
зомъ. Ревультатъ получился болыи1й^ ко Формула для иям'Ьнснгя длины ра- 
Д1уса была не еово'Ьиъ точная. Она была выведена въ предполохеиш^ что 
ра8ширвн1е въ сторору невозможно. Прим. ае^п. 

*) О. Б'18Ьег. Оп 1Ье шеап Ье15Ь* РЫ1. Ма^аг. 25 томъ 17 стр. 

*) Разность средней теиасратуры почвы у полюса и на экватор'Ь въ 
50*С., кйжетса мн1|, достаточна. Въ самомъ яаркоиъ климат!^ вь яастоЯ' 
щее время средняя температура воздуха не превышаетъ ЗО'С. Изъ наблю- 
дев1й надъ температурой почвы изв1)етно, что средняя темп, почвы обыкно- 
венно в'Ьсжолько выше средней температуры воадухн. Въ НукусИ надъ Аму 
Дарьей по ваблюдев1ямъ Доранта положительная разница 4°С. Температура 
почвы на полюси яачъ нспзв11стия, во средняя температура почвы в'1>Лкут- 
ев-в на глубив'Ь 2иетровъ равна — 1Г10.^ а^ цудя потемпературамъ воадухо, 
въ иныхъ м'Ьетахъ Восточной Сибири она доходит7э до— 15^;. Тавииъ обра- 
зомъ^ въ вастоящую эпоху раяноеть между самыми крайними температурпми 
почвы в'Ьроятво не больше бО^К. Что касается предъид у щихъгсологичссвнхъ 
впохъ, если припомнимъ^ что вл1ян1е внутренней теплоты земли на темп. 
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0,00021 = 



4762 



Разность между экваторгальныиъ и иолярнынъ рад1усо1Ъ 
равна 1378 мстранъ^ если срелн1й рад1усъ земли равеиъ 6370 
километраиъ. 

Такъ какъ климатическое неравенство между иолюсомъ и 
.)кваторо^1Ъ есть пав'Ьрно самое дреппее^ то быть можетъ^ въ 
сжапи лемли есть некоторая доля^ которую сл'Ьдуетъ отнести 
на счбтъ этого климатическато неравенства. Но »та доля на 
а'Ьрно меньте внчисленнаго зд'Ьсь сжат1Я, ибо оно составляетъ 
иред'Ьлъ. достижимый только посл'Ь безконечнаго времени. Оно 
1ало увеличивается, если коэфф. раз1пирен1Я для ядра больше 
Еоаффиц1ента разширен)я для веществъ корн; ибо окончатель- 
ное сжапе внутреннихъ слоевъ онред'Ьляется формулой ^). 

Сл'Ьдовательнс оно уменьшается прямо лропорцгонально квадрату 
разстоян1я отъ центра — а потому въ общемъ преимущественно 
.^ависнтъ отъ сокращен1я верхнилъ слоевъ. Точно такъ, если 
аредположимъ, что въ температур'Ь почвы существуетъ неравен- 
ство вида 

^ и 

^ С08Ч 

2 

[гд"! В внражаетъ амплитуду разности температуръ между од- 
нииъ и другимъ полюсомъ], то найдемъ на одномъ полюсЬ воз- 
вышеВ1е поверхности въ: 



зочвы было вероятно больше^ Ч'Ьмъ ръ настоящее время; то ариденъ къ за* 
влючен1ю^ что разность температуръ въ бО'^С. для этихъ эпохъ еовершенво 
до'таточнз. Ирим^ авт. 

*) Эту Формулу легко вывести нл подоб1е Формулы XI, янтегрвруя въ 
♦ормулахъ IX и X отъ о до г. Прим. авт. 
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— е. В метровъ 
4 

а на другоиъ цоиижен1е въ: 

— 6. л иетровъ 
4 

н. и. иодагая^ что В =10^ найдемъ^ что 

— 5 . Д= 200,6 ивтрамъ. 
4 

Я В8ялъ амлитуду въ Ю^С. имФя въ виду неравенство тем- 
пература иожду подушархенъ Океаяовъ и подушар1еиъ суши. 

Таввиъ образомъ подюеъ: Ь-^о додженъ находиться вбдизя 
Лондона^ подюеъ О = тс, въ антиподахъ Лондона. Анадитуду 
въ 10^0. нахожу изъ приблизительнаго вычнслен1я,если устра- 
нить всЬ проч1е клииатическ1е факторы. Разуи'Ьется фунвщя 

-—созЬ 
2 

только въ грубоиъ приближен1И йзображаетъ разсиатривнеиоо 
климатическое иеравенетво. Можно себ:Ь представитц что обФ 
деформац1И, прежде вычисленная и только что упомянутая^ 
какъ бы наложены другъ на друга ^) и вычислить поднят1е, или 
понижен1е поверхности въ данноиъ т±стк. Нужно только пом- 
нить, что для первой полярная ось проходитъ сквозь геогра- 
Фйческ1е полюсы, для второй сквозь Лондонъ и его антиподы. 
Больш1я неровности рельефа, какъ обЪ Америви, Европа 
съ Африкой выражаются гармонвческиии функщяии 4-аго по- 



^) Белхбъ взять пред-Ьльныя разности между температурой два Океа- 
яовъ ■ почвы материковъ, то получились бы во8вышев1я и понижен! я дохо- 
дящ1я до 700 м. Но тогда нельзя уже сочетать об1| деФ0рнац1н вм1»стй. 

Прим, авт. 






*.. 
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рядка ^) но различ1Я въ теиператур'Ь почвн^ находящ1ЯСя въ 
прямой завнсииостя отъ этихъ неровностей рельефа^ незначя- 
техьнн ^). Съ другой стороны въ выразкеихи ихъ вл1ян1я на 
температуру внутри зеияи появляется факторъ: 



(«г 



а потону даже окончательный дефорнацхи будутъ незначительны. 
Он'Ь не будутъ больше какой нибудь сотни иетровъ. 

Помощью ряда сферичесБнлъ функцгй можно выразить ка- 
кое угодно распред'Ьлеше температуры въ поверхности земли ш 
проел'Ьдить ВЛ1ЛН16 такого распред'Ьлен1я на температуры ядра^ 
но ря нашей ц'Ьли этого не нужно, ибо мы уже показали ка- 
кое значен1е для деформащи земли им'Ьютъ главиМлае клима- 
Т1чеек1е факторы. 

Теперь мы въ состоян1н дать отв'Ьтъ на н1^которые въ по- 
следнее время затронутые вопросы. Н'Ьсколько л'Ьтъ тому на- 
задъ Фэй и Лаппаранъ ^) вели оживленный споръ объ охлаж- 
дешн земли. Фэй утверждалъ^ что земля бол^^е охлаждена подъ 
Океанами, чЪмъ подъ материками. Очевидно Фэй былъ правъ^ 
ибо разъ температура почвы на дн'Ь Океана ниже^ ч^^мъ въ 
поверхности суши^ то это отзывается и на внутреннемъ рас- 
пред'1ден1н температуры. Въ свою очередь Лаппаранъ былъ 
правъ^ говоря^ что у полюсовъ^ или вообще въ области очень 
холоднаго климата охлажден1е больше, ч'Ьмъ подъ дномъ Океа- 

НОБЪ. 

Аргументъ Яаппарана, что почва подъ дномъ Океана 
плохо проводить теплоту не выдерживаетъ критики. Почва на 



*) о. Н. 1)аг\у1п- Он Ше 8*гезве8. РЫ1. Тгапв. 173 томъ Раг(;. 1. стр. 228. 

') Чтобы пояснять аначеше чтихъ словъ укажемъ и. п. яа раввости 
тенпературы, соотв'ЬтствующеЙ давной широт11. Зд'Ьсь можао тоже ваять 
п]^ед11львыя развостг. Тогда деФ0р1>ац1я дойдетъ до 300—400 нетровъ пови- 
вев!! или повышения. 

') С. К. Кетио. 8с1епиидив. ВцИ. Зое. Оео1, за 1886 г. 
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дп'Ь Океановъ состоЕтъ изъ тЬхъ-же саинхъ твердыхъ веп^ествъ^ 
что почва материковъ. Почва въ поверхности материковъ про- 
питана отчасти водою^ по крон'Ь этого воздухоиъ. 11очва яа 
дн'Ь Океановъ пропитана лишь водою. Литровъ*жв ^) докааадъ, 
что^ ч'Ьмъ меньше воздуха въ данной почв'Ь^ а больше водн^ 
тЪмъ лучше она проводитъ теплоту. Фэй полагаетъ, что всл*Ьд- 
ств1е большого охлажден! я плотность всществъ подъ Океанами 
больше т<1.къ^ что иассы веществъ въ двухъ конусахъ, ям'Ью- 
щихъ вершины въ центр'Ь, одинъ и тотъ же уголъ отверст1я у 
вершины и основан1я: одинъ на поверхности иатерика^ другой 
на поверхности иоря равны. 

По нашему выходить, что это во всяконъ случа'Ь не ю- 
жетъ быть отнесено на счетъ климатическихъ факторовъ^ тахъ 
какъ ихъ воздФйств1е слишкоиъ слабо. Наши разсужден]я и. 
вычислешя вм'Ьст'Ь съ т'Ьиъ ноказываюгь^ что Блиматйчесв1е 
факторы играютъ малую роль въ образоваши неровностей релье- 
фа, хотя несомн'Ьнно до н'Ькоторой степени способствуюгь по- 
стоянству Океаническихъ бассейновъ. Охлажденхе все таки ян- 
тен'ливн'Ье подъ Океанами, ибо дно ихъ покрыто холодной во- 
дою, вслЪдствхе чего они углубляются противъ средней поверх- 
ности земли. 

Говоря въ главФ I о гипотезе Дэны мы отложили ея об- 
сужден1е до того времени, когда займемся вопросомъ вл1яя1я 
климатическихъ факторовъ на образован1б материковъ. Очевид- 
но теперь въ нашихъ глазахъ гипотеза Дэны оказывается мало 
вероятной. 

Бели вышеизложенная гипотеза отд'Ьлен]я луны справед- 
лива, то благодаря катастроф*, распредйленхе температуры внут- 
ри земли сделалось несимметричиымъ. Действительно, до ката- 
строфы мФсто, гд* температура доходила до максимума ве- 
роятно совпадало съ цонтромъ фигуры, а нзотермическ1я по- 



*) ЫИго^. СеЬег ге1аиуе '^У'агте1е11ип^зГаЫ§ке1к 81*йЪ. Аеа(1, \\''1в8. 
\У1еп ЪХХХ1. II АЬ4. стр. 110. 
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верхности были поверхности того-же видсЧ^ что и фигура земли. 
Такт. н. п. въ 9Ллнпсоид^Ь он'Ь были вонцентричеспе эллии- 
бонды. Посл'Ь катастрофы центръ фигуры изи'Ьнилъ свое поло- 
ген1е относительно м*ста, гд* теиперятура доходила до мак- 
симума. Всл^Ьдств1е 9Т0Г0 охлахден1е сд'Ьлалось неодинаково 
въ направлен1и разныхъ рад1усовъ. Оно сд'Ьлалось бол'Ье ин- 
теизявныиъ съ тоК стороны гЬла^ гд'Ь вн'Ьшняя поверхность на- 
ходилась ближе отъ наибол'Ье нагретой области. 

Объенъ луны въ 50 разъ меньше объема земли. Если до 
и ПОСЛ'Ь катастрофы фигура земли была приблизительно шаро- 
вая и все вещество для образовантя луны было отнято у одной 
стороны земли, то не трудно вычислить, что разстоян1е между 
центромъ фигуры и наибол'Ье нагр'Ьтой точкой Посл'Ь катострофы 
должно составлять всего около 42 километровъ, — по при дру- 
гой фигур'Ь это разстоян1е можетъ бытъ больше. 

Вл1ЯН1е экС|](ентрическаго распре д'Ьлен1я температуры мо- 
жетъ быть просл'Ьжено на прнм'Ьр'Ь шара. Съ зтой ц^Ьлью мож* 
но воспользоваться изв'Ьстпыми аналитическими задачами, въ 
которыхъ р'Ьшается вопросъ перем'Ьннаго состоян1я при какомъ 
угодно первоначальномъ распред'Ьлен1и температуры. Но путь 
этоть неудобенъ, ибо нужно непременно определить форму 
функц1и, выражающей первоначальную температуру. Между тЪмъ 
у иаеъ н^тъ никакого критер1ума для опред'Ьлен1я зтой функ- 
Ц1И такъ, что внборъ ея остается въ широкихъ пределахъ оро- 
извольнымъ. Притомъ функц1я, выражающая температуру им'Ьетъ 
видъ рядовъ, неудобныхъ для разсмотр'Ьн1я. 

Поэтому мы избнраемъ следующей обходной путь. Поло- 
жииъ^ что у насъ есть шарь. Въ известный иоментъ темпера- 
тура въ втомъ шаре есть функц]л отъ разстоян1я отъ некото- 
рой точки: А^ находящейся на разстоян1и а отъ центра С. Са- 
мая высокая температура въ точке: А. Очевидно самое боль- 
шое сокращен1е будетъ въ области точки Р, самое малое въ 
области точки Р'. 
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Р 




Аа = АР 



АС = АВ 



Внчислииъ окончатель- 
ное сокращен1е радтуса СР 
и рад1уса СР. 

Въ моментъ ?=о тем- 
р пература въ изв'Ьстной точ- 
к'Ь внутри шара была: У^. 
Посл'Ь безБонечнаго време- 
ни^ температура шара всю- 
ду д'Ь лается равна текпе- 
ратур* среды; У^, Поэтому 
эленентъ радхуса: йг но- 
слЪ безконечнаго времени 
сокращается на: 



гд'Ь 8 обозначаетъ коэффицхентъ линейнаго разширен1я. Поэтому 
посл'Ь совершеннаго охлажден1я^ разность иежду длиной радхуса 
СР и СР будетъ: 

щ) о щ} о 



Эту разность можно написать такъ: 



[5 



СА 



в \ {К-У. 



(•ев 
•У ел 



V.)<^^-\- 



+ 



(•СР /^(Ч> /»СГ' 

•) ев ^ ^ •У с^ 



т 



)^г] 



Но У^ всюду ииЪетъ одно и тоже значен1в, У^ симиетрично 
относительно точки: Л, поэтому первый й второй интегралъ 
равны^ трепй и четвертый интегралъ тоже равны. — Всл1Ьдств1е 
этого можно написать нашу разность подъ видомъ: 



г*". -.^ ■• 



# 
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Г ССА ССР* Т 

8 [2^ ( К„- Г^ йг-^ Д7,.- Г„)^г] 
Заи*Ьтимъ сначала, что такъ какъ: 



йР ^ 2. СА 

то, воль скоро Г^ постоянно во всеиъ шар^Ь, эта разность об- 
рао^ается въ нулц какъ и сл'Ьдовало ожидать. 

Разсматрпвая это выражен]е зям'Ьчаеиъ^ что ра:^ность меж- 
ду длиною радхусовъ СР и СР' т*мъ больше, ч^иъ больше: 

1) коэффищентъ разширбН1я, 2) разстоян1е СА между центромъ 
шара и точкой, гд'Ь температура доходйтъ до максимума, 3) 
Когда: У^ — \\, въ промежутке С А значительно больше, ч4мъ 

въ промежутки йР. Этому последнему услов1Ю удовлетворяетъ 
такое распред'Ьлен1е температуры до катастрофы, при которомъ 
темп&рашура центральной части тгьла была высокая, срав- 
нительно съ температурой внгыттхъ слоевъ. Чтобы соста- 
вить себе понят1е о величине деформац1И, возьмемъ сдедующ1й 
примеръ. Пусть (7^=42 килом, пусть 8=0,0000126 ^) на 
ГС. Пусть въ промежутке С А 7,— Г„ = ЮООО^С. въ сред- 
немъ: [это самая нагретая область!] а въ промежутке ОР 
У о — ^'™= 500^0. [это внегон1е пласты ло глубины 80 кило- 
иетровъ]. Тогда разность: 

СР — СР =10 километрамъ съ небольшимъ. 

Разстоянге между центромъ прежней и новой фигуры, при- 
нятое нами въ этомъ примере, скорее минимальное, чемъ пре- 
увеличенное. Разность между температурой центральной обла- 
сти и внешнихъ сдоевъ въ как1е нибудь 9500^С. тоже при- 
надлежитъ къ разряду вероятиыхъ разностей. Между темъ 
предельный эффектъ деформац1и оказался значительно больше, 



О Это к08Ф«вц1ентъ Фвшера. 
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ч^Ьиъ въ случа'Ь клкшатяческйхъ факторовъ, да ирятопъ абсо- 
лютная величина этой дефор]нац1И есть величипа совершенно 
того-же самаго разряда, что разстоян1я между уровпемъ дна въ 
весьма глубокихъ частя хъ Океановъ й уровнемъ поверхности 

СаМЫХЪ ВЫСОБИХЪ ПЛ0СБ0Г0р1Й. 

Обсуждая оиматичесш Факторы и вл1ян1е эксцентричо- 
скаро иервоначальнаго распред'Ьлвн1я температуры^ мы говорили 
единственно о пред'Ьльной деформац1И т. е. о дефориащи^ ко- 
торая завершается только пося'Ь безконечнаго промежутка вре- 
мени. Поэтому здЪсь у»1*стно сд*лать сл'Ьдующ1я зам'Ьчаи1я : 
1 ) Охлажден1е и всЬ соединенныя съ нимъ явлен1я идутъ сна- 
чала въ болъе быстромъ тампо^ которое потомъ все больше я 
больше замедляется. 2) Блиматическ1я неравенства т'Ьмъ ско- 
Р'Ье доходятъ до пред'Ьльнаго вл1ян1я, ч^Ьмъ порядокъ ихъ вы- 
ше ^). Для пояснен1я этого положен1я приведемъ сл'Ьдующ1й 
прим'Ьръ. Пусть у охлаждающагося шара будетъ неравенство 
климатическихъ услов1Й между однймъ и другимъ полушар1емъ 
и вром'Ь того неравенство клнматическихъ услов1й между по- 
лярными и экватортальной областью. Въ выражен1е температуры 
войдутъ сферическ1я функп.1и нулевого, перваго и второго по- 
рядка. Функц1я нулевого порядка отвЪчаетъ общему охлажден! ю, 
перваго — неравенству климатическихъ услов1й между об4ими 
полутар1ями^ второго, неравенству услов1й между полярными и 
экватор1альзой областью. Прежде всего до пред'Ьла доходитъ 
вл1ян1е неравенства второго порядка т. е. изм'Ьненхе сжатхя.^ 
потомъ несимметричная деформащя обоихъ полушар1й. Наконецъ 
только общее охлажден1е. 

Можно подобнымъ образомъ опред'Ьлить ходъ деформащи.^ 
зависящей отъ иервоначальнаго эксцентрическаго распред'Ьлен1я 
температуры; если известна форма функц1и, выражающей эту 
температуру. 



') Ср. Бъ теор1н В'Ьюваго охдаяденЁя. I часть. Стр. 33. 
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Ходъ охлажден1я в рядоиъ съ этяиъ сокращенхе особенно 
на первыхъ порахъ завнситъ отъ предаоложеннаго первона- 
чальнаго распрвд*лен1я температуры. Такъ н. п. у одкороднаго 
шара въ сравнительно простошъ случа'Ь, когда температура всегда 
бнла и есть функц1я отъ рад1уса въ общеиъ случа'Ь темпера- 
тура выражается безпонечнымъ рядомъ вида: 

^Ае. вшрг 

г 

Беля нан1Ъ шаръ ии'Ьетъ размеры земли ^) то численное зна- 
чен1е коеффишентовъ при / будетъ поочереди 

-^ ^2 _97С^ 257Г* 

1012^ 10^^' 10^2' 10»^' " " 

Первый членъ ряда уменьшается до значешя въ половину мень- 
ше первоиачальнаго только черезъ 70^000 милл1оновъ лйтъ 
сишкомъ, второй поел* времени въ четыре раза меи4е про- 
дояжительнаго, треиИ черезъ время въ девять разъ меп4е про- 
должительное и т. д. 

Очевидно, коль скоро въ данномъ выражен1й температуры 
первый, второй и* т. д. члены появляются съ большими ковф- 
фищентами, а члены бол-Ье высокаго порядка съ очень малыиы, 
то характеръ всего процесса зависитъ отъ этихъ первыхъ чле- 
Еовъ и охлаждеше идетъ весьма медленно. Въ противномъ слу- 
чае наоборотъ. Но абсолютная величина коэффицтентовъ А на- 
ходится въ самой т4сной связи со свойствами функцти, выра- 
жающей первоначальную температуру ^). 

') Зд*сь арининаемъ, что а» т. е. отношен1в ко8ФФиц1ента теалопро- 
В0ДПОСТ1 КЪ жоэФФИфенту теплоеикости при единицахъ. времени— годъ, длявы 
авгл. Футъ им-ьеть численное 8начен1е: 400 [коэфф. Томсона] Рад1усъ вемлп 
въ Футахъ: 20,000,000. Ср. Къ теор1и охлаждения веили. I часть 42 стр. 

') Подъ первоначальной температурой понпмаемъ температуру въ кп- 
юй нибудь оаред«ленный моментъ времени н. п. въ моментъ катастрофы, 
благодаря которой луна отдцлилась отъ аеили. Прим. авт. 
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Изъ ЭТОГО сл'Ьдуетъ^ что въ вонц'Ь концовъ нельзя ска- 
зать ничего положительнаго о томъ, въ какой степени въ со- 
временномъ рельеф'Ь земли варажается вл1ян1е распред'Ьленхя 
температуры внутри земли въ мом^нтъ катастрофы. При из- 
в'Ьстннхъ услов1яхъ быть иожетъ^ что въ настоящее время 
уже ц'Ьлые материки сл'Ьдуетъ разсиатривать какъ результатъ 
деформащи, обусловленной несияметричпостью распред'Ьленхя 
температуры. Но при другихъ услов1Яхъ деформащя пожалуй 
состоитъ въ незначитедьныхъ поднят1яхъ и опускан]яхъ. 

Теперь мы должны перейти въ вл1яв1ю несиметричнаго 
распред^Ьлен]я веи^ествъ внутри земли. При другихъ теорхяхъ 
происхождешя материковъ и горъ предполагается^^ что земля 
ии'Ьетъ концентрически слоистое строен1е кромЪ тонкой вн'Ьш- 
ней корн^ въ которой, благодаря геологическимъ процессаиъ.^ 
господствуетъ большое разноо5раз1е. Но это разнообразхе им1Ьетъ 
до н'Ькоторой степени местный характеръ. Слои см'Ьняютъ другь 
друга, но р'Ьдко встречается слой, занимающ1Й настолько об* 
ширное пространство, чтобы его термическ1я свойства могли 
отразиться въ ходЪ охлажден1я земли. Притомъ, слои вн'Ьш- 
ней воры не прочны. Они подвержены разрушеи1Ю отъ д-Ья- 
тельности воды. [1ер1одъ ихъ существован1я въ сравнен1и съ 
продолжительностью существован1я земли не великъ. Между 
тФмъ, какъ выше было указано, нужны неслыханно долг1е 
промежутки времени для того, чтобы произвести заметный эф- 
фектъ въ ход'Ь охлажден1я земли. СовсЬмъ не то, если поло- 
жимъ, что въ бол'Ье глубокихъ, не затронутыхъ депудац1ей 
слояхъ земли распред'Ьленхе веществъ не вполн'Ь концентриче- 
ски слоисто. Можно наприм^Ьръ полагать, что катастрофа съ 
одной стороны земли устранила цФлый слой, который съ дру- 
гой стороны сохранился. Яма могла быть отчасти занесена раз- 
личными другими веществами. 

Если притомъ сказанный слой довольно значительно раз- 
личается по своимъ термическимъ свойствамъ отъ сосЪднихъ 
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слоевъ^ то въ ход'Ь охдаждбН1Я одной я другой сторонн вен- 
ного гЬда должны существовать довольно крупныя различ1я. 

Отъ пряного аналйтическаго изсл'Ьдован1я вопроса мн долж- 
ны отказаться, вопервыхъ потому, что задачи объ охлажден1и 
неоднородныхъ т'Ьлъ принадлежать къ разряду нер^кшенныхъ, 
за исБЛК>чен1енъ ^) нЪвоторнхъ бол'Ье простыхъ случаевъ, во 
вторыхъ потому^ что рФшенхя получаются водъ видонъ безко- 
нечныхъ рядовъ крайне неудобныхъ для изсл'Ьдован1я. Притоиъ 
коэффищентн рядовъ зависятъ отъ неизв'Ьстяаго намъ распре- 
д1лен1я температуры въ иоментъ катастрофы. Даже въ зада- 
чахъ, относящихся къ однороднымъ тФламъ, относительно ко- 
торыхъ существуютъ полныя аналитическая р'Ьшен]я, коль ско- 
ро первоначальная температура неизв'Ьста, ряды даютъ крайне 
немногое. Въ виду этого и зд'Ьсь постараемся получить неко- 
торые результаты другимъ путеиъ. Притомъ будемъ разсматря- 
вать шаровидное т^^ло. 

Прежде всего одфдуетъ зам'Ьтить, что въ неоднородномъ 
тЪлЪ деформац1я зависитъ нетолько отъ различ1й въ ход'Ь охлаж- 
ден1я, но тоже отъ различ1й въ ход'Ь сокращешя различныхъ 
веществъ. Такъ и. п. охлаждея1е можетъ идти въ двухъ мЪ- 
етахъ сраг1 разаи», а сокращен1е благодаря различнымъ коэф- 
фицхентамъ разширешя можетъ быть совершенно различное. 
Возьмемъ слфдующ1й прим'Ьръ. Въ задач'Ь Тонсона ^) предпо- 
дагается, что первоначальная температура постоянна внутри 
всего тЪла. Для ц'Ьлаго иилл1арда лФтъ можно пренебречь вл1Я- 
н1емъ кривизны. Поетому Тоисонъ разсматриваетъ безконечное 



*) Тажъ н. п. П^всонъ р1^шялъ задачу объ одвородяомъ шар-Ь еъ ЮВ' 
центрической оболочкой. Эта задача находятся въ его «ТЬеопе та(Ьета- 
^^^ае Ае 1а еЬа1еаг». Тажс задача и задача объ охлажден1и двойной пла- 
СТИВЕН, состоящей изъ двухъ веществъ р11ШбнА авторомъ настоящей работы. 
Он. ^. П. Рудск1Й. Дв'Ь задачи изъ теор1Я тенлоты XI тоиъ Зап. Иатем. 
^Д. иоворосс1йсваго Общества Ёстествоисиытателей. 

*) СооИп^. оГ 1Ье ЁагЪЬ. 1ос. еК. 
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т'Ьло, ограниченное съ одной стороны плосеостью. Онъ нахо- 
дить, что послФ ста миллшновъ л'Ьтъ на глубине 500 — 600 М 
англ. мыль изн'Ьненхе температуры совсЬмъ незначительно. По- 
этоиу, если предположямъ, что различ]я въ способности совра- 
щаться ограничиваются слоемъ тоже въ 500 — 600 англ. киль 
толщины^ а ра9лич1Й въ теплопроводности и теплоемкости нЪтъ, 
то можемъ воспользоваться задачей Томсона. Фишеръ ^) на ос- 
новами данныхъ Томсона вычисляетъ, что за эти сто милл10- 
новъ Л'Ьтъ рад1усъ земли сократился на 6 англ. миль. Бели 
положимъ, что въ н'Ькоторой обширной области ^) коэффищентъ 
разширен1я въ ^разъ больше воеффищента Фишера [0,0000126 

на 1^С.), то найдемъ сокрап1,ен1е рад1уса въ &п англ. миль. 

Поэтому разность уровней будетъ: (п — 1)6 англ. миль. 
Уже этотъ примЪръ показнваетъ^ что благодаря неравномерному 
сокращен1ю могутъ образоваться довольно крупный неровности 
рельефа, если: 

1. Олои сильно различаются другъ отъ друга въ способ- 
ности разширяться подъ влзяюемъ измЪнеп1Й температуры. 

2. Если слой, различающ1йся отъ другихъ слоевъ по своииъ 
свойствамъ отличается большой мощностью и занимаетъ боль- 
шое пространство (и. п. хоть ц'Ьлое полушар1е): 

3) Если время, истекшее съ момента катастрофы *), до* 
статочно продолжительно. 

ЗдЪсь мы должны напомнить^ что даже въ сло'Ь, состоя- 
щемъ изъ одного и того-же самаго вещества, сокращен1е мо- 



') Ангд. 11иля=1619 мбтрамъ. 

') Оо 1116 теап Ье]@гЫ оГ е1еуа1;1оп РЫ1. Ма^г. 25 т. 5 сбр1и. 

*) Сл'Ьдувтъ поивЕть^ что постоянно идетъ р'Ьчь о ра8лвч1яхъ не въ 
вертнкя1ьноиъ, а ръ горизонтальномъ направлен1и. Прим. авт. 

*) Нарочно уаотребляеиъ мев'Ье опред'Ьлевное слово: катастрофа, что- 
бы дать понять^ что не тольжо отдИленхе луны, но и другая катастрофа ног* 
ла дать поводъ къ и8»'Ьнен1ю строен1Н ясмли яяъ концентричеека словетяго 
аа мен'Ье или бол11е неправильное. Прим, авт. 



Тврт^ 
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хетъ боть неодинаковое, если благодаря какимъ-либо причи. 
н;&»ъ н. п. эксцентрическону распред'Ьлбпгю температуры онъ 
въ одноВ области находится въ твердонъ, а въ другой еще въ 
гпдконъ ИЛИ полужидкомъ состояши. 

Перейденъ теперь къ териическимъ свойствамъ породъ. 
Мохно бн подумать, что способность лучеиспускан1л у породъ, 
аалегающихъ на поверхности ин^етъ большое вл]ян1е на ходъ 
охлагден1я внутри земли. Однако это не такъ. Бще Рнланъ а 
раньше его Пуассонъ сделали зам'Ьчан1е, что воэффйц1ентъ 
лучвиеиусБан1Я у очень больщихъ тгьль какъ н. п. земля оказн- 
ваетъ сравнительно малое вл1ян1е на ход.ъ охлаждешя. Исключе- 
н1е составляетъ только тотъ неим'Ьющ1й практичесваго значев1я 
случай, когда ко9ффиц1ентъ лучеиспусБан1я есть безконечно ма- 
лый. Н. п. для и]ара той величины, что земля, получается 
почти такая-же самая температура для изв'Ьстнаго момента вре- 
менИу когда положимъ, что коэффвцхентъ лученспусБан1я им^^етъ. 
конечное или безконечное значен1б. 

Д'кло въ томъ, что функц1я, выражающая температуру вта- 
ра заключаетъ некоторые постоянные козффищенты, зависящ1е 
отъ УСЛ0В1Й передачи теплоты въ самой поверхности. Они опре- 
Л'Ьляются изъ нЪкотораго трансцендентнаго уравнен1я, въ ко- 
торое входитъ и ко8ффиц1онтъ лучейспускан1я, но разд'Ьлен- 
рый на коэффищентъ теплопроводности я умноженный на ра- 
д1уеъ. Если рад1усъ очень большой, то мног1е первые корни 
этого уравнен1я выходятъ всегда очень близк1е къ кра^'нымъ 
числа: 7г, между тФмъ когда коэфф. лучеиспускан1л безкопечно 

большой, (или радтусъ безконечно большой) то корпи равны 
съ точностью кратнымъ: х. Дальн1е корни уже бол'Ье различны 

другъ отъ друга, но во всЬхъ, им'Ьющихъ практическое значе- 
ш задачахъ, именно первые члены рядовъ^ въ которыхъ по- 
являются эти корни, играютъ преобладающую роль. 

Точно также, рФшая задачу объ охлажден1и шара съ вон 
центрической оболочкой, можно убедиться, что тонк1й слой 

т. ХУ Зав. Мат. Отд. А 
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ПЛОХО проводящато теплоту вещества имЪетъ малое влхянхе на 
ходъ охлажден1я^ разумеется за исключенхемъ того случал^ 
когда онъ или вовсе не проводитъ или почти не проводитъ 
теплоты^ но таше случаи тоже неим'Ьютъ практическаго зна- 
чен1я: 

Приведемъ вкратпсЬ доБазательство этихъ словъ. Для одно- 
роднаго сплошного шара имЪемъ уравненхе ^), определяющее 
коэффицхенты погасанхя: 

« = 1 _ ^_ Д I 



Шпда к 

где Е есть раА1усъ шара 

Д — Б0эффиц1ентъ лучеиспускан1я. 
к — К08ффиц1ентъ теплопроводности. 

Если же нмеемъ дело съ шаромъ^ оБруженнымъ концен- 
трической оболочкой^ то уравнен1е % определяющее коэффи- 
Ц1ентн погасан1Я будетъ: 



«[со,,.- 1(1-1)] = 



а 5171 - РС08- 

П П 

а С05 - -|- г. згп - 

п п 



Величина п зависитъ отъ отношен1я толщины оболочки къ ра- 
Д1усу ядра. Когда толщина оболочки безконечно малая ^ то п 
есть безконечно большая величина. Поэтому при очень тонкой 



') Ср. в. п. Роигпвг. Лпа1у11веЬе ТЬеог1е (1ег ^^гте иереводъ \Уеш- 
з(е1па. ВегИп 1884 г. Гл. У стр. 280. Это токе САхое уравнев1е о которомъ 
выше шла р-^чь. Прим, авт, 

') М. П. Рудсв1Й. Дв'Ь задачи изъ теор1и теплоты XI тохъ Зап. Нок. 
Общ. Естеств. стр. 141. Я вазыьаю вовффицхснты, 011рсд'Ьляющ1сея изъ кор- 
ней ур;внсн1Я воэ«ФЯц1евтами погасав1я^ ибо отъ вихъ завиеятъ скорость 
иогаеав1я Фувкцгя, выражающей тснпсратуру. т. е., дру1И11Н словами^ отъ 
внхъ вавяевтъ скорость охлаждвВ1Я. 



^т^ 



' ■ •. . • 
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оболочке пока а есть небольшая величина (т. е. въ области 
иервахъ жалнхъ корней уравнвн1я) можно положить: 



п 
тогда 7равнбН1е приводится къ виду: 

НО 

р' 



здЪсь Л| есть К08ффиц1ентъ лучеиспускашя для вн^Ьшней оболочки 

— А:^ — — теплопроводности 

— В — радхусъ всего шара. 

— р — — ядра. 

Такъ какъ р почти равно Е^ то можно написать: 

а к 



Р Н^В-к^ 
Подставляя это 8начен1е въ уравнеше: II найдемъ 



Шда 



И^-'^^) 



Я9Ш 



гша \ к / 



Шпда 
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Т. е. для первыхъ малыхъ корней ^) можно пользоваться тктъ- 
же самынъ уравненхеиъ: 1^ относящимся къ однороднопу шару 
съ той разницею^ что ви'Ьсто К08ффйц1еЕта дучеиспускашя для 
ядра нужно подставить коафф. лучейспускан1я для вещества 
оболочки^ что впрочемъ само по себ'Ь очевидно. И такъ для 
того, чтобы въ охлажденти отразились свойства даннаго слоя, 
нужно чтобы онъ имФлъ значительную толщину. Разум'Ьется 
нужно тоже продолжительное время для того^ чтобы онъ 
оказалъ свое вл1ян1е. Ходъ охлажденхя такой^ что одна сторо- 
на тара скорее охлаждается и сокращается^ ч4Ьмъ другая. 

Но для того^ чтобы несимметричность внутренняго строе- 
Н1я сильно отразилась въ ходЪ деформац1И нужно еще^ чтобы 
лервонадьныя температуры въ ц'Ьломъ т'Ьл'Ь^ или покраПней 
м'Ьр'Ь въ большей его части были высок1Я. Д'Ьйствительно. 
Когда деформац1Я достигаетъ болъшихъ размЪровъ? Очевидно 
тогда^ когда внутри шара на одной и той же сферической 
поверхности [им^Ьющей центръ въ центр'Ь шара] температура 
изменяется въ широкихъ пред'Ьлахъ. Но для того^ чтобы въ 
одной и тойже поверхности въ одномъ м'Ьст'Ь была температура 
^ а въ другомъ В^ причемъ В больше Л^ непременно нужно, 
чтобы первоначально въ ц'Ьломъ слое была температура значи- 
тельно больше^ чемъ наибольшее изъ В. Очевидно^ ч^мъ больше 
первоначальная температура^ тФмъ больше шансовъ^ чтобы въ 
последств1И, благодаря различ1ямъ въ условтяхъ охлаждешя, об- 
разовались крупный разности температуры. Сопоставляя прежде 
сказанное видимъ, что крупный деформац1и требуютъ вообще 
высокой первоначальной температуры^ причемъ^ если всегда су- 
ществовала крупная разность между температурой центра и 
внешнихъ слоевъ, то эксцентрическое первоначальное распре- 
делен1е температуры можетъ произвести довольно значительную 
деформащю. 

^) Припои ни хъч что во ве^хъ случаяхъ^ ■м'Ьющихъ практическое вив' 
чвн1е^ въ иыражен1и темаературы самую крупную роль играютъ члеяы^ со- 
держащ{е малые коэффицхснты погасан1Я. Прим, авт. 
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Чтобы судить О бя ведичян'Ь нужно избрать какое нибудь 
произвольное, но возиожное распред*лен1в температуры. Н. п. 
можно сд'Ьлать предположенхе, что въ данный моиентъ времени 
техпература выражается функц1ей: 



■^ + ^ [^ - т 



гд4 п есть функц]я отъ долготы и широты. Эта функцхя им'Ьетъ 

то преимущество, что въ поверхности всюду даетъ одну и ту 
же температуру Л, аритоиъ всюду постепенно падаетъ отъ центра 

гь поверхности и, если только п положительно, всегда даетъ 

конечную температуру для центра. Притомъ центръ ииЪетъ наи- 
большую температуру, что конечно не составляетъ уже преиму- 
щества^ ибо при неравном'Ьрномъ охлажден1и точка, гдЪ темпе- 
ратура доходить до максимума съ течен1емъ времени изм'Ь- 
няетъ свое положен1е, впрочемъ въ большинстл'Ь случаевъ не 
настолько, чтобы это м'Ьшало употреблен1ю сказанной функц1И. 
Прятоиъ сл'Ьдуетъ ввести услов1е, чтобы градгентъ нъ поверх- 
ностныхъ слояхъ былъ заключенъ въ извЪстныхъ пред'Ьлахъ. 
Положимъ н. п. что наибольшМ град1ентъ доходитъ до 357$ 
метровъ^ наименьш1й не превышаетъ 25 иетровъ. Эти пред'Ьлы 
достаточно широки, ибо, хотя на д'Ьл'Ь град1ентъ изм'Ьняется въ бо- 
л'ке широкихъ предгЬлахъ, все таки сл'Ьдуетъ помнить о томъ, что 
величина градгента зависитъ тоже отъ чисто м'Ьстиыхъ услов]й. 

Если рядомъ съ этимъ предположимъ, что температура 
центра равна 4000^0., то разность ^) между паибольшимъ и 
нагаеньшимъ разстоянхемъ вн'Ьшней поверхности отъ центра ока- 
жется въ 1,5 километра; если-же температура центра равна 
10,ООО^С., то тоже самая разность окажется почти въ 10 ки- 
лоиетровъ. Притомъ въ первомъ случа'Ь разности между темпе- 



^) Предаолагается, что кодФ». ляневяаго рпзешярен)!! б.саО^0000126 ва 
игь т Фишера, 



14). важъ у Фишера 



54 М. П. РУДСК1Й. 54 

пературами въ одной и той-же концентрдческой сферяческой 
поверхности доходятъ до 216^0. на глубине около 150 килом. 
во второиъ же случае эти разности доходятъ до 800^ слиш- 
комъ градусовъ С. на глубин'Ь около 250 килом. 

Принимая меньш1о пр&д'Ьлы для градгента^ но желая полу- 
чить тЪ-же самый числа, нужно^ взять большую температуру для 
центра. 

Нельзя придавать атимъ числамъ особеннаго значен1я. 
Они только показываютъ, что внсок1я начальння температуры 
и ВЫС0К1Я температуры центральной области способствуютъ де- 
фориац1ямъ, во вторнхъ, что для образован1я материковъ нуж- 
но, чтобы внутри шара разности между температурами въ одной 
и той-же шаровой концентрической поверхности доходили до 
нАсколькихъ сотъ градусовъ. 

До сихъ поръ мы разбирали услов1я, способствующ1я де- 
формащи^ теперь, насколько возможно^ постараемся обсудить 
въ какой степени он'Ь исполняются. 

На счетъ продолжительности времени ничего не знаемъ, 
есть только догадки. Тоисонъ думаетъ, что съ момента отвер- 
дФн1Я [если вещества внутри земли отверд1^ли] истекло не ме- 
цфе 20, не бол'Ье 400 милл10новъ Л'Ьтъ. Дэна съ начала Па- 
леозойской эпохи до нашего времени счятаетъ сто милл1оновъ 
л'Ьтъ, но до нея им'Ьемъ очень длинную архэйскую эпоху. Г. 
Г. Дарвинъ вычисляетъ, что съ момента отд-^лешм луны отъ 
земли истекло никакъ не мен-Ье 57 милл1оновъ л^Ьтъ^ но этотъ 
промежутокъ времени можетъ быть въ десять и сто разъ больше. 
За то можно составить 006*6 понят1е о годичномъ сокращен! и 
рад1уса земли. Для этого мы должны допустить, что земля есть 
однородное т'кло. Такимъ образомъ результатъ не можетъ пре- 
тендовать на большую точность, но даетъ вполн'Ь понят1е о 
настоящемъ значенш сокращенхя. 

Въ продолжен1е времени: й1 элементъ объема длйуЛг со- 
кращается на: 
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гдЪ {1 обозначаетъ коэффицтенгь кубкческаго разтйрен1я 
— V — температуру 
но внутри ^) гЬла : 

цЪ а^ есть терионетричеспй воэффищентъ теплопроводвоетя: 
(— |. Ся'Ьдоватедьно въ течбН1е вреиени вЛ эленентъ объеиа 

еоБрао]1ается на: 



а объемъ ц^Ьлато т'Ьла на : 



гдЪ интегращя простирается на весь объемъ т'Ьла. 

Изв'Ьстно^ что этотъ интегралъ по всему объему ' ) сво* 
№ся на интегралъ по всей поверхности: 



^Л^1^^- 



д.1 



^'ДЪ п обозначаетъ внешнюю нормаль къ поверхности гЬла. 
— й/ — элементъ поверхности. 



^) Это есть •ундахентальноо ураввев1е тсор1и теплопроводвост!. 
*) Ск« любой учебвикъ теоретлчеежой «иавви^ главу о потевцгад'Ь в. в. 
К1геЫ1овГ УогХбвап^вп ПеЪег МаЪЬешаШсЬе РЬу81к. Ьвхрг!^. 1883, гл. ХУ1 
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Въ случа'Ь шара: 

дУ^дУ ^_ 1 
дп дг д 

гдЪ д обовначаетъ град1ентъ въ поверхностноиъ сло'Ь. Разу- 
и1^ьтся принииаеиъ во внииан1е средн]в градхентъ. Тогда мож- 
но вывести д за знакъ интегращй н разширенге шара опред'Ь- 
лится величиной 

9 

гд* к есть рад1усъ шара. Но, если шаръ разширяется, то его 
рад5усъ увеличивается, Пусть увелич€Н1я рад1уса будетъ: 

Тогда объсиъ шара: 

3 

сделается больше, пенно онъ будегь теперь: 

- ( Д + йВу = — 1- 4 тс Л^ йВ [приблизите^- 

О О 

но^ такъ какъ йВ въ сравнен1И съ В есть очень малая ве- 
личина]. 

И такъ мы нашли разъ, что увеличенхе объема равно : 

- — 4 тс л* 
9 

а другой разъ, что оно равно: 

47с/г2.(/Д 



сл'Ьдоватедьно: 



йВ [ха* 

й1 ^ У 



<• . ' 
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Въ настоящее время град1ентъ въ анш'йскихъ ^) едини- 
цахъ т. е. футахъ и традусахъ Фаренгейта ям'Ьетъ численную 
ветчину: 51, а^ = 400 въ тЪхъже единяцахъ я прн единн- 
ц'Ь времени: годъ, наконецъ : 

|х =: Зе 

гдЪ 8 есть БОдффищентъ линейнаго разширбН1я. 

8 = 0,000007 по Фишеру 
следовательно 

|л » 0,000021 

а потому сокращев1е ^) рад1уса въ течеше года при настоящей 
ср^рей величине град1ента составляетъ 

0,000164 анг. фута 

Соответствующее годичное соБращен1е]поверхности составляетъ: 

л 
82420 вв. анг. ^) фут. т. е. около -— квадратной верстн. 

Еслибн градхентъ въ поверхности былъ известонъ въ функ- 
Ц1И отъ времени, то можнобы вычислить среднее сокра- 
щев1е рад1уса въ продолженхе какого угодно промежутка вре- 
мени. Однако вообще для того, чтобы знать изиененте град1ен- 
та въ поверхности, нужно знать распред^ленхе температуры 
внутри шара въ известный моментъ. Тогда можно тоже вычи- 
слить время, истекшее со сказаннаго момента до настоящаго 
времени. Конечно, въ виду неоднородности земного шара ото 



*) Мы во1Ь8уемеа англ. едвницами^ такъ какъ веФ вежичяаы завметво- 
Ваны В9ъ авгд1Йскихъ иеточвввовъ, чтобы ивб-Ьжать перечвсден1я. Прим, авт* 
') Говорвиъ совращен1е, ибо лриращеН1е отрвцатедьное. Прим, аат, 
') Лагл. футъ равонъ русскому. Прим, ает. 
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вычислен1б все хаки было бы неточное^ но ноглобы дать весь- 
ма важныя указан1я ^). 

Во всякопъ случа'Ь изъ нашего вычнслеп1я видно^ что за 
мнопе годы до я посл'Ь современной эпохи со}сращен1е рад1уса 
земли идетъ весьма и песьма иедленно^ но при иаломъ гра- 
дхент'Ь ежегодное сокращен1е было значительно больше. Поэто- 
му; если предноложнкъ^ что въ истор1Я земли было такое вре- 
мя^ когда температура впЬшнихъ слоевъ была высокая, то ири- 
демъ къ заключен1ю, что въ тоже самое время всЪ процессы, 
зависящ1е отъ сокра11^ен1я земли были значительно интедзив- 
н'Ье ч'Ьиъ въ настоящее время, ибо при высокой температуре 
вн^шнихъ слоевъ сначала градхентъ былъ малый. 

Возвратимся опять къ гипотезе отАелен1я луны. 

Ооъеиъ луны въ 50 разъ меньше объема земли. Ёслибн 
все ве1цество луны распред'Ьлить въ вид'Ь слоя постоянной 
толщины на одномъ полушар1и, то полученный такимъ обра- 
зомъ слой им'Ьлъ бы толщину приблизительно въ 80 килокет- 
ровъ. Значить, пред'Ьльная средняя толщина слоя, оставшагося 
съ одной стороны земли и устранен наго съ другой не может ъ 
быть больше. 

^сколько выше, вычисляя различ1я въ сокращен1и вн'Ьт- 
нихъ слоевъ [тамъ, гдЪ мы пользовались задачей Томсона] мы 
предполагали толщину слоя почти въ дв'Ьнадцать разъ боль- 
шую. Очевидно возможная деформац1я будетъ меньше той, о 
которой говорилось выше. Однако такъ какъ охлажден1е и со- 
кращенхе наибол'Ье ннтепзивны во вн'Ьшнихъ слояхъ, а веще- 



*) Одно уяе 8начен1е ередннго град1бнта въ предмдущгя геологичесв1я 
эаохи иошетъ дать весьма ваяныя'; увазаи1я. Во иадежное оаред'Ьленхе гра- 
д]ента въ яакой нибудь отдаленный отъ наеъ ноиснтъ ьоаиожво только по 
коевеннымъ признакаиъ и. п. по глу.'ин'Ь очаговъ вулканической дЪятель- 
ностя и результаты его весьма соинительвы. Скор11е всего добьемся нФкото- 
рыхъ увазан1Й въ далекомъ будущемъ^ когда посл1{ продолжительвыхъ ваб- 
людеи1й удается опред'Ьлить и8М^неа1е ередяяго град1ента съ течен1емъ вре- 
мени. Прим, авт. 
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ство луна взято не 1гзъ тдубокихъ сферъ ядра^ а преимуще- 
ственно йзъ вн'Ьшняхъ пластовъ^ то дефорпац1Я не будетъ въ 
12 разъ меньше. Напротивъ того, язъ Д1аграимы Томсона ^) 
графическяиъ нетодояъ нахожу, что дефорпацхя будетъ всета- 
кя составлять бол'Ье V8 пр^^до вычисленной дефор»ац1и. 
Значить^ если Е08ффиЕ1ентъ разширен1я во вя'Ьшнихъ слояхъ 
подъ разными широтами и долготами изменяется въ иред'Ь- 
лахъ и. п. Уб <^воей средней величины [средней величи- 
ной бчитаенъ коэфф. Фишера] то разницы въ сокращен1и радзуса 
могутъ доходитъ почти до одной анг. мяли (около 17а вер- 
сты). Разуи'Ьется эти числа не им'Ьютъ никакого особеннаго 
значвн1я т'Ьмъ болФе, что, взявъ въ основан1е друг1я .услов1Я, 
получнмъ друпе результаты. 

Бели СНЯТТ1 съ одного полут<1р1я пластъ, толщиною въ 
ЬО вил.^ то можетъ оказаться, что ]1ри новомъ состояши земли 
теплопроводность вя'Ьшнихъ пластокъ одного 1толушар1я значи- 
тельно различается отъ теплопроводности вн'Ьшнихъ пластовъ 
другого полутар1я. СлЪдуетъ разобрать вопросъ^ какое вл1ян1е 
на ходъ охлажден1я им'Ьетъ пластъ^ толщиною въ 80 кял.^ 
покрывающ1й одно только иолушар1е. 

Мы выше указали на критер1умъ, позволяющ1Й составить 
себе понят1е о его вл1ян1и. Въ уравпен1и II для первыхъ кор- 

ней^ находящихся въ области 7г/27с. . . . уголъ: - будетъ малый, 

п 

ибо п есть число довольно большое вследстахе того^ что рад1усъ 
ядра въ 80 разъ больше толщины слоя. Следовательно первые 
корни уравнен1я: II будутъ близки къ корняиъ уравпешя: I т. е.^ 
другими словами, большяхъ различ1й въ ходе охлажден1я одного 
и другого полушар1я не будетъ, разве только друг1я услов1я 
будутъ благопр1Я7Ствовать различ1ямъ. 

Эти друг1я услов1я, собственно говоря, СВОДЯТСЯ къ высо- 
кой температуре ядра. 



*) СооИп^^ оГ Ше Еаг111 1ое. с!*, стр. 477. 
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Но при внсо1Сихъ теипературахъ вещества ядра даже въ 
настоящее время могутъ находиться въ жядконъ, дая^е, если 
тенпер&тура превышаетъ критическую температуру ^), въ газо- 
вонъ состояли. Притомъ, благодаря огромному давяен1ю^ пяот- 
ность газа можетъ въ тоже самое время бнть равна пютностм 
металховъ. Но въ жидкомъ или газовомъ ядр'Ь передача тепло- 
тн можетъ тоже совершаться путемъ конвективннхъ ') токовъ. 

Въ жидкомъ ядрФ областння значительный различ1я въ 
ход'Ь охлажден1я не могутъ долго удержаться. Еонвектявные 
токи стремятся изгладить эти различ]я. Ёсли-же причина раз- 
ЛИЧ1Й постоянно д^Ьйствуетъ, то образуется постоянная система 
токовъ. Разум'Ёется токи всл'Ьдствте большой вязкости вещества 
обладаютъ весьма малыми скоростями. 

Возьмемъ и. п. во внииан1е вл1ян1е плохо проводящаго 
слоя въ н^Ькоторой области земной корн. М'Ьстность подъ этимъ 
слоемъ будетъ составлять центръ некоторой системы компен- 
сативинхъ токовъ^ уносящихъ излишекъ теплоты^ поэтому по- 
стоянный излишекъ температуры будетъ меньше^ чЪмъ при по- 
добныхъ услов1яхъ внутри твердаго гЬла. Изъ этого въ свою 
очередь слЪдуетъ, что деформацхи, обусловленныя различной 
теплопроводностью веществъ коры будутъ значительно умень- 
люны. Бонвенктивнне токи стремятся изгладить вл1яп1е перво- 
начальнаго эксцентрнческаго расаред1^лен1я теплоты. 



') Гудьдбергъ вычвеляетъ критическую теиаературу 



ртути иъ 


1000»С. 


жед'Ьза — 


5200»С. 


мЪди — 


3900'С. 


платины — 


8000»С. 


волота — 


4300'С. 



сн. СаИЪег^. ^^еивеЬг. Шг РЬув. СЬет1е I томъ стр. 231. 1887 г. Сл-Ьдуеть 
однако зан'Ътятц что оенованхя вычл«;лвН1я довольно шатки. 

>) Фишсръ склоняется въ пользу гипотезы о кидкоиъ ядрЪ. Онъ по 
дозр-Ьваеть некоторую связь между конвективными токами и вековыми нз- 
м^неиями екдоноиШ) наклон дн1й и т. д. магнитной етрЪлкя. Црил^ авт. 
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Отд'Ьден1е дуны нав'Ьрно совершилось еще въ то вреня, 
когда земля бнла почти цЪликохъ въ жидкоиъ состоян]и. Всл^Ьд- 
ствте дтого кроиЪ Бонвективныхъ токовъ должны были проявиться 
токя^ вызванные стреилен1е1[ъ принять фигуры равнов'Ьсхя, стреи- 
лен1еиъ, проникающииъ р'Ьшятельно всЬ пласты. 

Бея дефориац1я, обусловленная приноровленхенъ къ уело- 
В1янъ равнов^кС1я должна была совершиться въ сравнитель- 
но короткое время. Разъ земля проблизительно приняла новую 
форму равнов'ЬС1я и новая ось вращен]я установилась, дефор- 
нащю елФдуетъ считать почти оконченной. Для сл'Ьдующаго 
зат^^иъ времени остаются только деформащи всл'Ьдств1е изм'Ь- 
нев1я сжат1я^ деформащи всл%дств1е неодйнаковаго сокращен1я 
т'Ьхъ частей коры^ который различаются въ способности изм'Ь- 
нять свой объемъ вслЪдствге изм%нен1я температуры^ наконецъ 
весьма незначительный деформацхи, происходящ1Я отъ различ1й 
въ теплопроводности веществъ коры. 



ЗАКЛЮЧЕН1Е. 



Итакъ оказалось^ что даже посд'Ь катастрофы обладаю- 
щая несиииетричныиъ строенгеиъ земля должна при охлажде- 
Й1Я подвергаться весьма зпачительнымъ деформацгямъ, если 
температуры ея ядра были и есть высоб1Я. Но^ чЪмъ выше тем- 
пература^ тФиъ бол'Ье в'Ьроятно^ что ядро находится въ жид- 
комъ С0СТ0ЯН1И, что же кнсается самато момента катастрофы, 
то гипотеза отд'Ьлен1л луны требуетъ, чтобы земля крои'Ь тон- 
кой коры, да пожалуй небольшого центральнаго твердаго ядра 
находилась въ полужидвомъ состоян1и. 

Тогда въ свою очередь в-Ьроятность крупныхъ несимме- 
тричныхъ деформацШ, сопровождающихъ охлажден1е значительно 
уменьшается, ибо въ полужидкой масс^к земли новое приноров- 
лен1е къ услов1ямъ равнов'Ьс1Я должно было въ высокой сте- 
пени уменьшить несимметричность внутренняго строен1я, создан- 
ную катастрофой. 

Если новое приноровлен1е къ фигур'Ь равнов'Ьс1я не унич- 
тожило совсЬмъ неровностей рельефа, созданвыхъ катастро- 
фой, то лишь благодара тому, что вязкость веществъ во 
вн'Ьшнихъ слояхъ была очень большая, что в'Ьроятно до ката- 
строфы уже существовала твердая кора, которую, правда, ката- 
строфа разбила на куски, но не уничтожила совершенно. Можно 
сказать, что сл'Ьды катастрофы, какъ бы застыли на поверх- 
ности земли. 
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Во веяБОмъ случае слФды значительно уменьшились. Мы 
ВНЧ1СЛИЛИ, что, взявъ вещество для составлен1я луны лишь оъ 
одного полушар1я, ин бы получили углублен1в^ занимающее 
поверхность всего полушар1я со средней глубиной въ 80 килом.^ 
мехду ткшъ средняя глубина Океановъ не превышаетъ ЗУа кя~ 
лоиетровъ. 

Итакъ^ если температура ядра невысокая, то ео грзо не- 
сяниетричныя деформац1и незначительны, если же температура 
ядра высокая, то несимметричный деформац1и опять незначи- 
тельны, ибо посл'Ь катастрофы произошло приноровленхе къ 
7Сдов1ямъ равновФс1Я въ высокой степени уменьшившее несим- 
метричность. По всей в'Ьроятности несимметричность осталась 
только во вн'Ьшней корЪ и во вв'Ьшнемъ рельефе, гд'Ь застыли 
бл^ды катастрофы. 

Поэтому материки и Океаническхе бассейны современной 
9П0ХИ въ общемъ в'Ьроятно мало различаются отъ матерйковъ и 
Океанйческихъ бассейновъ того времени^ когда завершилась 
деформац1я^ обусловленная приноровленхемъ къ условгямъ рав- 
новЪс1я посл'Ь катастрофы. 

СоъсЬшъ не то съ равном'Ьрнымъ рад1альнымъ сокращенгемъ 
рад1уса земли всл'Ьдств]е общаго охлаждев1я. Бели температу- 
ра ядра есть высокая^ если со времени^ катастрофы прошло не 
ею милл10новъ лФтъ а 'гораздо больше, то сокращен1е рад1уса 
лвдяется причиной вполн'Ь достаточной для того, чтобы объяс- 
нить образоваБ1е всЬхъ горныхъ;кряхей теперь суш.ествующихъ 
и исчезнувшихъ съ лика земли. 

Оба услов1я: продолжительность промежутка времени и 
высокая темп, ядра т'Ьсно соединены между собою. 

Коль скоро роложимъ, что темп, ядра высокая и что вмФ- 
сЛ съ т'Ьмъ и въ моиентъ катастрофы она значительно пре- 
вышала температуру вн'Ьшнихъ слоевъ, то, выражая услов1е, 
что теоретическ1й град1ентъ во вн'Ьшнихъ слояхъ долженъ быть 
равенъ наблюдаемому, найдемъ всегда для времени, истекшаго 
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съ момента ватастрофн промежутокъ гораздо больш1й ч'Ьмъ тотъ ^) 
который бнлъ найденъ Томсононъ. БмЬст'Ь съ т'Ьмъ слой безъ 
деформац1и окажется на несравненно большей глубин'Ь^ ч'Ьмъ 
иолагаютъ Фишеръ и Маллярдъ Ридъ. 

Распре д'Ьленхе горнцхъ кряжей несимметрично^ ибо не- 
смотря на приблизительную симметричность ядра^ кора благодаря 
катастроф-Ь обдадаетъ ненравильнымъ несимметричнымъ строе- 
Н1емъ. Притомъ въ ворЪ есть слабыя мЪста. Это между про- 
чимъ т'ЬмЪста^ гд'Ь всл'&дствте накоплен1я прибрежныхъ осадковъ 
геоиаотермы возвышаются и породы размягчаются ^). Въ такихъ 
м'Ьстахъ эффектъ рад1альнаго сокращен1я вакъ-бы сосредоточйг- 
вается. 

Въ своемъ сочинен! и: АлИИг дег Бг(]е Зюссъ несколько 
разъ указываетъ на то^ что горные кряжи преимущественно 
состоятъ изъ мощныхъ прибрежныхъ осадковъ. 

Дарвииъ и Фишеръ полагаютъ, что луна образовалась мзъ 
оторвавшейся выпуклости приливной волны въ жидкомъ тЪл'Ь 
земли. Поэтому Фишеръ полагаетъ^ что Тйх1й Океанъ заии- 
маетъ м'Ьсто ямы^ образовавшейся съ той стороны земли^ от- 
куда отд'Ьлилась луна. Съ другой стороны Пуанкаре показалъ^ 
что при известной скорости вращешя однородная жидкая мас- 
са распадается на дв'Ь части. До распаденхя между двумя ча- 
стями находится соединяющая ихъ шея. Если бы оказалось^ 
что неоднородная масса тоже распадается подобнымъ образомъ^ 
то можно бы положить^ что Тих1й Океанъ находится на сто- 
роне противуположной той, откуда оторвалась луна, а мате- 
рики полушар1я суши суть сл'Ьды разорванной соединяющей шеи. 



^) При вныхъ расаред'Ьден1яхъ тсхаературм втотъ проиежутожъ въ 
1000 рааъ больше. Прим, авт. 

') ИзвИстно что Маллярдъ Рядъ построилъ всю свою теор1ю образо- 
ваи1а горъ на этомъ явлен1и. Но пожолуй лучше отнести обра80ван1е горъ 
на ечетъ первичной^ чимъ вторичной причины^ особевно 110сл1^ того, кшкъ 
окааалосц что возражения, оеыовияныя на близости слоя безъ деФорнац111 
отъ поверхности земли оказались ошибочными. 
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Н'Ьгь В03Н0ЖН06ТИ объяснить образоваше несиииетричваго 
рельефа земли безъ гипотезы о катастроф'^. Безъ катастрофы 
ш бы ни'Ьлн только мелкгя складки, провалы н трещины, вул- 
каны I т. п. Безъ катастрофы между деформащями обоихъ по- 
лушар)! должна существовать полная аналопя. Гипотеза ката- 
строфы вполн'Ь объясняетъ образован1в иатериковъ и Океани- 
ческихъ бассейновъ. Интересно то, что крупныя из«'Ьнен1я релье- 
фа послЪ катастрофы,, за исключен1емъ'' складчатыхъ горныхъ 
кряжей оказываются иало в^Ьроятны. Невольно является вопросъ, 
не претерпела ли земля нЪсколькилъ катастрофъ1 

Но въ настоящее время только одна катастрофа является 
вполне в'ЬроятноВ. Это Дарвинова гипотеза отл'Ьлен1я луны. 
Она не придумана нарочно, а такъ сказать, сама обнаружилась 
изъ ц'Ьлаго ряда изсл'Ьдован1Й Дарвина надъ посл'Ьдствхями 
того факта^ что въ настоящее время луна запаздываетъ въ 
своемъ движен1И, факта зам'Ьченнаго Адамсомъ еще въ 1853 
г. ^). Наконецъ изсл'Ьдован1я Пуанкаре, Ковалевской и Накс- 
велля по твор1И фигзфъ равновЪсхя жидкостей въ высокой 
степени под1,ерживаютъ эту гипотезу. 

Ером1Ь этого возможными являются еще катастрофы спе- 
щальнаго рода^ обусловленныя неполно! симметричностью строе- 
Н1я вн'Ьшнилъ пластовъ земли. Эти вн'Ьшн1е пласты, вн'Ьшн1й 
рельефъ не вполн'Ь удовлетворяютъ услов1яиъ равнов'Ьс1я. Из- 
сл1дован1я надъ качан1яии маятника и отклонен1емъ отв'Ьса 
показали, что возвышенности рельефа компенсируются мень- 
шей плотностью коры въ тойже самой области. Это было 
указано уже изв'Ьстнымъ астрономомъ Эри ^), потомъ Прат- 
томъ и Фэемъ '). 



О Ср. ТЬотзоп е! Та11; ТгеаМзе оп Ка1;. РЬИ. II чаеть II изданхе 

1883. 

^) Ср. Оп уапаНопв оГ ^гауНу ...» О. ПвЪег. РЬИ. Ма^аг. 1886 г. 22 
тоиъ стр. 1* 

*) Т1веегапй ТгаКё йе тееап, се1о81;е, II тохъ стр. 353» 
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е. А. Слудск1й *) шъ разбора наблюден1й надъ качан1я- 
ми маятника приходить къ за1;люче111Ю^ что вообще матсрикамъ 
и возвышенностямъ соотв^тствуютъ недостатки иотности, а 
Океанамъ ел избытки. 

Однако въ виду весьма неправильнаго строе Н1я земноВ 
корн трудно предиолагать, чтобы ея приноровлвн1в къ усло- 
В1Н11Ъ равнов'ЁС1я было всегда й всюду совершенное^ а потоиу 
можетъ случиться сл'Ьдующее: вслЪдств1е неравном'Ьрнаго со- 
кращен1я или другой причины ножетъ произойти некото- 
рое небольшое изм'Ьненге фигуры коры; зат^иъ изн'Ьняется 
я фигура жидкаго ядра (нужно въ атомъ случае допустить, 
что ядро есть жидкое). Эта новая фигура можетъ быть фигу- 
рой ра1)новЪс1я или н'Ьтъ. Если она есть фигура равнов'Ьсхя, 
то все обстоитъ благополучно, но если новая фигура ядра, 
обусловленная изм'Ьнешемъ фигуры твердой корн, не есть фи- 
гура равнов'Ьс1Я5 то отступлен1е отъ фигуры равнов'Ьс1я должно 
вообще увеличиваться. Но такой случай можетъ довести до 
новой катастрофы. Подъ напоромъ давлен1я жидкости ядра вора 
можетъ треснуть. Не исключена тоже возможпость отдЪлен]я не- 
которой части ядра отъ главной массы. 

Въ настоящей работе мы ничего не говорили о тЪхъ де- 
формац1яхъ, которыя могутъ происходить всл'Ьдств{е химиче- 
скихъ и физическихъ процессовъ внутри самыхъ веществъ, йзъ 
коихъ состоитъ земля. Известно, что мнопя дислокац1и въ со- 
леносннхъ пластахъ обусловленн разширенхемъ ангигрида при 
переход* въ гипсъ, — многхя друг1я химичесшя изм4нен1я со- 
провождаются разширен1емъ или сокращен1емъ. Поэтому химй- 



*) Матем. Сборн. томъ ХУ1 1892 г. Строеи1в венной коры. . .. стр. 233. 
Выше быю указано, что явлен1в компенощи не должно быть Отнссоно на 
счетъ неравном'Ьрноетей въ охлажден1и, какъ дуиаетъ Фай, оно скор'Ье 
является результатомъ нриноровлен1я къ услов1я11Ъ равнов'&е1я. Явлен1е ком- 
пвнсац1и аоказываетъ, что натяяевгя внутри 'вемнаго шара да лею не тавъ 
громадны, какъ вычисляетъ Дарвинъ въ работе. Оа (Ьо 8(ге89е& с1ае 1о 1Ъе 
\Ув]^Ь( оГ соп11пеп1;8. РЫ1. Тгапз. 1882 г. Прим авт. 
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чес^1е я физЕчес1С1е процессы мотутъ дать поводъ къ образо- 
вана во;)вытбн костей^ складокъ и т. п. Но эготъ вопросъ раз- 
бирался уже не разъ. Поэтому не будеиъ ииъ заниматься. Сва- 
жемъ только^ что безъ доаущен1я хоть одной катастрофы и хи- 
иическте ароцоссы не могутъ довести до несимметричнаго релье- 
фа. Ибо при пполн^^ симнетричкомъ первоначальномъ строеп1и 
земли только одни климатичесв'ю факторы моглибы вызвать раз- 
ЛИЧ1Я въ ход'Ь процессовъ. По и эти факторы ири вполне сим- 
метричномъ строен1и подвержены изм'Ьнен1Ямъ^ проходящимъ т± 
же самыя фазы въ обояхъ полуш;1р1яхъ. Въ таконъ случа'Ь И 
деформац1И отъ химическихъ и физпческихъ процессовъ долж- 
ны оказывать симмбтр1Ю относительно экватора и не оказывать 
зависимости отъ долготы. 

Н'Ькоторыя изъ зд'Ьсь пом1)ЩСпныхъ разсуждешй могутъ 
въ посл'Ьдств']и оказаться не вполн'Ь в'Ьрныии. Наше знан1е от- 
носительно свойствъ веществъ при температурахъ, доходящйхъ 
до н'Ьсколькихъ тысячъ или десятковъ тысячъ градусовъ, при 
давлен1яхъ въ сотни тысячъ и милл1оны атмосферъ настолько огра- 
ничено^ что при всей осторожности нетрудно попасть въ заблуж- 
леюе. Но заключен]е.) что несимметричность рельефа земли не- 
иинуемо ведетъ къ гипотезе хоть одной катастрофы^ по край- 
ней п'Ьр'Ь въ глазахъ автора настоян^ей работы, совершенно 
правильно. 

М. II. Рудшй. 



Прибавлен1в къ I части. 

Крашй очеркъ истор1и вопроса о вЪковомъ охлаждети. 



Первая строгая теорхя охлажден1я земли принаддежитъ^ 
собственно говоря, Фурье и все^ что было въ посл'Ьдств}и сд'Ь- 
лано свадитсд къ разработки задачъ, излоясенныхъ у Фурье. 
Уже въ знаменитомъ сочинен1и: Ткеогге апЫуЩие д,е 1а ска- 
киг ^) онъ р-Ьшаетъ задачу объ оллажден1и однородеаго шара 
и объ охлажде?1и безконечнаго т'Ьла съ одной сторонн огра- 
ниченнаго бсзконечпой плоскостью^ задачу, приложимую къ 
охлажден1Ю вн'Ьшнегхъ пластовъ очень большого шара. Въ од- 
номъ изъ меиуаровъ., поп'Ьш.енннхъ въ Аппа1е8 Ае СЬ1т1е е! 
с1е РЬу8^^це именно въ XIII тои'Ь онъ дФлаетъ приложенге 
посл'Ьдней задачи къ случаю земли. Въ этомъ иемуарЪ онъ 
доказнваетъ, что въ настоящее время теплота ядра почти не 
оказнваетъ вл1ЯН1я на температуру почвы. Онъ находитъ^ что^ 
еслибъ это В11яи1е совсЬмъ отсутствовало.^ то температ/11а поч- 
вы понизилась бы всего на 7зо Д^^^ градуса Цельз1я. 

Соперникъ Фурье Пуассонъ оставилъ посл'Ь себя сочине- 
Н1е, такъ сказать, параллельное сочинен1Ю Фурье подъ загла- 
В1емъ: ТЬеог1е ша1;Ьета(14ие (1е 1а сЬа1еиг ^). Въ этомъ сочи- 



^) Новое ивданхе. (Оеитгез (1е Д. Роагпег) Раг18 1883. 

') Рапе 1835. Ивв'Ьетно, что гипотева Пуассона о прячинЪ внутренней 
теплоты 8ем1н совершенно оставлена. Она состояла въ томъ, что земля вагр'Ь- 
дась проходя сквозь очень теплую область между аланетнаго простравства. 
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яеши разбирается тоже вопросъ охдаждея1я большого шара и 
доказывается^ что тонк1й поверхностный слой даже очень плохо 
ароводящаго вещества оказываетъ весьма иалое вл1ян1е на об- 
Щ1Й ходъ охлажден1я шара. Изъ этого Пуассонъ внводитъ 
заключен1е, что вл1ян1е физическихъ свойствъ почвы на ходъ 
охлажден1я земли весьма незначительно. Въ поод'Ьднихъ гла- 
вахъ разбирается спещально вопросъ ироникновен1я солнечной 
теплоты въ почву и ходъ температуры почвы въ разный вре- 
мена года Пуасонъ рЪшаетъ тоже задачу объ охлаждеши ша- 
ра, если услов1Я охлажден1я неодинаковы подъ всЪии широтами 
и долготами. Это р'Ьшен1е ипрочемъ не въ той формФ, въ ко- 
торой оно предложено у Пуассона, а въ форм:Ь^ которую ей 
црндалъ Жордаяъ и излагается въ первой части этой работы, 
по ко»ффиц1енты, отъ которыхъ зависитъ скорость охлажде- 
Н1Я были доселЪ неизв'Ьстны. Именно въ первой части зтой 
работы вь III приложвн1и доказывается теорема, помощью ко- 
торой эти коэффицхенты могутъ быть определены. 

Въ сочинен1и Римана ^) сРагЫеИе 01^егеп{;1а1§1е1сЬа1]^еп 
н'Ьсколько странницъ посвящены в'Ьковому охлажден! ю земли, но 
он'Ь въ сущности не содержатъ ничего новаго. Онъ между 
прочимъ зам^чаеть^ что нельзя точно обосновать теор1ю в'Ько- 
вого охлажден]я, пока наблюден]я надъ градгентомъ обяимаютъ 
сравнительно небольш1е промежутки времени. 

Тоисонъ въ работЪ: СооИп^ о^ 1;Ье Еаг1Ь ^) пользуется 
задачей Фурье объ охлажден1И безконечно большого однороднаго 
гЬла, съ одной стороны ограниченнаго безконечной плоскостью. 
Онъ предполагаетъ, что земля есть однородное тФло, что тем- 
пература ея въ моментъ отверд%н1я была всюду постоянна, что 
отверА'Ьн1е совершилось весьма скоро и при температур'Ь въ 
7000^ Фаренгейта. Иотомъ вводится услов1е^ чтобы теоретичсс- 



*} Вгаап8сЬ\^е1§ 1882. 

') Тгеа!;. оо Ка!;. РЫ1. II часть ОагаЪгЫде 1883 г. Тоже Ое Мо1и 
еа1оп8 рег 1еггае согрив 01ан^о^1г. 1846. 
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К1Й град1ентъ бнлъ равенъ наблюдаеиому. Изъ этого услов1я 
выходитъ^ что отъ момента отверд'Ьн1я до настоящаго времени 
должно было истечь около ста милл10новъ л'Ьтъ. 

Книга Бишофа: В1в ^агте1вЬге йев Лппегеп ипзегез 
Р1апе1еп ^) посвящена вопросу распрвд'Ьлеп1я геойзотериовъ 
въ зависимости отъ неровностей рельефа, отъ физическихъ 
свойствъ породъ и т. д. 

Фдй въ своихъ статьяхъ обращаетъ вниманхе на то^ что 
области^ залегающ1я подъ дномъ моря должны быть болЪе ох- 
лаждены, ч'Ьмъ области, залегающ1я подъ сушею. Лаппаранъ ^) 
указнваетъ на то^ что иолярныя области несомн'Ьняо бол'Ьв 
охлаждены^ ч-Ьмъ 8Кватор1альння. 

Друпя работы^ какъ ДрыгальсБаго, Фишера и др. суть 
только спец1альныя приложешя изслФдован1й вынгеуказанныхъ 
авторовъ. О работе Дрыгальскаго я им'Ьлъ случай говорить 
въ первой части этой работы (стр. 22), о работахъ Фишера 
въ Н'Ьсколькихъ и'Ьстахъ второй части. Гэмпель ^) только до- 
казываетъ, что формухоТомсона точно выражаютъ температуры 
при взятыхъ во вниман1бу1%Н1|(1^^ 

Опыты Бишофа ^) надъ базал^вымй шарами были про- 
изведены въ услов1яхъ, сходныхъ съ у^^^в^я^'^ Томсона, по- 
этому не удивнгельно, что они не противор1*^*тъ его выводамъ. 



>*. 




■> 



О Ье1р21§г. 1837. 

') Статьи Фэя и ^[апаарана въ Сотр1ез Кепйиз и Неуие 8е1епЬ^^^** 
8а 1886 годъ. 1 

») ПеЬег (1еп ^^агтегивгапё Лег Егйе АгсЬ. МаИк и РЬув. 65 т\\"'^ 
стр. 337. ^ 

*) О. ВхвсЪоГ. Оеаеи (1ег Тетрега1иг2ипоЬте ппсЪ дет Ег(11ппегеТ|^ 
Апп. РЬув. ц. СЬеш. 35 Вапй. стр. 209. 



о предУап ат10с|еры. 

М. II. Рудскаго. 

(Зиг 1е8 ИшИев де Га{то8рЬ^ге). 

М. Р. Кш1$к9. 



Чаще всего въ книгахъ^ иосвященннхъ теоретической не- 
теородоли встрФчаемъ 11н1)Н1е, что атмосфера им'Ьегь всрхнИ 
пред'клъ, хотя рядок ь съ этимъ ин'Ья1емъ встр'Ьчаемъ и другое^ 
ияенно, что атмосфера не ии'Ьетъ верхняго пред'Ьла. Полохи- 
тельныхъ фавтическихъ даняыхъ^ говорящихъ въ пользу того 
иди другого ияЪн1д н:Ьтъ. 

Изъ набл1)ден1Й надъ сЬверныиъ С1ян1е11ъ Л18 завлючаетъ^ 
что высота ятиосферн не меньше 400 кнлометровъ. Ск1апа- 
релли заи'Ьчаетъ^ что метеориты начинаютъ блест'Ьть на вы- 
сотахъ больше 200 кмлоиетровъ. Это указываетъ на прйсутствхе 
воздуха. Метеоритъ накаливается отъ трен]я о воздухъ я на- 
чянаетъ издавать св'Ьтъ. 

Съ другой стороны въ движен1яхъ небесныхъ гЬлъ до 
сихъ поръ неудалось подм'Ьтить вл1ян1я сопротявлен1я среды. 
Сд'Ьдуетъ однако зам'Ьтить, что это не составляетъ доказатель- 
ства, такъ какъ въ очень разр'Ьхенной сред'Ь зам'Ьтння изм'Ь- 
нен1я въ двихен1яхъ небесныхъ гЬлъ быть можетъ требуютъ 
гораздо большаго времени^ ч-Ьмъ то время, за которое ии'Ьются 
точныл астронои]б[ческ1Я наблюден1я. 

А. Риттеръ ^) пытался оаред'Ьлитъ высоту атмосферы на 
Основами сл'Ьдующаго аринцила. Работа нужная для того, что- 



ГгоЫете. Наппотег 1879 г. 
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бн перевести единицу массы воздуха отъ предала атмосферы 
до поверхности земли эквивалентна тону количеству теплоты^ 
которое заключается въ такой-же самой массЬ воздуха, находя- 
щейся у поверхности земли. Онъ находитъ^ что атмосфера совер- 
шеннаго газа, находящагося въ ад1абатномъ состоян1И должна 
им'Ьть высоту 2772 километровъ. Но, изм'Ьняя услов1я, [имен- 
но устраняя гипотезу^ что газъ есть совершенный] онъ полу- 
чаетъ для земной атмосферы высоту слишкомъ въ десять разъ 
большую. 

Но, кажется мн'Ь, принципъ Риттера не выдерживаетъ 
критики. Онъ справедливъ только для атмосферы, находящейся 
въ ад1абатномъ состоянш. Бели н. п. подымать единицу мас- 
сы газа все выше и выше, съ услов1емъ^ чтобы она находи- 
лась въ ад1абатномъ состоянш, то ея температура на данной 
высоте вообще окажется неравной температуре окружающаго 
воздуха. Наша атмосфера не находится въ ад1абатномъ состоя- 
Н1И, она получаетъ солнечную теплоту и теряетъ ее всл'Ьдствхе 
лучеиспускания ^). Весьма легко представить себ^Ь въ высобихъ 
слояхъ атмосферы такое равнов'Ьсхе между утратой теплоты и 
нагрЪван1емъ отъ солнечныхъ лучей^ что повышен1е темпера- 
туры въ различныхъ уровняхъ совсЬмъ незначительно. 

Изъ уравнешя ^) равнов'Ьс1я атмосферы нельзя вывести 
никакихъ заключен1Й относительно ея предЪловъ точно такъ, 
какъ изъ выражен1я потенц1ала притяжен1я внутри т:Ьла нель- 
зя вывести заключешй относительно разстоян1я его поверхности 
отъ центра. 



^} См. АЪЪе. А1тозр11епе^11&(11аиоп оГ Нса1. Ашег. Доит. оГ 8е1епев 
1892 г. Май. По Траберту килограмнъ воздуха теряетъ ежечасно путемъ 
лучеиспускан1я 0,032 — 0,036 калорШ. 

^) Уравнев]с раввивЪе1я гава со ввинан1емъ на собственную аттражц!ю 
его частицъ ва11дено Громевою: Н'Ькоторые случаи равнов'Ьсгя совершевнаго 
газа. Казань 1886 г. 6. Тоисононъ. Е^и^1^Ъ^^ат оГ а ^аз ип^ег 1з1 омгп 
ОгауЦаНоп. РЫ1. Ма^. 5 вег. 23 томъ стр. 287 в Риттероасъ. ЛУ1е<1. Апп. 
1882 г. 
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Такъ н. п. Маскаръ ^) допускаетъ, что атмосфера ии^етъ 
пред'Ълъ^ а потонъ старается определить форму функц1И^ удов- 
летворяющей дифференц1альноиу уравнен1ю равнов'Ьс1я атмосфе- 
рн. Громека'/) д'Ьлаетъ предположеЕ11е^ что температура по- 
стоянна во всемъ иеждупданетномъ пространств'^. Ыо такое 
предположепе очевидно равносильно предположен! ю, что газъ 
заполяетъ ^) все пространство. Поэтому неудивительно^ что 
Гронева прншелъ въ заключешю, что количество газа должно 
быть безконечно велико^ иначе даже въ поверхности земли 
его плотность будетъ безконечно малая. Очевидно подобный ре- 
зультатъ показываегь^ что атмосфера неим'Ьбтъ пред'Ьла. 

Температура воздуха на высогЬ н'Ьсколькихъ сотъ кило- 
метровъ надъ поверхностью земли нейзв'Ьстна, но во всякомъ 
случа'Ь весьма низка ^). Съ другой стороны Ольшевск1Й ^) 
утверждаетъ, что при — 220^С. даже при давлеши въ 4 им. 
воздухъ остается жидкимъ и прозрачнымъ. Следовательно^ на 
далекомъ разстоян1И отъ поверхности немли неискл ючена воз- 
можность присутств1я жидкаго воздуха или жидкаго кислорода 
и азота, какъ полагаетъ Риттеръ ^). Но еслибы даже жидк1й 
воздухъ составлялъ некоторую плёнку вокругъ земной атмос- 



*) ^ои^п. <1е РЬуахдае 1892 г. Иайекая книжка. 

•) .Ьос. е\Х, 

') Это яветвувтъ азъ уравнен1я: 

рг = кТ 

гд11 р давлев1е газа 
V объемъ > 

Т абсол. температура газа. 
О Фрэдихъ (РгоЬИеЬ Еерег!;. Гйг Ме^еог. У1 томъ) опытвыиъ пу« 
теиъ нашедъ— 127'С. и — 131®С, 

'3 НапдЪисЬ дег Апог^ап1веЪеп СЬет1е Ваттег. 81иидаг1. 1892 г. 
•) Ап^гепЛипдеп е1с. . . . стр. 9. 

Изв'Ъетно^ что на основан1и наблюдетй воздухоплавателя Глешера 
Менд^л'Ъевъ пытался опред'Ьлить отвошеы1о между иян'Ьнон1вмъ температуры 
и давлси1емъ по мър'Ь аовышен1я. Ояъ допускаетъ н'Ькоторую неопред'Ьлен- 
ность относительно гранит^ъ атмосферы. Ср. Воейковъ Климаты земного шпрл. 
С.-Пет. 1884 г. стр. 269. 
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феры, то, приходящ1й снизу га^ъ^ иозетъ легко разорвать по- 
добную плёнку и уйти далеко за ея пред^Ьлы. Я говорю о под- 
ходащеиъ снизу газ'Ь, ибо н'Ьтъ сомнФн1Я^ что даже на сапыхъ 

боЛЬШИХЪ ВЫСОТаХЪ ПрОИСХОДЯТЪ Н'ЬкОТОрЫЯ ДВЙХ6Н1Я. 

Изъ кинетической теор1и газовъ можно внвести посл^д- 
СТВ1Я, бросающ1я некоторый св'Ьтъ на занииающ1й насъ воаросъ. 
Согласно этой теор1и въ данномъ объем'Ь газа при какой угод- 
но теипературЪ ии'Ьются частицы, обладающзя различными по- 
ступательными скоростями^ начиная отъ весьма небодьшихъ до 
самыхъ огромныхъ [у совершеннаго газа отъ О до оо]. 

При высокой температуре процентъ частицъ^ обладающихъ 
большой поступательной скоростью больше, при низкой меньше^ 
но всегда есть некоторый процентъ частицъ, обладаюш.ихъ 
очень большой поступательной скоростью. 

Съ другой стороны извйстно^ что, еслибъ не трвИ1е, то 
т'Ьло^ обладающее у поверхности земли первоначальной скоростью 

въ направлен1И рад1уса, большей, ч'Ьмъ ]/ 2да [гд'Ь д есть уско- 
рен1е силою тяжести, а рад1усъ земли] можетъ удалиться отъ 
земли на безконечное разстоян1е. — Поэтому, если въ изв^ст- 
номъ объем'Ь воздуха есть частицы, обладающ1Я поступательной 
скоростью по направлен1Ю рад1уса, превышающей какихъ ни- 
будь 11200 кетровъ въ секунду, то непрем'Ьнно мног1я изъ нихъ, 
уйдутъ на безконечное разстоян1е отъ земли. 

Въ бол'Ье высокихъ сферахъ атмосферы нужна даже мень- 
шая поступательная скорость для того, чтобы частица навсегда 
удалилась отъ земли. 

Къ тому слЪдуетъ прибавить, что центробежная сила спо- 
собствуетъ удален1ю частицъ отъ земли ^) и что па известномъ 
разстоян1и оне попадаютъ въ область, гд*Ь притяженге другихъ 
тФлъ солнечной системы преобладаетъ надъ притяжешемъ земли. 



') Лаплпеъ полягилъ. что : тхосфора зснли окончиваетеа только тпмъ^ 
гд'Ь центроб-Ьячная сила урав110в1)П1ивпетъ притяжен1е. Объ этоиъ будетъ 
рфчь дальше. Прим, авш. 



ч" 
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Такихъ образомъ яежд}' нашей атмосферой и иеждупла- 
яетнн1ъ дространствомъ долгеаъ пронсходвть иостоянный об- 
■'Ьнъ частяцъ ^): 

Мехдуаданетное пространство все выполнено крайне раа- 
р'кхенннкъ воздухонъ. Т'Ьла солнечной системы суть только 
центры 8агущен1я атмосферы. 

Но разъ лронсходитъ обм'Ьнъ газовъ между нашей атмос- 
ферой и междупланетнымъ пространство мъ^ то этотъ обм'Ьнъ 
южетъ въ годичномъ балаясЬ давать потерю илд прибыль. 
Другими словами состоян1е нашей атмосферы по всей в'Ьроят- 
вости не есть стац1опарное. ДавлбН1е, плотность у поверкности 
земли, даже составъ атмосферы подвержены в'Ь!совымъ пзм'Ьие- 
Н1яиъ. Быть можетъ, что атмосфера потому отсутствуетъ на 
лун'Ь^ что она уже лишилась своего воздуха главнымъ обра- 
зомъ въ пользу земл1!г^ какъ ближайтааго^ да притомъ сравпи- 
тельно съ луной, гораздо большаго Т'Ьла. 

Коль скоро н'Ътъ вн'Ьшней свободной поверхности^ то н'Ьтъ 
УСЛ0В1Я, чтобы ЛИН1И токовъ лежали въ дтой свободной поверх- 
лоети. Такимъ образомъ делаются возможными мног1е виды 
двнжен1Й, которые не согласуются съ вышеупомянутымъ уело- 

В1вМЪ. 



*) Этотъ обм'Ьаъ весьма медленный. 1]р;центъ чаетицъ, епособныхъ 
Т'ет^ть на безюиечвое раз тояв1е выражается стомидл1овны ли долями. Такъ 
в. а. въ виелород'Ь прв 0° и 760 тт. двлевтя чстпцг^ обладяющнхъ ско- 
ростью п) ваправлец1ю рад1уса земли [да првтомъ отъ -емли варужу] боль- 
ше!^ ч1Ьмъ 804 метра въ секунду всего 219 на 10000 ^ [нсмвогимъ больше, 
■акъ одва ва 500]. Между т'Ьнъ улетьть могутъ то гько т1«^ у которыхъ, на- 
правлеявая наружу рад1яльняя скорость больше^ ч-^мъ 11200 иетровъ въ се- 
вувду. Я потоку не привожу точныхъ чиселъ, увазывающихъ иитересую- 
Щ1Й насъ процевтъ чпствцъ, что таблвцы Крахпоьа интегралы^ встр-вчаю 
щвгоея ври вычислен!» этого процевта даже не содсржатъ соогв'Ьтствев- 
выхъ а гуневтовъ. Этотъ процевтъ вычисли ..тса изъ Формулы. 

ОС ы» 



2У 

Ц"^ « прв 0*0 н 760 хиллвметрахъ давления равио 397. 



•^11,200 
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Беля воздушный Океанъ состоитъ изъ опред'Ьленнаго бо- 
нечнаго количества газа^ то само собою очеведно, что онъ дод- 
женъ двигаться виЪст'Ь съ землею такъ, кавъ движутся водяные 
Океаны т. е.^ упустивъ изъ виду раяныя течен1Я, какъ часть 
тверд аго гЬла. 

Не то въ случаЪ^ когда атиосфера безпред'Ьльная. Воз- 
духЪу ч'Ьмъ дальше отъ поверхности зеили, тФмъ больше от- 
стаетъ отъ ея движен1я. 

Разсиотримъ сначала враш.ательное движен1е земли и воз- 
духа. Тогда вопросъ сводится къ задаче о вращательноиъ 
движен1и шара въ безкопечвой жидкости. 

Притомъ можно сд'Ьлать сл1^дующ1я предаоложенхя: 

1) Что движение стащонарно. Это неточно, но близко къ 
истин'Ь^ такъ какъ в'Ьковыя изм'Ьнеяхя состоян1я атмосферы весь- 
ма медленны. 

2) Что существуетъ только вращательное движенхе. 

3) Что у самой поверхности шара воздухъ вполн'Ь увле- 
кается его Авижен1емъ. Хотя бы К08ффиц1ентъ трен1я воздуха о 
поверхность земли былъ самый незначительный, то послЪ продол- 
жительнаго вращен1я слой воздуха непосредственно прикасаю- 
Щ1ЙСЯ КЪ поверхности шара, долженъ пр1обрЪсть ея скорость. 

Уравнен1я движентя въ сферическихъ координатахъ суть 
сл'Ьдующ1я: ^) 

^) ср. ^У^Ы1еЬеа(1. 8есопо1 аррг. 1о У18Соав ДаЫ тоНоп ^ааг1;. Доагп. 
XXIII. 1889 г. стр. 145. Эти уравнен1я в'Ьрны, хотя вообще работа Уайтгэ- 
Д1 дов'льцо слаба. Первая част, въ тохъ-яе самомъ томЪ ^аа^(;. 1оигп. 
содерпять р'Ьшен1в ивтересующей нвеъ вадачи для нескимаеной жидкости. 
Однако рЪшен^е ыев^рво. Воаервыхъ УаЙтгэдъ говоритъ, что р'Ьшен1е в'Ьр- 
но только въ таггомъ случа'Ь, в.гди пренеб^егаекъ ввадратаки скоростей. 
Между т'Ьмъ когда и= 9=:о^ это есть строгое рЪшвн1е. Во вторыхъ онъ 
приходнтъ въ результату (1ос. е!^. стр. 91), что при уелов1и, чтобы въ по- 
верхности шара жидкость прилипала въ шару^ скорости и т V не мсгутъ 
быть равны нулю. Это т>)же ложно. Уайггэдъ ссылается на Стокеса 
[МаШеш. ап(1 РЬув. рарегэ СатЬг. 1880 Уо1. I стр. 103] но Стокесъ 
им'Ьлъ въ виду другой видъ движения. Вирное рПшен^е находится у Д. 
Эдуардса; В. Е(1^уагс1е8 ЗЬеайу гаоиоп оГ а тхвсоиэ йи1(1 1п \уЫс11. . . . ^иаг(, 
^ои^п. 1892 года стр. 75. 
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^^ дг р\г до г гзт Ь дф/ 

Ъ^дг 



IV 



01 г дЬ р \гпт дф дг г) 

^ Зргае 

т гзгпЬдф р \(?г г г дЬ/ 

Зр гзгпЬ'дф ' 

|+4 + '.'',-4-"'--„Д+(.8 = 0.... V 
д^ дг гдЬ гзгпЬ дф 

;ч ди , 2и , 1 дV , . (, V . 1 ()?/? ,.. 

ог г г (70 Г г^гпв дф 

л^ 1 йг« , го со?^' 9 1 дг^ 

г дЬ г гзгпЬ'дф 

^ 1 ди ду) го ,, ^^^ 

2т1=— — — — — — ~ >У11 

гзгпЬоф дг г 

л^ дь ^V 1ди 

дг г г дЬ 

Зд^сь г обозпачаетъ растояше отъ центра шара. 

Ь угловое разстолн1е отъ сЬверной 

(положительной) части полярной оси. 
ф географи чесну ю долготу. 

гг = — скорость по направлеши рад1уса. 
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У = Г . — увеличивающагося угла й 

го = гзгпЬ .^ угла ф 

(II 

:^ У], С суть слагающ1я вихревого движвН1Я вокругъ 
осей ааралдельныхъ треиъ главныиъ на- 
правлен1Я11Ъ. 
р обозвачаетъ плотность жидкости. 

(А коэффиц1внтъ ^) внутренняго трен1я. 

гд'Ь р обозначаетъ давлен1е 

V иотенщалъ вн'Ьишиз^ъ силъ (въ 

данпоиг случа'Ь пржтяжен1я). 

Р1зъ саиаго характера ра'^сиатриваеиаго движен1я сл'Ьдуетъ, 
что вс11 ВХ0ДЯЩ1Я сюда функцш независятъ отъ угла ф, 

В|11*>сгЬ съ гЬмъ вводимъ вышеуказаяпыя предаод ожбН1я^ 
что движен1б стац10нарпо и что: 

Тогда уравяеи1е непрерывности оказывается удовлетворено 
тождествеяннмъ образоиъ. Мотомъ: (ур. VI) 

й = О 

т. е. н'Ьтъ разширенхя вдоль струекъ, что само собою очевидно, 
Т1^&.ъ какъ жидкость течетъ по кругамъ^ ии'Ьющииъ центръ на 
полярной оси. Дальше: 



') Ур&внсв1Я, которыми аольяуемся суть общеприннтын уравнения 
Стоке п. Он'Ь до н'ЬкотороЙ степени только приб1И8ительны}|. Ср. Н1скд. Не- 
сеп! рго^гевь хп иу(1го(1упат1е8. Керог!. ВтМ, Лье. Гог. 1881 г. стр. 80. 
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С = 



25 = 


1дго , 
г дЬ^ 


со1дЬ 
г 


2г, = 


дго 
дг 


го 
г 


2Ъ1)Г1 


дР 
дг 




2гг^ 


__1дР 
гдЬ 





VII Ыз 



/ 



IV Ыз 



дт т т дЬ 

Посл'Ьднее уравнбН1б, послЪ подставлен1я значвН1Й для ^ 
и г^ изъ уравнешй: УП Ыз прингааетъ видъ : 



1 д' 



г дт^ 



(гог) + 1, - Г-1- ^ (к; згпЬ)] = О 



Это посл'Ьдвбб уравнен1б приводится сейчасъ въ уравнен1ю 
Лапласа. 

Общ1Й его интегралъ есть сл'Ьдующ1В: 



1=00 



^. 2М.2...П. ,/5^+г 1^-^ -'-^^ 

Зд4сь п = О, 1, 2, . . . . 

А^ и Б„ суть постоянные воэффнщентн. 

Введеиъ теперь условхе: 3., , чтобн скорость жидкости въ 
поверхности шара равнялась скорости точекъ самой поверхности. 
Последняя скорость будетъ: 

со . а . т 6 
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гд'Ь си обозначаетъ угловую скорость вращвн1я земли 
а — средн1й рад1усъ. 

Тогда оказывается, что вс4 поетолнння А^ и В^ должен 
быть равны нулю, кроиЪ А^ ^ В^ и условное уравнеше сво- 
дится къ следующему: 



О) 



а = [Л,а + ^] УШ 



Бели положить, что В^ = О, тогда вся жидкость вра- 
щается съ землею какъ твердое т'Ьло. Если оставить А^ и В^ 
то, хотя жидкость отстаетъ отъ движен1я земли, всетаки въ 
выражен1и скорости жидкости будетъ членъ, увеличивающ1йся 
вм'Ьст'Ь съ разстоянхемъ отъ центра. И въ томъ я другомъ 
случа'Ь скорость жидкости на безконечномъ разстоян1и безконеч- 
но большая. Очевидно, земля, увлекая воздухъ въ своемъ дви- 
жвн1и, не можетъ возбудить безконечныхъ скоростей на безко- 
нечномъ разстоян1и. Следовательно единственное возможное рЪ- 
шен1е есть то, въ которомъ 

Л^ = О 

А потому: 

г^; = — -— .5тв IX 

г' 

Изъ этого решсн1я вытекаютъ некоторый интересный сл^д- 
СТВ1Я. Если возьмемъ то р4шен1в, въ которомъ В,=0, А^>^ 
т. е. если предиоложимъ, что воздухъ вращается съ землею^ 
какъ твердое тело, то относятельно земли атмосфера будетъ въ 
С0СТ0ЯН1И совершеннаго покоя. Тогда очевидно (у р. VIII). 

Изъ уравн, ТП Ыз получаенъ; 



^с^ 



11 
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5 = яйСовЬ 

Ол'Ьдоватедьно : 

2ьз^ =2«)^со«б5тЙ 
Тогда изъ IV Ыа: 

^ = 2«) Vт^=- (шV^5гп20) . 
(?г дт 

^? = 2и) 2г^со5 6 5т в = 4: ( <о V ^ш^б) 
Сд^Ьдоватедьно^ вспомнивъ значенхе Р. 



,аг^^п«Ь = р- У^ ^' 



ПО I/' = ^л^в^аЬ^ следовательно: 



Лр 



7 + 1а)^Ш1б = С 

— + «>* ^^«гл'Й =■ - -гг- V 

(?Г р <?^ ^ 

Такъ какъ V выражаетъ потенщалъ притяжви1Я ^), то мы полу- 
чим известное уравнен1е для равновЪс1Я газа, окружающаго 
шаръ првчвмъ: 

2 

бсть потбнц1алъ мнимой центробежной сялн. 



*) Строго говоря^ подъ 7 сл-Ьдуеть подразум'Ьвать нетолько потен- 
Ц1алъ арвта8ен1я вснлв, но и притяженгя одн^хъ чяетицъ гааа на друг1я. 
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Возыиеиъ теперь нате бол'Ье соотв'Ьтствующее л'Ьйствй- 
тельностн р'Ьшен1е: 

V) = — 8гп О 
г* 

Постуцая совершенно такъ, какъ въ прехпемъ случа'Ь^ 
получи1Ъ уравнен1я: 

XI 

— + — -— 5гпвсо5Й=_-^ 
йе ^ г* рдЬ 

И»ъ которыхъ сейчасъ видно^ что на д^л*!} п'Ьтъ никакого ио- 
тенц1ала центробежной силы. 

Но въ бол'Ье удаленныхъ слояхъ атмосферы слагающтя 
центроб'Ьжной силы несравненно меньше. Въ первоиъ случа'Ь 
он'Ь возрастаютъ по и'Ьр'Ь удален1я отъ земли, зд'Ьсь-хе он'Ь 
уменьшаются. 

Нетрудно убедиться, что величина: ^ постоянно отрица- 

дг 

тольная. Для того^ чтобы она могла изм'Ьнить знакъ^ нужно 

чтобы : 

— -|- — — згп^Ь = О 
дг г* 

Возьиемъ во ввиман1е только притяжен1с земли, тогда 

дУ ^ _ д.а^ 
дг г^ 

но, какъ известно, д = 28^. (о'а (приблизительно), следова- 
тельно последнее уравненге можно |гаансать подъ видомъ. 
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^^ят^а = 289. 

Очевидно^, корень его даже на экватор'Ь непыне, ч'Ьмъ 
а, а потону вя^ шара : -^ постоянно отрицательно. Поверхность 

Лапласа ') не существуетъ, приращвн1е давден1Я таза всюду 
направлено иъ зеилЪ. Оно изн'Ьняетъ направлен1в только тамъ^ 
гдЪ притяжен1е другихъ небесныхъ т'Ьлъ преобладаетъ надъ 
прйтяжен]е11ъ земли. 

Разснатривая вторую язъ фориулъ XI ^) зан'Ьчаемъ, что 
3(1висящая отъ географической широты слагающая центробеж- 
ной силы слаб^отъ по и'Ьр'Ь уда1ен1Я отъ земли. 

Цри помощи формулы IX нетрудно вычислить отставан1е 
шдуха протпвъ движен1я земли. Такъ н. п. надъ экваторомъ 
на высот^^ бУг килом, воздухъ отстаетъ приблизительно на 
одинъ метръ въ секунду. 

До сихъ поръ мы брали во внииан1е только вращатель- 
ное движенхе земли. Теперь сл'Ьдуетъ взять во вниман]е по- 
ступательное движеше. Собственно говоря.^ сл'Ьдовалобы взять 
во внииан1в поступательное движен1е вмЪст'Ь съ вращатель- 
нн1ъ, но къ сожал'Ьн]ю даже р'Ьшен1е задачи о движен1и вяз- 
коЭ жидкости^ въ которой находится элдиисоидъ или шаръ, обла- 
лающ1й поступательнымъ движен1емъ, дается только тогда ^)^ 



*) Гд'Ь центроб^яна I сила урйвяов11шиваетъ арвт жен1с. 

') Формулы наши не совсбиъ точны для п верх ности зеили^ такъ кпкъ 
поверхность шара не есть 8КВиыотеяц1альная поверхность. Поэтому^ яелая 
I^и^учвть бол-Ье точ лыя Формулы, сл'Ьдуетъ вместо шара взять эллиасоидт^ 
^ потонъ ввести у|*лов1е) чтобы поверхность эллипсоида была эквипотевц1аль- 
вая поверхность. Задача о вращен1и эллипсоида въ жидкости нлходиТ( я у 
Здвардеа. В. Е(}^агде8« 81еа(1у тоНоп оГ а у18сои8 ЛаШ 111 туЬасЬ ап е1Ир- 
зоМ 18 соп8^га1пе(1 1о го1а1е аЬопЪ а, рг1пс1ра1 ах1в. ^иа^^. Лоагп. 1892 г. 
"р. 70, 

') См. ОЬегЬеск. ПеЪег 8181. Р1А8&1§ке119Ьс^е^ип§еп. СгеПе ЬХХХ! 
1876 г, стр. 62. 
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когда иренебрегаеиъ квядратаия скоростей, а потону результа- 
ты ао1учаютсд неточные. 

При поступательно1Ъ движен!» шара давдбН1е долашо 
быть н'Ьсколько больше впереди, ч'Ьнъ позади его *). 

Поэтому вслЪдствхе посту пательнаго двихен1я земли на 
той сторонЪ ея^ которая въ данный моментъ находится впереди 
(по отношен1ю къ движен1ю по орбит'Ь) долженъ оказаться 
некоторый небольшой излишекъ давлен1я^ на противупоюжной 
н^^которое уменьшен1е давлен1я. 

Такимъ образомъ является вопросъ^ не находится яи это 
явлен1е въ связи съ двойнымъ суточнымъ колебан1емъ баро- 
метра. 

Очевидно только что указанная механическая причина и^- 
м'Ьнен1Й давлен1я им'Ьетъ своимъ перзодомъ сутки точно такъ^, 
какъ термическая причина т. е. натр^ванхе солндемъ. Фазы 
об'Ьихъ различны^ ибо механическая причина должна вызывать 
свой иаксимумъ давлен1я въ 6 часовъ утра, а минимумъ въ 
6 часовъ вечера^ (приблизительно) термическая должна вызы- 
вать минимумъ около 2 час. пополудни, а иаксимумъ недолго 
до восхода солнца. Смотря по ходу слагающихъ колебап1й, ре- 
зультирующее колебан1е можетъ им^Ьть одинъ или больше мак- 
симумовъ и минимумовъ въ продолжен1и сутокъ ^). 

Поэтому прежде всего посмотримъ въ какихъ предЪлахъ 
заключаются колебан1Я барометра, обусловленным движен1еиъ 



*) Ср. ЬашЪ. МоМоп оС йи1(18. стр. 225. У Обербека няоборотъ^ долж- 
но быть ве1'Ъ1ств1в жавой-то ошибка въ знак'б. Варочеиъ въ выражен1ю дав- 
лин1я у ОГ^србека [стр. 74 1ое. с1<;.] сл1|дуетъ приб^ввть постоянную. 

') Н. и. фуввц|я: 

смотря во 8начев1Я11Ъ ко8ФФвц1внтовъ А^ в в аргумента я ножитъ имвть 3 
маясииуна в 3 миввмума^ 2 максвмума в 2 мвнммумл^ или даже (когда ос^о) 
одлнъ максимумъ я одинъ минвлунъ. Между тЪмъ пср]одъ каждой и.чъ сла- 
гающихъ в результирующей Функц1и: 2^^, 
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зеш. Обербекъ предполагаетъ, что шаръ движется прямоли- 
нейно, но такъ какъ Д1анетръ орбиты въ 23000 разъ больше 
Д1а1етра земли, то ваключен1Я^ сл'Ьдующ1я изъ задачи Обербека, 
прнложиин къ зеил'Ь. 

Согласно Обербеку на экватор'Ь: 

3 V 
2 а 

ц'Ь ф обозначаетъ угловое разстоянте отъ пряной, проведен- 
ной сквозь центръ земли и ту точку экватора, которая 
въ данный моментъ находится впереди земли. 

V обозначаетъ поступательную скорость земли по орбмт11 

а рад1усъ земли 

^^ = 0,1 34 р'). 

{х выражено въ сантим, и секундалъ. 

Если теперь сд^Ьлаемъ внчислен1е такъ, чтобы получить 
сразу давлен1о въ миллиметрахъ ртути ^), то найдемъ, что ко- 
лебан1я барометра, вызываемыя этой механической причиной 
выражаются дробью^ которой числитель есть единица, а знаме- 
натель число^ состоящее изъ 14 знаковъ. Зам'Ьтимъ, что въ 
задач'Ь Обербека разсматривается жидкость несжимаемая, кото- 
рой плотность постоянна^ а потому вышеуказанная амплитуда 
Б01ебан]й барометра, обусловленныхъ поступательнымъ движе- 
Н1в1ъ земли, составляетъ для наикей атмосферы верхн1й пред'Ьлъ. 

Въ разсматриваемнлъ выше задачахъ мы упустили изъ 
виду лритяжеи1б другихъ т'Ьлъ солнечной системы. Но извЪст- 



О Не1тЬоИ2 11еЬег А1;т. Не^яг. 811гЪ. Акад. ^^188. ВегИп. 1888 г. 
етр. 649. 

') Въ таконъ е1уча'6 плотность: /> = ~ 

гд* д ев 0,81 метрамъ въ секунду 
а ^ 6370000 метрамъ. 
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но^ ЧТО это арвтяжен1е оказнваетъ налое ВЛ1ЛН16 на важболЪе 
интересующ1в пасъ нижн1е слои атмосферы, точно также от- 
ставан1е воздуха въ этихъ слояхъ незначктельно 

Впрочемъ нн моженъ съ некоторой ув'Ьренностью разсуж- 
дать только о нижнихъ слояхъ атиосферн. 

Хотя наши р'Ьшен1я были вполн^Ь строги^ но мы не иж'Ьенъ 
ув'Ьренности, что это движен1е устойчиво. Бслабы оно оказа- 
лось неустойчивый!., тогда наши результаты относительно от- 
ставан1я воздуха и т. д. будутъ качествентю^ но не количе- 
ственно справедливы. Насколько кажется^ отставан1е въ та- 
конъ случать будетъ еш,е больше. 

Мы принуждены пока оставить втотъ вопросъ въ стороне, 
такъ какъ устойчивость движен1я есть вопросъ только недавно 
поставленный на очереди и далеко еще не разработанный пол- 
ностью. 

М. И, Рудокгй. 



№1те91Ы шоткшкпъ I и801етртшъ Ерцессов!! 

совершенш1ъ газовъ. 

Я. Умоеъ. 

(АпИ1Ъегтеп с[ег 18ор1в.я!18сЬеп ап(1 1801пе1п8сЪеп Ргоееаве 

уоПкоттепег Оаве). 

2^. Лпипо, 



1. Пусть V^ р^ I означаютъ объемъ^ давлвюе и абсолют- 
ную тенпературу единицы массы совершеннаго газа, Ср и с^ 
уд'Ьльныя теплоемкости при постоянномъ давлеши и постоян- 
номъ объем^Ь^ выражениыя въ терм1яхъ. 

Вообще принимается^ что количество тепла 

с^дЛ и с„Л (I) 

приводятся газу только въ двухъ вполн* опред4ленннхъ про- 
цессахъ — первое въ процесс* изошестическомъ, второе — въ 
процесс* изометрическомъ. 

Зд*сь будетъ показано, что существуютъ еще друпе про- 
цессы, въ которыхъ подводимыя газу количества теплоты, пред- 
ставляются т'Ьми-же выражешями (I). 

Въ дтаграмм* (р, г;) эти процессы изобразятся кривыми 
ЛИН1ЯМИ, которыя я назову а^^питермами\ изошестмческ1е и 
8зонетрическ1е процессы въ той-же д1аграим'Ь представляются, 
какъ известно, взаимно-перпендикулярными прямыми. 

т. XV Зав. М4». Отд. 
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Различхе между обоего рода процессами состоит7> вт, томъ^ 
что разумея подъ выражешями (1) абсолютный величины коли- 
чествъ тепла^ эти послйдтя 



изопгестически 



изометрически 



приводятся : 



при возрастающей температур*. 



антитермически - при убывающей температур* ; 



изопгестически 



изометрически 



отводятся : 



при убывающей температур*; 



антитермически — при возрастающей температур*. 

Вообще — каждому обращаемому процессу соотв*тствуегь 
йнтитермичестй. 

Мы приходимъ всего проще къ доказательству существо- 
ван1я подобныхъ процессовъ сл4дующимъ разсуждешемъ. 



Р 



-О 




Черт. 1-й 



V 



На дхаграмм* (/), V) черт. 1, проведемъ черезъ 
(/'о^ ^о) йзетерму (тАВ^ изентропу ГЛС^ изош'есту А 



метру АЕ. 



, -^_ ,, _-^-„.,,. , — точку л 

изентропу РАС^ изош'есту АВ и изо- 



5=-^/' 
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Пусть о(^ означаетъ въ терм1яхъ количество теияа^ кото- 
рое сообщается газу въ н'Ькоторомъ обращаемоиъ процессе ири 
нзм1зне1пи его температуры на о1. Отношеше 

представить уд'Ьльную теплоту газа въ данномъ процесс* и для 
даинаго состоятя. Будемъ считать подводимое тепло положи- 
техьныиъ^ и уводимое — отрицательнымъ. 

Въ части плоскости (р 1'>\ лежащей между изентропой 
?{' и безконечностью, теплота приводится т'Ьлу въ каждомъ 
процссс'Ьп который^ исходя изъ С0СТ0ЯН1Я А^ продолжается въ 
X при постоянномъ расширети или при постоянномъ сокра- 
Щ0Н1И объема т^ш. Въ этомъ смысл'Ь^ въ указанной части пло- 
скости-> о (2 — положительно. 

Для этихъ же процессовъ Ы будетъ положительно въ 
области РАВАВ и отрицательно въ области ВАС. Въ первой, 
нлн ентьгимей области, величины г возрастаютъ отъ нуля на 
изентроп* АР черезъ значешя с^, с^,, до -|- оо на изотерм* АВ. 
Во второй, внутренней области, величина г отрицательна и 
И1*етъ ВС* значейя отъ — оо вблизи изотермы АВ до нуля на 
а.)»знтроп* А(\ По этому каждому значешю-1-2; во вн*ганвй об- 
йастй, соотв*ствуетъ значеше — г во внутренней. Такъ какъ 
шачен1я 6,1 въ обоихъ областяхъ им*ютъ также противуполож- 
ные знаки, то подведенное количество тепла для термы во 
внешней области будетъ им*ть ту же величину какъ и на ан- 
титермть для внутренней. 

2. НаЙдемъ теперь уравненхе антитермы изошесты. Мы 
11*емъ: 

^^=с4^+р(^V (1) 

Для искомой антитермы: 
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80 = — сА1 



и, крои'Ь того^ 



сИ = -^- {рйь + |;ф), 'Ь^^^ = 1 



Подагая еще 






= ос 



подучаемъ 



(1р ар 

сЬ (а — 1)г; 

откуда^ интегрируя^ находииъ сдЪдун>Щ1я уравненгя: 



^ (г)"=1 



(2) 



(3) 



(I) 



гд* 1^0, р^^ ^0 соотвйтствуютъ никоторой точк* антитермы. 

Проведемъ черезъ точку А (г^^ 
Роч ^о) антитермы АР — изои1о- 
сту А1) {черт. 2-й). 

Разность температуръ въ точ- 
кахъ В и А нзотестн пусть 
будетъ {'^ — ^^; на антитерм* 
АР существуетъ такая точка 
^1, что разность температуръ состоянШ А и Б,, т. е. ^^ — (^ 



р 


А В 


п 




^^"А. 


.^Р 




Черт. 2-й 


V 
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равна разностн температуръ ъъ В л А^ иле 

^'о— 'о='о-^ откуда ^«г^о-^'о- 1*) 

Я назову точки В я В^ соотвтыпственними и язъ нихъ 
В — основною точкою; точку А я назову начальною точкою* 
Пути АВ ъ АВ^ будугь соотвгыпственными. 

И такъ: 

1) Температура начальной точки есть средняя арне- 
метическая температуръ соотвгьтственныхъ точекъ. 

2) КоАШ1ества теп^ш^ подведенныя на соотвтьтствен- 
ныхъ путяхъ^ друи другу равны. 

Мы ии'Ьеиъ по закону Шарлл и Бойдя 

1-2—15=2—-° (5) 

слЪдоаатедьно но (1) и (5) иоложен1е соответственной точки 
представится по цо10жен1ю основной — уравненхями : 



я = ;..(г - ^•) 



1 



о 

(II) 



У = У. , , ч „_, 



'{' - а' 



Отсюда вытекаетъ^ что основной точк* у'о~2^о соотвйт- 
ствуетъ на антитерм* — точка безконечно удаленная. 

Дредставивъ себ'Ь ц'Ьлую систему изоп1естъ и на нихъ 
начальный и основныя точки^ уравнешя (II) приводятъ насъ 
къ сл'Ьдующииъ заключен1янъ: 

1) если начальныя и основныя точки леоюатъ на пря- 
мыосъ (г?^=сош^, у\^=^соп8{.) перпендипулярныхъ оси абсциссъ^ 
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соотвгыпственнын точки лежать на такомг же перпендику- 
лнрть. (??=С(т5Л) 

2) ПрямыЯу соединяющгн начальнын точки съ соотвгьт* 
ственпыми^ перестькаются еъ одной ^почкгь оси абсциссъ (ибо 

~ будетъ тоже сопз^), 
Ро 

Эти свойства даютъ намъ возможность по одной антитер- 

шФ иаошесты начертить остальныя. 

Одной основной точк*^ взятой на какой нибудь изошссгЬ^ 
мы можемъ подъискать рядъ соотв'Ьтственныхъ точекъ на ан- 
титермахъ^ пересЬкающихъ данную изошесту. Эти соотв-Ьтствен- 
ныя точки образуютъ кривую^ простирающуюся въ безконечность: 
я назову ее — соотвтьтст^енной кривой. Мы подучаемъ диф- 
ференц1яльное уравненхе этой кривой, дифференцируя соотнопю- 
Н1Я (II) по у^^ такъ какъ р^^ у\^ 1\ остаются неизм-Ьиными, 
а м'Ьняется пояожеше начальной точки на данной изошесгЬ. 

Съ помощью у р. (I) мы исключимъ 1^д изъ отношенхя -^ и по- 

лучимъ: 

ар а Ро« ^ 

Такъ какъ основная точка (р^, г/^, ^\) лежитъ тоже на 
искомой кривой, то интеграц1ей получаемъ оя уравнен10 въ 
сл'Ьдующихъ видахъ: 

или (III) 
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Эта крявая приближается ассимлтотически къ антитермЪ^ 
проходящей черезъ точку р^^ -?. 

Означимъ черезъ 1^ температуру точки иерес'Ьчвн1я изо- 
шесты и антитериы; черезъ (^^ означимъ знтрошю въ той же 
точк4. Проведемъ еще изентропу [х^^ сЬкущую первыя дв* кри- 
выя; пусть ^1 есть температура въ точк* пересЬчетя изентро- 
пн еъ изошестой и (^ въ точкЬ перес'Ьчен1я изентропы съ ан- 
титермой. 

Мы им'Ьемъ для изошесты 

для аптнтермы 
Интегрируя, находимъ: 

1^1 — 1*0 = ^^7 

^0 

^0 



Вычитая, получаемъ: 



^ о 



или 



'о = У^Л 



т. е. температура въ точкгь перссгьченгя изотесты и антп^ 
термы есть средняя геометрическая температурь въ точкахг 
переспчетя этих» кривихъ съ произвольной изентропой, 

3. Мы можемъ теперь установить уравнетя антитермъ для 
изоиетрическихъ процессовъ. Прхемомъ, сходнымъ съ вншеиз- 
ложеннымъ, получимъ искомое уравноше въ сл'Ьдующихъ видахъ: 



и н. Умов1|. ^ 

СоотношеЕ1в между соответственной точкой и основной 
(^0-) Я'о) Да-втся «ыражешями: 



Я-Р,(2_Я_.) 



' \«— I 



(V) 



V = г) 






«-2 



Уравнеше соотв1ктственной кривой: 



ми (VI) 






Зам'Ьтимъ^ что 



а — 2 = — ^ 

К 



4. Для воздуха а =6^8807; потому черезъ точку р^,'=^\. 
1>^, = 1 ^ проходить следующтя кривыя : 

изотерма 1одр^вв^ — ^одV 

аититериа изошестн . 1одр=^ — 14? %^ 
антитерма изометрн . . 1одр=^ — 1,205 /о^^' 
изентропа 1^Р^^ — ^^^1 1одгк 



г 



I 
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5. Установинъ теперь общее уравнеше антитермн. Будемъ 
сна(!жать штрихами величины^ относдщ1яся къ терм^. Боорди- 
натн пересФченш термы и ед антитермы суть р^^ %)^ {^. 

Мы имЪемъ для термы: 

для соотвЪтственнаго элемента антитермы: 

о С = с„си + Р<^^* 
По опредЪлешю: 

8(2' = 80 ; Ле = —й1 
и 

^^ рйу + |;(/р 

сл'Ьдовательно : 



(: 



?| + 1 ^« + ^ ^Лр = /^»/ (1) 

Соотнопшшя между р' и г' дается уравнетемъ термы. 
Для соотв'Ьтственныхъ элементовъ 

иля^ по закону Шарля и Бойля: 

р = 1[2^.Б-рУ]. (2) 

Это соотношеше даетъ намъ возможность исключить изъ конеч- 
наго результата переменную г\ такъ какъ произведете р'«' 
есть функщя одного г^\ по уравненш термы. 

Исключая (1р Е р изъ (1) съ помощью (2)^ мы нахо- 
динъ послФ н'Ькоторыхъ преобразовашй дифференцгяльное урав- 
нете антитермы: 
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И интегрируя: 

Ц{„.(2<„Й.-ЯУ)'^| - 52^,=-.*. (VII) 

ВходящШ сюда интегралъ мы иаходииъ пользуясь уравне- 
шеиъ терны; зат^^иъ^ при помощи этого же уравнен1я и соотво- 
шен1я (2), исключаемъ изъ (VII) величины р' и V' и полу- 
чаемъ уравнен1е антитермы. 

Выраженге (VII) можно представить еще въ вид'Ь: 

1од\у--^ р—^] — Г Р'^^^' ^ стз^. (VIII) 



Одесса 
Ноябрь 1892 г. 



^«- 



Еъ |ш^^ С1сте1Ы, шЩШ перемШое рихеше. 



Я. Любимова. 



Различ1е двухъ состоянШ^ —покоя и движешя^ нич^Ьшь не 
обозБачается въ т^^л'Ь^ если двихеше свершается равнои'Ьрнои 
прямо ^шне&но. Матер1Я сама по 006*6 индифферентна къ покою 
и двихенш. Матер1альная точка не носить въ себЪ причины 
изх'Ьнетя своего состоянхя. Требуется д'Ьйств1е извн^^ чтобы 
изм'Ьнеше это последовало и иатерхальная точка отклонилась отъ 
прямолинейности пути или получила приращеше скорости (по- 
ложительное или отрицательное). 

Абсолютнаго покоя иы не знаепъ въ природ'Ь. ВсЬ иа- 
терхальныя точки природы находятся въ двнхенхи и всЬ физи- 
ческ1я явлешя суть изи'Ьнен1Я этихъ движешЗ. И притоиъ имен- 
но измтьненгя^ такъ какъ движен1е само по себ'Ь физическаго 
признака не имФетъ. 

Сказанное объ одной матер1альной точкЪ прим'Ьнимо къ 
каждой совокупности ихъ^ которую можно разсматривать^ какъ 
отдельное дйлое^ составляющее механическую систему. Общее 
всЬмъ дтииъ точкамъ прямолинейное и равномерное движете 
вич^мъ физическимъ себя не обнаруживаетъ. Те же движешя 
въ систем*^ которыя происходятъ отъ взаимод4йств1я матер1аль- 
ны хъточекъ^ ее составляющихъ^ происходятъ такъ, какъ если- 
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бы система была въ покоЪ. Безъ внЪшнихъ указашВ^ геометри- 
чески свид'Ьтедьствующихъ о иерем'Ьщешд^ разумное существо, 
заключенное въ систем'Ь, общее движете которой прямолиней- 
но и равном'Ьрно,— какимъ'бы проницательнымъ умомъ ни обла- 
дало — не могло бы открыть признака атого общаго движешя 
системы, увлекающаго и его и все его окружающее въ систе- 
м*Ь. Такой законъ движепя, указанный Галилеемъ и со времени 
Ньютона именуемый вторымъ закономъ движен1я^ подтверждает- 
ся наблюдешями въ корабл'Ь, вагоне и иныхъ системахъ. 

Не то бываетъ, если общее движенге системы переменное. 
Такое движете обнаруживаетъ себя физически. Въ таконъ 
случае нельзя уже сказать, что взаимод'Ьйств1я матер1альныхъ 
точекъ, составляющихъ систему, происходятъ такъ, какъ если бы 
система была въ поко'Ь. Происходятъ явлетя, заслуживающ1я 
особаго изучен1я въ отдФльныхъ случаяхъ. Остановимся на яв- 
лен1яхъ въ системе, подверженной д'Ьйствгю тяжести. Разберемъ 
два случая. Во первыхъ, когда тяжелая система движется рав- 
номерно и прямолинейно, и во вторыхъ, когда такая система 
падаетъ или когда подымается всл^дствге вержетя, находится 
следовательно въ состояти переменнаго движетя, происходя- 
щаго отъ действ1я тяжести. 

Представимъ себе воздушный шаръ, подымающ1йся верти- 
кально кверху или спускающ1йся книзу равномернымъ дви- 
жетемъ. Явлетя на немъ будутъ происходить такъ, какъ на 
движущемся корабле или вообще въ системе, подчиненной вто- 
рому закону движетя. Выроненный изъ рукъ сосудъ упадетъ 
на дно лодки, вода изъ опрокинутаго сосуда выльется, какъ 
это бываетъ при поверхности земли. Но представимъ себе иной 
случай. Пусть некоторая система съ заключенными въ ней те- 
лами свободно— и следовательно ускорительно падаетъ внизъ 
или брошена вверхъ и подымается замедлительнымъ движетемъ. 
Въ этомъ случае явлетя будутъ иными. Въ литературе всемъ 
известенъ фаитастическ1й разсказъ Жюля Верна о ядре съ 
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набяюдателяжи^ бротленноиъ будто бы съ земли на луну. Но 
изъ сотни тысячъ читателей никто кромФ неизв'Ьстнато автора 
небольшой занЪтБИ въ Современной Л'Ьтописи сМосковскихъ 
В-ЬдомостеВ* стараго времени и зат'Ьмъ меня — въ иоемъ кур- 
сЬ Физики — не обратилъ вниман1я на то. что интересное опи- 
сапе все основано на физической ошибке. Жюль Веряъ опи- 
сиваетъ явлетя въ ядр'Ь во все время пути до нейтральной 
точки (гдЪ притяхеше земли сд'Ьлалось равнпмъ притяхешю 
луны) такъ^ какъ явлешя эти происходили бы въ ядр'Ь, поды- 
зающемся подобно воздушному шару равномерно вверхъ. Какъ 
на поразительную особенность нейтральной точки указываетъ 
онъ на явлеше^ удивившее наблюдателей: что всЬ т^Ьла внутри 
ядра потеряли свой вЪсъ и всякзй предметъ^ не ладая^ оста- 
вался въ воздух^Ь тамъ^ гд'Ь былъ пом'Ьш;енъ. Въ моемъ курсЬ 
физики^ въ числ'Ь предлогенныхъ задачъ поставлено: с показать^ 
что такое явлен1б (потеря в'Ьса) должно было бы происходить 
не только въ этой нейтральной точи'Ь^ но и на всемъ протя- 
женш пути и что движете брошеннаго ядра нельзя сравнивать 
съ риженгемъ^ напримФръ^ воздушнаго шара, поднимающагося 
вверхъ: каждая часть ядра летнтъ не потому, что увлекается 
другиии, а по сил* вержен1я, съ такою же скорост1ю, какъ всЬ 
друпя и не им-Ьегь причянн отъ нихъ отставать» *). Два, по- 
1'Ьщенныя рядомъ, гЬла не разстанутся между собою ни при 
паденш, ни при вержеши и будутъ двигаться вмйст* (сопро- 
тивлешя воздуха не разсматриваепъ)^ не оказывая, очевидно, 
никакого д'Ьйствхя одно на другое. Почему будутъ они давить 
во время движешя одно на другое, если пом'Ьстить ихъ пер- 
воначально одно надъ другимъ, хотя бы въ прикосновеши? Ниж- 
нее не препятствуетъ верхнему двигаться съ тою же скоростхю, 
какъ движется само. 

Д^я экспериментальнаго изучен1я явлепй давлен1я въ сво- 
бодно падающей систем*, зимою прошлаго 1892 года мною 



*) «Физижа» ироф. Любякова, азд. 1876 года, егр. 41 «р^аегиторгума», 
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бн1ъ произведенъ рядъ опнтовъ помощгю приборовъ^ за испол- 
неше которнхъ въ мастерской Ремесленнаго училища Цесаре- 
вича Николая въ Петербург'Ь я долженъ принести благодарность 
учебному начальству училища *). 

Опнтъ I. Им'Ьетъ ц'Ьлью обнаружить изм^Ьнеше взаимод'Ьй- 
СТВ1Я тяжелнхъ тйлъ, образующихъ изъ себя падающую систе- 
му. Падете производится на снаряд'Ь^ представляющемъ собою 
родъ Атвудовой машинн^ аршинъ въ пять высоты (фиг. 1). 
Чтобы падающ1Й снарядъ не ударялся въ землю^ увлекаемая 
снарядомъ перекинутая чрезъ блокъ нить^ послЪ н'Ькоторой вы- 
соты падешя^ начинаетъ увлекать за собою тяжелую ц'Ьпь^ за- 
медляющую дальнейшее падете снаряда. 

Падающ1й снарядъ состоитъ изъ металлическаго диска 
(фиг. 2) ^^ на которомъ лежитъ металлическ1й цилиндръ Р. 
Цилиндръ свободно ходитъ на аркообразномъ стержн'Ь «!:)6\ къ 
которому прикрепляется нить переброшенная черезъ блокъ Г). 
Цилиндръ отделенъ отъ диска спиралеобразною пружиною и 
прижимаетъ ее своимъ весомъ. Когда снарядъ падаетъ^ полу- 
чая ускорительное движете, цилиндръ перестаетъ оказывать 
давлеше на дискъ. Пружина же сохраняетъ свое действ1е. Раз- 
стоянхе между дискомъ и цилиндромъ увеличивается: относи- 
тельно диска цилиндръ п6дШШ1ТСя. Обнаружить это можно раз- 
личными пр1емами. На фигуре изображены два пр1ема: помо- 
щш пробочекъ и графически. \ 

Поместимъ надъ цилиндромъ пробочв^ ^ ^^ съ легкимъ 
третемъ могущ1я ходить по в^твямъ стер^шя /5 и *5. Когда 
во время падетя цилиндръ Р удалится отъ д*бка ^^ онъ пе- 
редвинетъ кверху пробочки ^ и ?, который и Покажутся при 
конце опыта въ положенш ^^ и ^|. 

Удалете цилиндра отъ диска во время паден^ можно об- 






наружить также графическимъ пр1емомъ. На верху афки стерж- 

*') Чувствую ееба особенно прванательнымъ за похощь, овя^нную мн'Ь 
въ ороивводетв'Ь опытовъ преаодввателемъ физвки въ учижищ'Ь А^ Н. Явов- 
девевинъ. 



т^^ 
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ня (фиг. 2) пом'Ьщается дощечка Т^ которая во время паде- 
Н1Я. при прохо»ден1и снаряда чрезъ кольцо С (фиг. 1), сни- 
мается этимъ кольцоиъ. На дощечк'Ь укр'Ьплена вертикальная 
пластинка М^ покрытая копотью. Цилиндръ Р Им4етъ питу- 
1Ц1Й стержень 2. Когда во время паден1я цилиндръ удаляется 
отъ диска, стержень 2Г пишетъ на пластинк* черту вверхъ 
отъ своего первоначальнаго положеп1я. Въ моментъ, когда до- 
щечка снимается, стержень идетъ книзу по той же прибли- 
зительно черт'Ь. Въ конц'Ь опыта черта эта, насколько она на- 
ходится выше первоначальнаго положешя пишущаго остр1я, 
свид'Ьтельствуетъ объ удалети цилиндра отъ диска. 

Фиг. 6 изображаетъ пишущШ приборъ въ н'Ьсколько иной 
форм*. Питущ1й стержень им'Ьетъ форму согнутаго рычажка, 
придерживаемаго легкою пружиною въ прикосновенш съ цилинд- 
ромъ Р, лежащемъ на диск* а (въ изобраяаемомъ на фигу- 
ре снаряд* стержень, проходящ1й чрезъ цилиндръ, не аркооб- 
разный, а прямой и пружина, находящаяся между цилиндромъ и 
дискоиъ, настолько прижата в*сомъ цилиндра, что дискъ нахо- 
дится съ нимъ въ прикосновенш). Во время паден1я, когда ци- 
линдръ удаляется отъ диска, пишущее остр1е чертитъ кривую 
линш (фиг. 7). Когда же чрезъ кольцо С (фиг. 1) дощечка 
снимается, остр1е чертитъ внизъ вертикальную прямую лишю. 
Кривая остается свид*тельствомъ повытешя цилиндра надъ 
дискомъ во время падешя. 

Когда я^ во время пребывашя въ ОдессЬ, въ ма* текуща- 
го 1893 года, сообщалъ въ м'Ьстномъ физико-математическомъ 
обществ* о моихъ опытахъ, талантливый механикъ Новороссхй- 
окаго Университета I. А. Тимченко цредложилъ и осуществилъ 
весьма остроумный способъ показать ц*лой аудитор1й, во вре- 
мя самаго паден1я моего снаряда, удалеше цилиндра отъ ди- 
ска. Прхемъ изображенъ на фиг. 13 и 14. Снарядъ падаетъ 
на двухъ нитяхъ, перекинутыхъ черезъ двойной блокъ, укр*п- 
яенный на верху вертикально поставленной доски (фиг. 11 и 
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12), доходившей до хоръ въ актовомъ зад^Ь НовороссШскаго 
Университета. Цилиндръ Р соединяется поиощгю БОд^Ьнчатаго 
рычага ВN и показатедемъ 2 изъ легкаго картона. Когда 
цилиндръ покоится на диск'Ь^ показатель 2^ ип'Ьющгй фориу 
стр'Ьлки^ стоить вертикально. Когда цилиндръ удаляется отъ 
диска^ плечо А^ поворачиваетъ валъ, несущШ показатель 2 я 
показатель этотъ принимаетъ горизонтс^льное положенхе^ какъ па 
фиг. 14. Это случается. во время са1иаго паденхя и вся ауди- 
тор1я видвтъ^ какъ во время падешя стрЬлка 2 изъ вертикаль- 
ной становится горизонтальной (фиг. 11). 

Опнтъ II. Бели утрачивается давленге верхняго т'Ьла на 
нижнее при паденш^ то не должно ли утрачиваться и гидроста- 
тическое давлен1е верхнихъ слоевъ жидкой массы на нижшя? 
Ответь на этотъ вопросъ даетъ сл4дующ1Й опытъ. Двухкол-Ьн- 
пая трубка укр'Ьплена на доск'Ь^ вм'Ьст'Ь съ которой можетъ 
падать. Доска держится на одной или двухъ нитяхъ^ смотря 
по тому происходитъ-ли падеше на аппаратЪ^ изображенномъ 
на фиг. 1, или на двойноиъ блокЬ фиг. 11. Двухколенная 
трубка (фиг. 3) заключаетъ въ себ*^ въ одномъ, закрытомъ 
кол-Ьн* а, воздухъ, въ другомъ, — открытомъ и обращенномъ 
загну тымъ концемъ въ сосудъ Ь,— колонну ртути. Подъ давле- 
Н1емъ колонны ртути воздухъ находится въ кол'Ьн'Ь а въ сжа- 
томъ состояши. Во время падешя всего снаряда^ сжимающее 
воздухъ давлеше ртути прекращается^ упругость же воздуха 
всл'Ьдствхе падетя изм^нешя не претерпЬваетъ. Часть ртути 
выливается изъ открытаго колена въ сосудъ 6. Фиг. 10 и 10* 
изображаютъ тотъ же снарядъ въ несколько изм'Ьненномъ вид'Ь. 
Снаряду фиг. 3 можно дать такое расположенхе, что сосудъ Ь 
будетъ снятъ во время падетя при прохождети чрезъ кольцо. 

Одытъ III. Опытъ этотъ относится къ давлешю жидко- 
сти на погруженное въ ней тЪло.^ по Архимедову закону. За- 
конъ Архимеда утрачиваетъ свое значеше при падеши систе- 
мы. Представимъ себ*, что въ сосудъ съ водою А (фиг. 4) 
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погружена пробка Р, Пружина Р удерживаетъ ее въ вод* 
вопреки давдепю жидкости снизу вверхъ, повинуясь которому 
оробка вспдыда бы на веркъ. Во время паден1я сосуда съ 
дробкою^ этого давлешя снизу вверхъ н'Ьтъ и пробка опускает- 
ся внизъ^ какъ показано на фиг. 5. 

Обнаружить движеше пробки внизъ можно графически 
поиощш прибора^ изображеннаго на фиг. 8 и 9. Въ снаряд'Ь^ 
Езображенномъ на этихъ фигурахъ^ пробка удерживается въ во- 
д'Ь помощ1ю улиткообразной пружинки^ помещенной не подъ 
пробкой (какъ на схематическомъ изображеши фиг. 4 и 5)^ а 
надъ нею. 

Въ снаряд*^ изображонномъ на фиг. 15 и 16^ движенге 
пробки обнаруживается по11ощ1ю указателя г. Тимченки. Пру- 
ина Р помещена подъ пробкою. 

На фиг. 17^ 18 и 19 изображенъ снарядъ^ сд'Ьланннй г. 
Тимченко для оправдан1я начала^ къ которому относится мой 
второй опытъ; прекращеше гидростатическаго давлешя слоевъ 
жидкости^ верхнихъ на нижтя., во время ихъ паден1я. Воз- 
духъ въ каучуковомъ шар* К сжатъ давлешемъ воды сосуда 
Л, когда сосудъ этотъ находится въ поко*. Сжатый воздухъ 
чрезъ стеклянную трубку «8 д'Ьйствуегъ на каучуковую обвязку 
^ (фиг. 19), къ которой прилегаетъ рычажекъ Ц удерживаю- 
Щ1В показатель 2 (фиг 17) въ вертикальномъ положеши. Ког- 
да сосудъ падает7», давлете жидкости на таръ К утрачивает- 
ся^ обвязка Ц мен'Ье нажимаетъ на рычажекъ и показатель 
повертывается горизонтально, какъ на фиг. 18. 

Я им^Ью въ виду продолжить опыты въ прим^Ьнен1И и къ 
п-Ькоторымъ другимъ явлешямъ, изм'Ьняюп1;имся при перем'Ьнномъ 
движеши системы, сравнительно съ т-Ьмъ какъ они проиоходятъ, 
когда система находится въ поко'Ь или въ движвн1и постоян- 
номъ. Прибавлю, что явлетя того же порядка могутъ быть на- 
блюдаемы, въ известной степени, не только при свободномъ па- 
деш0 системы, но и въ систем'Ь катящейся внизъ по наклонной 
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ПЛОСКОСТИ ИЛИ качающейся. Опыты съ катящеюся по наклонной 
плоскости или качающеюся системою могутъ быть произведены 
тЬмъ съ большимъ удобствомъ, что наблюдатель самъ можетъ 
поместиться въ скатывающейся или качающейся систем* (ка- 
титься съ горы, качаться на качеляхъ) и слЬдить за явлен1Я1!и. 
Штъ особаго злтруднен1я устроить и свободно падающую си- 
стему съ пом-Ьщеннымъ въ ней наблюдателемъ, озаботившись, 
чтобы падающая система (наприм'Ьръ корзина на перекинутой 
чрезъ блокъ веревк*) достигала земли безъ толчка, съ утра- 
ченною уже скорост1ю. 

Область явлетй^ указываемая моими опытаги, им-Ьотъ ин- 
тересъ не только чисто физическ1й, но и физ1ологическ1й. Такъ 
какъ происходящ1я отъ тяжести давлен1я въ твердыхъ и жид- 
кихъ частяхъ организма должны изменяться, когда организмъ 
этотъ падаетъ, катится или качается, сравнительно съ т^мъ, 
когда онъ находится въ покое или движется равномерно, то 
физшлогичесшя условхя его должны вследствхе того также 
претерпевать изменешя, Въ зтомъ происхождете ощущешй, 
испытываемыхъ человекомъ, когда онъ падаетъ съ высоты, ка- 
тится ускоренно съ горы^ качается на качеляхъ. Объяснеше 
физ10логическихъ УСЛ0В1Й этого рода движенШ организма за- 
ключается въ началахъ, для оправдатя которыхъ произведены 
наши опыты. 

Физика переменнаго движен1я системы имеетъ, быть мо- 
жетъ, и еще более широк1й интересъ. Геометрическое переме- 
щен1е тела, имеющаго постоянное движете ничемъ, какъ ска- 
зано, физически въ немъ не обнаруживается. Но если движе- 
те переменное, то оно всегда обусловливается причинами (си- 
лами)^ имеющими физическое действхе. Возможно^ что действхе 
это всегда сложнее, чемъ одно сообщеше ускоретя. Известно, 
что въ то время, какъ разнообразный физическхя явлетя - теп- 
ло, светъ, магнетизмъ, электричество — взаимно преобразуются 
и переходятъ одно въ другое, тяжесть стоитъ изолированно. 
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Фарадей искалъ связи между паденхемъ т'Ьла н индуктивнытъ 
возбуждешемъ элекарическихъ токовъ^ но такой связи не об- 
нарухилъ. Опыты дали отрицательный результатъ. Если^ однако, 
т^гогЬше^ какъ надо думать^ им'Ьетъ физическую причину, а 
не есть простое свойство^ не требующее мехаиическаго объяс- 
нешя, то трудно отказаться отъ мысли, что причина эта мо- 
хетъ обнаружиться и не однимъ ускорешемъ. Потому, изуче- 
ше явленШ, сопровождающихъ ускоренхе падающаго т'Ьла, мо- 
жетъ оказаться небезплоднымъ и по отношешю къ вопросу, 
занимавшему умъ великаго англ1йскаго физика. 

Если пр1обр'Ьтаемое падаю щимъ т^Ьломъ ускорен! е есть 
сл4дств1е д'Ьйств1я невесомой среды, среди которой помещены 
в^сомня частицы, то д'Ьйствхе это должно сопровождаться про- 
тивод'Ьйств1емъ, испытываемымъ средою и можетъ быть обнару- 
хивается въ ней какими-либо явлешями, способными подлежать 
наблюденш. 

Физическое изучеше явлен1й паден1я, а также явлеихй, на 
сколько они доступны наблюден1ю, взаимнаго притяжен1я массъ 
на земл'Ь по закону всеобщаго тягот'Ьшя, связано съ величай- 
шимъ вопросомъ философ1и природы: о дМствхяхъ на раз- 

СТ0ЯН1И. 



■^ 






Ошъ ш№аю1 главеШнъ шешй, вабщзениъ 

у Р41И|. 

М. П. Рудскаго. 
Бгва! ваг 1е8 рппс1раах рЬепошёпеа, оЪеегтёв еЪег 1ев пУ1ёгев. 

раг М. Р. Ешиы. 



ВСТУПЛЕШЕ. 

Работы надъ регуляцхей р'Ькъ начались въ Итали еще въ 
средн1е в^ка^ поэтому леудивитбльно, что въ эпоху возрожде- 
тя ятах1янцн обратили внииаше на теоргю движен1я проточ- 
ной воды. Уже знаменитый Л10нардо-да-Винчи д'Ьлалъ измЪ- 
рен1я скорости течен1я и занимался н^Ькоторыми вопросами ги- 
дродинамики. Гидродинамикой занимался тоже Галлилей, хотя 
самъ ничего спещнльнаго по этому вопросу не написалъ. его 
ученикъ монахъ Кастелли ^) уже зналъ^ что, при установив- 
Л16НСЯ движен1и воды въ каналахъ или трубахъ, средшя око 
роети обратно пропорц10нальны площадямъ поперечныхъ с^Ьче- 
и1й. Цо и онъ в другой ученикъ Галлилея Торичелли ии'Ьли 
иожння П0НЯТ1Я о распред'Ьлеши скоростей. Они полагали, что 
скорости вблизи дна больше, чЬмъ у поверхности. — Что ка- 
сается самаго закона распред'Ьлен1я скоростей, то каждый изъ 
нихъ предлагалъ другой законъ. Быть можетъ, что Бастелли и 



*) КвЫт-шп. НуаготесЪап1к. Наппотег 1879 §§ 121, 133. Св*д'Ьн1Я о 
томъ, что сделано Фивиками я гвдротехвввамн для теор1и р11К'ь, займет вова вы 
по 6о1ьшсй часта яьъ Гюдьмана. 

Т. ХУ 8м. Мм. о«д. 
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Торичелли работали въ направлен1и^ указанномъ Галлилеехъ, 
но^ раздЪлялъ-ля онъ ихъ взглядъ на распред'Ьленхе скоростей, 
неизвестно. 

Первая бол-Ье полная теор1я р^къ принадлежитъ Гулхель- 
мини [йи^Ие!!!!!!!! Ве 11а*ига йе йитт 1697]. Относительно 
распред^^лен1я скоростей онъ придерживался лоакнаго взгляда 
своихъ предтлественниковъ, но впрочеиъ, насколько можно су- 
дить по внноскамъ у Досса *) й другихъ, онъ им-Ьлъ доволь- 
но правильный П0НЯТ1Я о мпогихъ явлешяхъ жизни р-Ькъ. Гу- 
л1ельминв занимался прочныиъ состоян1емъ р'Ькъ<^ наводненхяии^ 
отношен1ями притоковъ къ главной рЪк'Ь и т. д. Такииъ об- 
разоиъ, Гул1ельиинй понииалъ теорхю р-Ькъ довольно широко. 
Въ свое время труды Гумхельмини пользовались громадной йз- 

В'ЬСТНОСТЬЮ. 

Большой шагъ впередъ сд'Ьлала теор1я рЪкъ, благодаря 
изв'Ьстпому физику Мар1отту. Онъ первый замФтилъ^ что скоро- 
сти не увеличиваются отъ поверхности ко дну^ а напротивъ 
того у дна меньше, ч-Ьмъ вблизи поверхности. — Кажется впро- 
чемъ, что Пито (РИо!) почти одновременно сд'Ьлалъ подобный 
внводъ изъ своихъ няблюдонШ, произведенныхъ помощью изоб- 
р'Ьтеннаго имъ прибора, позволяющаго изм'Ьрять скорость тече- 
шя на какой угодно глубине независимо отъ скорости въ дру- 
гихъ глубинахъ. 

Въ XVIII стол^тш изм*рен1емъ скоростей, производствомъ 
разныхъ опытовъ и выводомъ эмпирическихъ законовъ изъ наб- 
люденШ и опытовъ занимаются итал1янцы: Зендрини (2епдг1П1)^ 
Лекки (ЬессЫ), Микелотти (МхсЬеЫй) отецъ и сынъ, Лорнья 
(Ьог^па) и др., голландецъ Брюнингсъ (Вгйп1П58) й друпе. 
Шези (СЬёгу) во Францш въ 1775 году предлагаетъ первую 
для практическихъ ц'Ьлей годную формулу для равном'Ьрнаго 
движен1я въ каналахъ. Вскор'Ь затЪмъ Дюбюа (ВиЪиа!) издаетъ 



') Раиаве Е(и(1е8 (1*I^у(1гаи1^^ав р^а^^^ае. Мет. 8ат. Ё1г. 20 томъ 
стр. 340. 
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СВОЙ знаменжтыя «Основы! (Ргшсхрез 1779 г.). Къ концу 
ХТШ й началу XIX стол4тШ относятся работы Бернарда, 
Фабра и Лекрэ ^\ спещадьно посвященныя рФкамъ. 

Въ нашеиъ стол'Ьт1и число работъ, посвященныхъ теорш 
дввхенья проточной воды, чрезвычайно увеличивается; особенно 
много сд'Ёлано по этоиу вопросу французани, причеиъ усил1я 
иногихъ направлены на выведбН1е эипирическихъ фориулъ. Об- 
ходя иолчян1ехъ янохество работъ, скажемъ только^ что, бла- 
годаря теоретичесЕимъ работамъ Навье, Пуассона и Стокеса, 
опытамъ Пуазейля и Дарси, было обнаружено существенное раз- 
1нч1е между движен1енъ въ волосныхъ и въ большихъ трубахъ 
и каналахъ. ЗатЪмъ уважеиъ еще на труды Понселе (Ропсе- 
1в1; 1828 г.), Белянже (Вё1ап§ег 1828), Корзолиса (Сопоиз 
1836) и Вотье (Уаи^Ыег) надъ теорхей установившагося, не- 
равномЪрнаго движен1я проточной воды, потоиъ на крайне важ- 
ные опыты Дарен, продолженные посл'Ь его смерти Базэноиъ, 
(1855 — 1860), относящ1еся къ равнои'Ьрному движешю, къ 
рассредЪлен1Ю скоростей въ открытыхъ каналахъ и къ распро- 
страненш волнъ, на изв'Ьстную работу Сюрелля (1840 г.) объ 
Адьп1йскихъ потокахъ, важную для морфодогш рЪчныхъ долинъ 
вообще и долинъ потоковъ спещально, наконецъ на гранд1озное 
изсл-Ьдованхе нижняго течешя Миссисипи и ея притоковъ Гунф- 
рейсомъ и Абботомъ. Сл-Ьдуотъ, однако, зам-Ьтить, что резуль- 
таты этого изсл'Ьдован1я были переоц1^нены. Мног1е думали^ что 
наВдена новая, настоящая теор1я р'Ькъ. Между тЪмъ найдены 
былн эмпирическ1Я^ впроченъ несколько натянутый формулы, 
вкратц* резюмнрующ1я наблюден1я Гумфрейса и Аббота. Т-Ьмъ 
не мбЕ'Ье н^тъ сомнЪн1я, что напю фактическое знан1е значи- 



*) Сочинен!я Бернарда и Фабра (ОЪвегУйиопв ваг 1е8 пу1ёге8 е! 1е8 
^оггеп!». Раг1в 1797) были для иена недоступны. Наеяольжо можно судить 
взъ сювъ Доееа (Оиивве см. выше), только книга Фабра васлужвваетъ на 
некоторое вяимая1е. Кнага Лекрэ (1е Сгеи1х. НсеЬегеЬе8 виг 1а Гогшаи'п 
^св г1т1ёгев. РаНв 1804) была для меян доступна, она представляетъ только 
1стори<1еек1й мнтерееъ. 
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тельно увеличилось поел* обнародоватя труда только — что упо- 
иянутнхъ аиерикансвихъ иорявовъ. 

Въ начал* семидесятыхъ годовъ Буссинекъ (Вои83^ле8^ 
1872 г.) сд*лалъ попытку создать цельную математическую 
теор1Ю движен1я проточной воды [Ёззаг 8пг 1а 1;Ъеог1б йе^ еаих 
соигап1в8]. Его огромный трудъ отличается высокими достоин- 
ствами и затрогбваетъ различные вопросы; тЬмъ не менФе я 
поел* него теор1я движен1я проточной воды далека еще отъ 
той степени развит1я^ которой достигли иныя физическ1Я теорхя, 
н. п. теор1я св'Ьта или звука. 

Уже поел* труда Буссянека появились н*которыя работы 
Б. Томсона [о волнахъ въ проточной вод*], о которылъ' бу- 
детъ р*чь дальше. 

Ером* спец1альннхъ работъ по динамик* р*къ^ гидротех- 
ники дадй ц*лый рядъ монограф1й^ между которыми наиболь- 
шей изв*стностью пользуется сЪа 8е1пв» Бельграна (Ве1^гап(1), 
выяснившая, между прочимъ.^ связь между распред*лен1емъ про- 
точныхъ водъ и формой долинъ съ одной и водопроницаемостью 
породъ съ другой стороны. 

Физики и гидротехники^ о которыхъ мы до сихъ поръ го- 
ворили, по большей части занимались движен1емъ воды, но ма- 
ло интересовались отношешемъ р*къ къ окружающимъ поро- 
дамъ, размытш и т. д.; съ другой стороны геологи я геог- 
рафы сначала занимались результатами д*ятельности р*къ, 
именно вопросомъ образован1я долинъ в только въ посл*днее 
время, по поводу вопроса образовашю долинъ и размнтхя, ста- 
ли заниматься теор1ей р*къ. 

Работы Риттера ^) и Пвшеля ^) о р*кахъ хотя касаются 
многихъ вопросовъ, но поверхностно. Риттеръ говоритъ между 
прочимъ о томъ, что р*ки образуются изъ системъ озеръ, что 
можно разд*лить всякое течен1е на верхнее (горное) среднее 



^) С К1иег. Б1и1е11ип^ гаг уег@^1е1сЬепс1е11 Оео^гарЫе. ВегИп 1862. 
>) РевеЬе!. Кеае РгоЫвте. и1^г.1^ 1870 г. Гд. 10, 11, 12. 
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И нижнее^ что направлеше теченгя определяется трещинами, что 
рФка^ образующаяся иаъ соединен1я двухъ рЪкъ^ должна ии^ть 
направлеше, среднее иехду направлеи1яи& образующихъ р11БЪ 
[параллелограимъ силъ] и т. д. Пэшель ви'Ьетъ довольно ясное 
понят1в объ образован1н извилннъ^ заимствованное^ кажется^ у 
Бэра; онъ внсказываетъ н^которыл довольно мЪтия заи-Ьчатя 
объ отношеюи р'Ькъ къ окружающвиъ горнниъ системаиъ, онъ 
говорить н. л., что р'Ьки удаляются отъ высокихъ горъ ^)^ 
параллельныхъ ихъ течен1Ю и т. д. 

Большой ннтересъ возбудила работа Бэра (1860 г.) ^) о 
ВЛ1ЯН1И вращен1я зеилн на нереи^щенхе русла р'Ькъ: она выз- 
вала рядъ статей, посвященныхъ этому вопросу (Цепрпвца, 
Дункера и другихъ). Бъ сохал'Ьнхю^ механизмъ явлен1я бнлъ 
ИДОЮ понять какъ Бэромь^ такь и многими другими, работав- 
шинн послФ него, 

Въ нашемь столЪт1и геологи стали много заниматься во- 
просоиъ образовашя долипъ путемъ размытхя. По м'ЬрЪ того, 
какъ накоплялись факты и наблюден1я, становилось все бол'Ье 
и бол'Ье яснымь, что рЪчныя долины суть всюду й всегда про- 
и;{веден1Я деятельности саиихь р'Ькь ^). Поэтому неудивитель- 
но, что геологи стали обращать больше внимашя на самыя 
р^кн. Почипъ въ этомъ отношен1И сд'Ьлали англичане и аме- 
риканцы: Гринвудъ *) Жйльбертъ (вео1о§у о^ Непгу Моип^ахпз) 
и Поуэль (ЕлрЬгаМоп о1^ 1;Ьв Со1огас1о гхтег). Известная кни- 
га Рихтгофена (ГйЬгег ГПг Гог8сЬип§8ге18епйе)^ на которую 
буденъ очень часто ссылаться, содерхить нетолько очень мно- 
го ц^нныхъ наблюденШ, но вмЪст'Ь съ тЪмъ зам'Ьчательные 

') Объ атомъ будетъ р11чь въ текегЬ. 

') С. Е. т. Ваег. 11еЪег е1а аП^втегпеа ОезеЬг 1п Лег Оев^аНапд (1ег 
Р1и*1ьйГе. Ва11 Асад. З.-Ре*. 1860 г. 

*) Это иа^в^е было ясно вмевазаво Гуттовонъ еще въ прошлонъето- 
1%т1в. Ор. ПауГазг. Шав^гаиоов оГ 1Ье Наиоп1ап 1Ьеогу оГ 1Ье Еаг1Ь Фр. 
пер. Вавве( подъ лагл. ЁхрИсаНопа (1е Р1ауГа1г ваг 1а 1;Ьеопе де 1а 1егге 
раг НиПоп. Рапе 1815 г. стр. 272. 

*) Ср. 01<)Ьа1п. Оа 1Не 1а17 е1«.. Яааг(. Доот. Оео1. Зое. 1|011с1оп. 1888 
'. етр. 734. 
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общ1б ВЫВОДЫ^ особенно по вопросу вд1ян1я тевтонш^и на ха- 
рактеръ течен1я е на разиъихе. Только таиъ^ гд'Ь авторъ вдает- 
ся въ физйческ1я теорш^ случаются промахк. О мен^^в важныхъ 
работахъ^ спещально по теорш р^къ^ н. п. Филипсона^ ПенЕа 
я др., будетъ рйчь въ текст*. 

Мы по необходииости должны ограничиться этими общияй 
заи^чашяии, такъ какъ въ саиоиъ текст'Ь намъ постоянно при- 
ходится указывать на ходъ развит1я того или другого вопроса^ 
а притоиъ мнопя изъ исторически важныхъ сочиненШ остались 
для автора недоступными. 

Настоящая работа прежде всего ии'Ьетъ ц'Ьлью сопоста 
вить изв'Ьстное. Иныиъ вопросамъ пришлось уд'Ьлить много мЪ 
ста, но это объясняется т-Ьмъ, что въ трудахъ геологовъ и геогра 
фовъ, гд'Ь затрогиваются вопросы, им'Ьющхе связь съ фйзиче 
скими теор1ями, встречаются воззр'Ьшя, несогласный съ принци 
нами физики или-же отрицающ1я давно доказанный, вполн'Ь 
у станов ленныя, истины. 

Въ этой работ* не затрогиваются вопросы о процессахъ^ 
пройсходящихъ въ устьяхъ рЪкъ, не разсиатрйвается ни вл1Я- 
Н1е изм^нешб климата, ни вл1ян1е геологическйхъ переворотовъ, 
ни даже годичныя изм*нен1я состоян1я рЪкъ. Первый изъ этихъ 
вопросовъ составляетъ самъ по себ* отдельную тему, такъ 
какъ находится въ связи съ совершенно отдЪльнымъ вопросоиъ 
морскихъ твчен1й, приливовъ и отливовъ и т. д. Второй и 
трет1й выходятъ за пределы программы этой работы, гд* нм-Ьется 
въ виду больше всего сама р4ка и ея деятельность. Что ка- 
сается послйдняго вопроса, то онъ^ собственно говоря, долженъ 
бы войти въ программу такой, какъ настоящая работы, но ояъ 
требуетъ ц-Ьлаго ряда предвари тел ьннхъ йзсл*дованШ по теортн 
переменнаго состоян1я рЪкъ, а потому мы были принуждены 
пока исключить его изъ спец1альнаго разсмотр^нтя, ограничи- 
ваясь только некоторыми отдельными замечащями, размещен- 
ными по разнымъ главамъ сообразно съ надобностью. 



г 



ГЛАВА I. 

Движете жидкостей. 



Движен1е всЬхъ жидкостей^ сж&иаеинхъ и несжнжаеинхъ, 
представляетъ некоторую замечательную особенность. При на- 
лнхъ относительннхъ скоростяхъ элементы жидкости движутся 
плавно^ сопротивлеше уменьшается по нЪр'Ь возвышен1я темпе- 
ратуры; [коэффнщентъ внутренняго трен1я уменьшается по м^рЪ 
швышешя температуры]^ но, боль скоро относительный скоро- 
стн превзойдутъ изв'Ьстные пределы, движен1е делается безпо - 
рядочнымъ, сопротивлеше значительно увеличивается, причемъ 
почти не зависитъ отъ температуры. 

Это явлете давно изв'Ьстно физикамъ и гидротехникамъ. 
Ухе Навье имъ занимался. Понсэле называлъ безпорядочное 
двихенхе свихревымъ», [1;оигЫ11оппа1ге]. Гуифрейсъ и Абботъ 
н&зываютъ его « пульсиру ющймъ » . При вихревомъ, пульсирую- 
ще1ъ движеши встинныя скорости течешя во всякомъ м'ЬстЬ 
постоянно я весьма скоро меняются въ ту и другую сторону 
некоторой м-Ьстиой средней скорости ^). Такимъ образомъ, жид- 
кость д'Ьйствительно какъ-бы пульсируетъ. Самопйшупце прибо- 
ры для изм'Ьрен1Я скорости течешя хорошо показываютъ эти 
пу1ьсац1Я. 

Назван1е с вихревое движете» произошло отъ того, что 
Д'Ьйствительно можно себ'Ь представить, что въ безпорядочно 

^) Въ дальн-ьйшенъ в81ожсн1к подъ скоростями будемъ всегда пони- 
кать иьетныя средв1я еяорости. 
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текущей жидкости постоянно возникаютъ и исчезаютъ нелБ1е 
вихри. При прохозкденш каждаго вихря^ надравленхе и скорость 
движен1я въ разсиатрнваемомъ и'ЬстЬ постоянно и'Ьняются. Сл'Ь- 
дуетъ поинить, что эти вихри не инФютъ ничего общаго съ 
эдеиентарныии вихрями гидродинамики. 

Н'Ькоторые искали причину ^) безпорядочнаго движен1я въ 
шероховатости ст'Ьнокъ каналовъ^ р^^къ^ трубъ и т. д. Но опы- 
ты Рейнольдса ^) показали, что, хотя сопротйалете при без- 
порядочномъ движеши увеличивается вм'Ьст'Ь съ шероховатостью 
ст'Ьнокъ^ но, для перехода отъ плавнаго движенхя къ безпоря- 
дочному и обратно, шероховатость ст4нъ им-Ьетъ второстепен- 
ное значеше, и что есть н'Ькоторыя пред'Ьльныя относительныя 
скорости, при которыхъ этотъ переходъ непрем'Ьнно совершается. 
Въ изслЪдованш Рейнольдса, йм'Ьющемъ преймуш;ествен'но опыт- 
ный характеръ, указаны пред*льныя средн1я ^) скорости тече- 
Н1Я, при которыхъ совершается переходъ отъ плавнаго движе- 
Н1я къ безпорядочному но, очевидно, такимъ образомъ косвенно 
выражается зависимость отъ относительныхъ скоростей. — ДМ- 
ствительно, положимъ, что относительныхъ скоростей н4тъ. — 
Тогда жидкость движется какъ твердое тЪло н, несмотря на 
самую большую скорость, безпорядочное движен1е не можетъ 
имЪть мЪста. 

Рейнольдсъ полагаетъ, что переходъ отъ плавнаго двйже- 
Н1Я къ безпорядочному совершается потому, что при изв'Ьстныхъ 
скоростяхъ плавное движенхе делается непрочнымъ, неустойчи- 
вымъ. Значитъ, устраняя всяк1я возмущен1Я, д^лая ст-Ьны аб- 
солютно гладкими, можно было бы но допустить до перехода 
въ безпорядочное движен1е. Однако, причина явлен1я скрывает- 



') ср. Воа881пеая. Бава! ваг 1а 1Ь6ог1в дез еаих соигапЪез. Мет. 8ау. 
Е<;г. 23 тонъ 51 стр. 

') ОвЬогпе ВеупоЫв. Оп Иге 1аду о Г ге818(апее (о 1Ке Йо\у оГ луа1ег 1п 
рагоПе! е11аппе1в. Рк]!. Тгапз СЬХХ1У; И часть. 

') Т. е. ередв1я скорости всей воды^ протевпющей по трубнм'ь, съ ко- 
торыми ПрОВ8ВОДИ1ЯСЬ опыты. 
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ся пубже. Яордъ Кельвинъ (В. Тонсонъ) и Бассе ^) показали^ 
что плавное движен1в устойчиво при какихъ угодно скоростяхъ^ 
Е01ь скоро допустииъ^ ЧТО ЖИДКОСТИ движутся по законамъ гид- 
родинамики вязкихъ жидкостей. Сл'Ьдовательно, явлеше выхо- 
дить за пределы этихъ законовъ. Уже въ другонъ и'Ьст'Ь я 
указагь на то ^)у что при изв'Ьстныхъ относительннхъ скоро- 
стяхъ жидкость постоянно разрывается. Съ ней происходить 
нЪчто подобное^ какъ съ твердыни т'Ьлами^ когда они лопают- 
ся отъ слишкоиъ быстрой деформац1и^ съ той разницею^ что 
въ жидкости за разрывоиъ сейчасъ сл'Ьдуетъ соединен1е. Раз- 
рнвъ происходить отъ того, что жидкость не усп'Ьваетъ при- 
норовить свое внутреннее строен1е къ сдишкоиъ быстрой де- 
фориацш. 

Если стать на эту точку зр'Ьнхя, то стансть вполне яс- 
пыхъ^ почему шероховатость ст'Ьнъ играеть второстепенную роль 
при переходе къ безпорядочному движешю. Возмущешя хотя 
способствують безпорядочному движен1ю, но не составляють его 
црнчнны. Причина кроется въ физическихъ свойствахъ жидко- 
стей^ благодаря которымъ он'Ь способны деформироваться впол- 
пЬ непрерывно только до т'Ьхъ порь, пока скорость, съ кото- 
рой совершается деформац1Я, не выходить за изв«Ьстные пре- 
делы. Кажется^ что высказанная мною мысль но вполн^Ь нова 
для 1гЬкоторыхъ гидравлнковъ. Пэ крайней м'Ьр'Ь уб'Ьждеше, 
что бсзпорядочное движен1е не подходить подь законы обыкно- 
венной гидродинамики^ ясно видно у Буссинека ^). 

Пред'Ьдьныя среди1я скорости тсчен1я, при которыхъ со* 
вершается псреходь къ безпорядочному движен1Ю, уменьшаются 



*) Ьог(1 Ее1у1а. «Оп 81пЫИ1у еЬс» и сВгоа(1 К1уег в1е> РЪП. Ма^аг. 
5 еер. 24 тоиъ. Ваээе!. 81аЫИ1у оГ У18соав I^^а^(1в. Ргое. Коу. Зое. Ы1 стр. 
273^ ер. 1ог(1 Кау1е1^Ь. «Оп 1Ье чивоиоп е1е>. РЫ1. Иа^г. 5 еер. 31 тонъ. 

>) И. Р. КаАвк!. Но1е оп 1110 йоу^ оГ т7а(ег е1е.... РЬИ. Иартг. 1893 
г. 35 тонъ 216 тетрадь (Майекая). 

*) Ср. Воавегпеоя 1ое. сДиетр. в, Ёвновнчъ Куреъ гадравликв. С.-Пот. 
18Э1 г. стр. 91. 
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ПО м'ЬрЬ увеличен1Я разм-Ьронъ сЬчотя русла няи трубы. Въ 
сущности плавное движете воды возможно только въ волосныхъ 
трубкахъ. Всл'Ьдствге этого его законы прйложииы только къ 
движенхякъ почвенной воды ^). 

Такъ какъ скорости увеличиваются вм'ЬстЪ съ уклононъ; 
то въ одной й той же трубке при иалоиъ уклон'Ь вода течеп 
плавно^ при большенъ безиорядочно. На основаши добытыхъ 
опытнымъ путемъ формулъ Рейнольдса нетрудно уб-Ьдиться^ что 
еслибы при маломъ уклоне вода текла безиорядочно^ то ея 
поступательныя скорости были бы пеньте^ а сопротивлеше боль- 
ше^ ч±1Аъ при томъ плавноиъ двйжеши^ которое фактически 
происходить. Наоборотъ^ оказывается, что еслибы, при боль- 
шеиъ уклон'Ь, течснге совершалось по законамъ плавнаго двй- 
жешяу то поступательпыя скорости были бы больше, а сопро- 
тивлете меньше, ч*мъ при томъ бозпорядочномъ движенхй, ко- 
торое на самомъ д^^лЪ совершается. Такъ н. п., при помощи 
формулъ Рейнол1>дса нетрудно вычислить, что въ прямой труб* 
изъ жженной глины, съ круглымъ сЬченхемъ д1амвтра въ одинъ 
метръ при уклон* въ 0,0001, истинная средняя поступатель- 
ная скорость воды равна всего 0,*^7 метрамъ въ секунду. При 
указанныхъ условхяхъ течен1е всегда безиорядочно, такъ какъ 
при данномъ д1аметр'Ь и уклон'Ь скорости далеко больше пре- 
д'Ьльныхъ скоростей, при которыхъ плавное движен1е еще воз- 
можно. Но если бы плавное движете было возможно, то при 
тЬхъ же самнхъ услов1Яхъ средняя скорость течен1Я равнялась 
бы 17 метрамъ въ секунду. Эти результаты получены въ пред- 
положеши, что температура воды ^) близка къ нулю, но, допу- 
ская, что температура равна примерно 15^0., мы бы получили 
среднюю скорость, почти вдвое, большую. 



*) Подробности ВТОГО вопроса читатель иожетъ найти у Евневича 
1ое. ей. 

') При безпорядочнонъ движен1и постуаатедьная сворость почти что 
не вавиеятъ отъ теиаературы. 
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Это обстоятельство йм'Ьетъ громадное значете въ вбоно- 
11М природы. Бслибы р'Ькя текли по законамъ плавнаго дви- 
хешя^ то и он'Ь и весь сиБъ земля» йм'Ьлибы другой видъ. 

Благодаря безпорядочному движешю скорость ручного те- 
чешд не зависитъ отъ колебашй температуры; съ другой сто- 
роны оно поддерхиваетъ одну и ту же температуру отъ дна до 
поверхности^ ибо вода р'Ькв постоянно перемешивается. Части- 
цы^ быв1Л1я на поверхности^ устремляются ко дну и наоборотъ. 
Вследств1о этого даже у саиыхъ большихъ р'Ькъ во всЬ вре- 
кена года температура воды на разныхъ глубянахъ одна и 
тахе ^). 

Постоянное перем'Ьшиванге воды при безпорядочномъ дви- 
женья ии'Ьегь громадное значеп1е для перенесешя твердыхъ ве- 
ществъ. Оно способствуотъ диффуз1и химическихъ растворовъ. 
Механически взв'Ьв1енныВ матерхалъ тоже быстро передастся изъ 
перйферическихъ струй воды къ центральнымъ. Такимъ обра- 
зоиъ вся масса воды насыщается мутью и разности въ насы- 
щенш перйферическихъ и центрадьныхъ струекъ значительно 
уменьшаются. При совершенно плавномъ движеши передача 
твердыхъ частей отъ стЪнъ къ центральной части течешя бы- 
ла-бы въ сущности невозможна. Наконецъ при безпорядочномъ 
движепи подхватыван1Ю твердыхъ частицъ со дна и береговъ ^) 
сиособствуютъ мелькхе вихри, которыми оно сопровождается. 



') ср. Жукъ.Тсмоер. воды въ Дв^ор'Ьу Б!<2ва въ 1810 г. Зав. Е1евеж. 
Об1ц. Бетеств. XII томъ, 2 вып. стр 325. Такъ в. п. авмою с пока р'Ькв покрыта 
1ьдоиъ, температура всей мае ы воды колеблется между +0°^и ОМС. и яе 
новышаетея пока дедъ не тронулся; наоборотъ везавясамо отъ обил1я льда, 
движущегося ас ркх1|^ оаъ не остановится ■ не покроетъ р%ви сплошной 
корой, пока температуря всей массы воды не повизится до -|-0^2 иля 4~0^3^•' 

10С. €11 

Въ Лнг.т1я ва аосл-Ъдн1е годы былъ сд^ланъ ц<ьлый рядъ ваблюден1Й 

нвдъ темпер. р'Ькъ, но ваблюдев1я всюду прои8водял1Сь на одной глубянИ. 

Смотри Бер. оп 1Ье веавопаХ тапаНопв оГ 1етр. Кер. Вг. Лее. 1891 г. 

стр. 454. 

') Ср. ОвЪогае ВеупоЫв Оп сегШи 1а^8 оГ 1Ье пгег ге^1те Еер. 
Вг. Аав. м 1887 г. стр. 55в. 
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Двнжешя атмосферы тоже совершаются по законамъ без- 
порядочнаго движен1я^ а потояу скорости в'Ьтровъ никогда не 
достигаютъ т^^хъ пред'Ьловъ^ как1е ^) возможны при плавномъ 
движенш. Еъ сожад1^нш^ почти во вс^Ьхъ трудахъ, посвящен- 
ныхъ теоретической метеорологш, за вскдюченхемъ трудовъ 
Марки ^\ предподагастся^ что сопротивяеше движешю воздуха 
пропорц1онаяьно первой степени отъ скорости. Этотъ законъ 
сопротивлешя приложииъ къ плавному движенш, но не къ без- 
порядочному. 

Чтобы дать понлт1е о предЪльныхъ скоростяхъ, при ко- 
торыхъ плавное движен1е воды еще возможно, скажемъ^ что 
у трубъ Рейнольдса средняя критическая скорость, при кото- 
рой плавное движенхе непременно переходило въ вихревое, 
опред'Ьлялась формулой: . 

Р 



У = 



ВП' 



Въ этой формул* при единицахъ: метръ, секунда и гра- 
дусы Цельзхя ^). 

/^=43,79 
/)=д1аметру трубы 

р ^ 

1 + 0,0236Г + 0,0022Т^ 
Т = температур* въ градусахъ Цельз1я. 
V =: средней скорости. 

Наоборотъ, безпорядочное движенге непременно переходи- 
ло въ плавное при критической скорости въ шесть слйшкомъ 
разъ меньшей^ ч*мъ вышеуказанная. 



^) Ср. мон стятьи. о 8акон11 сопротивления при ^оздушныхъ дпв«е' 
в]яхъ. Метеор. Б&стынкъ 1893 года № 4. Вешегкип^ ги Ог. Корреп'в АиГ- 
8а1;2 е1;е« Аппа1еп ^ег Ну^го^гарЫе. 1893 г. ^6 8. 

*) МагеЬ! 8м^^о д'аррИеагюпе де! рГ1пе1рп ^е1Г]<1гаа11са е(е,*. Лпп. 
Ш. Сеп1г. Ме1еог, ОеосИп. Раг1е I то1. УХИ. 1886 года. 

') О. КеупоИв. 1ос. сМ. 
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Въ морскихъ течешяхъ вода движется тоже безпорядочно, 
за йскшчешемъ нЪкоторыхъ чрезвычайно медленныхъ иодон- 
Енхъ течетй. Между т'Ьмъ вся тоорхя Цэпприца ^) основана 
на уравнешяхъ плавнаго движешя. Поэтому въ этой теор1И 
в'Ьрна только основная иысль о влхяши в-Ьтровг^ но всЬ чис- 
ленные результаты неточны. БроиЪ того заиЪчу иимоходонъ^ 
что разснатрнваеиый у Цэпприца случай двухъ параллельныхъ 
течешй^ направленныхъ въ прямо противуположныя стороны и 
соприкасающихся между собою такъ, что въ некоторой плоско- 
сти скорость движешя равна нулю, невозможенъ. 

Этотъ видъ движешя неустойчивъ ^), а потому при ма- 
I лтгиет возмущеши вода обоихъ течешй см'Ьтивается и послФ 
I сахаго непродолжительнаго времени это движеше совершенно 
I разрушается. Неустойчивость движешя нм'Ьетъ м'Ьсто и тогда, 
1 когда плоскость, разделяющая течен1я вертикальна и тогда^ 
когда она горизонтальна, но въ посл'Ьднемъ случа'Ь, если жид- 
кость нижняго течешя плотн'Ье, то вм'Ьсто смЪшешя жидкостей, 
неустойчивость даетъ поводъ къ образованию волнъ на границ'Ь 
между течошями. Этимъ то объясняется образоваше волнъ на 
поверхности воды подъ вл1ян1бмъ в'Ьтра ^). 



') Иаъ КгйттеГя Ыап(1ЬиеЬ ^ег О^еаподгарЫе. II тоиъ стр. 351 ви- 
куч чго уже Г. Герцъ обрятилъ было вниманхе на вто обстоятольетво. 

*) Ор. Кау1е1^1|. Оп (Ье 81аЪ1И1у оГ еег1а]п йиИ тоиопэ Ргое. 11а1Ь. 
бое. XI тоиъ. 

*) Ср. Ни1тЬоиг. Бпегдге Аы ^Уо^еп ппд (1вв ^^1п(1е8 ЗгиЪ. Акас1. 
^Ь|8. ВегИп 1890 г. етр. 853. Ср. тоже ооыты Рейнольд са въ Н'Ьеюль во рпвъ 
прнводиной рабогЬ вг РЫЬ Тгапв. 



ч 



ГЛАВА II. 

Распред'Ьлвнхв скоростей при равном-Ьриоиъ устано 

вившемся движенш. 



Тоор1я ДВИЖ01ПЯ жидкостсй представляотъ громаднМппя 
затруднон1я. Ужо Галлилей *) говорилъ, что гораздо легче раз- 
гадать законы ДВИЖСН1Я нсбесныхъ гЬлъ^ -столь отъ насъ уда- 
ленныхъ^ чЪмъ законы движен1я воды, протекающей въ нЪсколь- 
ки>^ъ шагахъ отъ наблюдателя. Тоже самое говорить Гершт- 
неръ \ знаменитый авторъ теорш волнъ. Сэнъ-Венанъ назы- 
валъ гидродинамику с приводящей въ отчаяше загадкой» ^). 
Даже въ теорш плавнаго движен1я въ волосныхъ трубкахъ съ 
точностью р'Ьшены только н'Ькоторыя бол^Ье простыя задачи. Бъ 
этимъ «рЪшеннымъ» задачамъ принадлежитъ Зсчдача о равно- 
м'Ьрномъ установивтеися ^) двйжеши воды въ прямой волосной 
трубк*, хотя впрочемъ полный р'Ьшсн1я ^\ т. е. даюпця ско* 



') КйЫтвпп. Ну(1готссЬап1к. Наппоуег. 1879 г. стр. 338. 

*) 0ег81пег ТЬеопе (1ег \Уе11еп. авреводъ 8а1п1-Уепап1'а Апп. Ропи 
е! СЬаивв^ев 1887 г. I полу г. стр. 36. 

') Вои881п<:&д. 1ое. еН. стр. 36. 

*) Дви2Ков1е называется равяом'Ьрвыкъ, когда скорости одияяковы во 
всЬхъ поаеречвыхъ сЬченгяхъ^ установившимся, когда скорости не м-Ьняютса 
еъ течешеиъ времени. 

*) Ср. н. п. ОгеспЫН. Оп (Ье Яо^ о( а ▼1всоа8 йш<1 1п а р1ре ог 
еЬаппе!. Ргое. Ьоп<1. Иа1;Ь. 8ое. XIII томъ. 

Огае1г. ТТеЪег сИе Ве^едап^ дег Р1ав81^ке11 1п КоЬгеп. ЪеИвсЬт, Ш 
Ма^Ь. апА РЬуа. 1880. 
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ростн отд'Ьльнн&ъ струй^ и.^стнн только для н1^которяхъ формъ 
сЬчешл трубки. За то полохЕтельно изв'Ьстно, что иехду сред- 
не! скоростью, уклоиомъ и такъ называемымъ гидравличоскииъ 
рад1усо1ъ существуетъ сл'Ьдующая связь: 

1^8шг = сУ (1) 

гдЪ V есть средняя иоступательная скорость теченхя 

> % » уклонъ 

> I > гядравлйческ1Й рад1усъ т. е. отношен1е площади 

живого сЬчешя къ сиачиваеиому периметру, 

> с » в'Ькоторая постоянная^ зависящая отъ кодффиц1ен- 

та вязкости и отъ формы сЬченхя. 

Такъ какъ уклонъ г есть ветчина обыкновенно очень 
1алая^ то вместо вгпг пишутъ просто г. 

Но формула: (1) годится только для волосныхъ трубокъ 
й каналовъ. Для сходнаго случая^ когда въ больи1ихъ трубахъ 
и каналахъ при безпорядочномъ движен1и мЪстныя среднхя ско- 
рости равяом'Ьрны и устанозйвш]яся, собственно говоря^ н'Ьтъ 
вдолн^Ь надежной теоретической формулы ^). Теоретическ1я фор- 
мулы н. п« формулы Буссинека выведены при н'Ькоторыхъ в'Ь- 
роятныхъ^ но недоказанныхъ предположен1яхъ. Однако въ виду 
того, что законы движен1Я проточной воды представляютъ гро- 
мадн*йш1Й практически интересъ, существуетъ ц-Ьдый рядъ эм- 
иирическихъ формулъ^ добытыхъ путемъ опытовъ и наблюден1й. 
Приведемъ нЪкоторыя изъ этихъ формулъ, удержавъ прежнхя 
знакоположетя и обозначивъ кром'Ь того черезъ а^ Ь^ с, . . . по- 
стоянныя^ вависящ1я отъ формы с'Ьчен1я^ его разм'Ьровъ, отъ фи- 
знчесБИхъ свойствъ стФнъ и опред'Ьляемыя каждый разъ изъ 
наблюденШ. 



*) Формулы Вусеннева ппдходятъ подъ первый тяпъ (см. яме). Дру- 
пе теоретвкя отдвютъ яредлочтевае «ормудаиъ второго тяо*. 
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Болыпинбтво этихъ формулъ могз'тъ быть подведены иодъ 
три тииа: Первый типъ: 

и = 6 Р (2) 

какъ формулы Тадини, {Ь = 0,0004), Гангулье н Куттера *) 
и др.; Второй типъ: 

1л '^ аУ I- ЬР (3) 

какъ старый формулы Прони, Эйтельвейна и др ^). 

ТретШ типъ: 

Ы = Ь. Г- (4) 

гд* п есть число^ близкое къ 2. Таковы и. п. формулы Шс- 
зн, 0. Вснана и Ройнольдса, 

Формулы Гумфрейса и Аббота, Гауклера, Борнемана, Га- 
гена, Гардера и др. бол1в слояаш и различаются и отъ вы- 
шеприведенныхъ и одна отъ другой. Очевидно, что ни одна 
изъ этихъ формулъ неимЪетъ общаго теоротическаго значен1Я '*). 
ОнЪ показываютъ, что связь между Ц К, г по всей вероят- 
ности довольно сложная и во всякомъ случай иная, ч4мъ вы- 
ражаемая у р. (1), свойственнымъ плавному двйженш. 

Для того-же самаго равном4рнаго, установившагося дви- 
женья въ безконечно широкомъ канал'Ь теорхя даетъ для рас- 
прсд*летя скоростей въ зависимости отъ глубины законъ обык- 
новенной параболы. Другими словами, если станемъ разсматри- 
вать глубины какъ абсциссы, то скорости окажутся пропорщо- 
нальны ординатамъ н'Ькоторой обыкновенной параболы. Въ виду 
того, что ширина большйхъ р^Ькъ очень часто въ несколько 
десятковъ разъ больше глубины, можно ожидать^ что по край- 
ней мыр* въ серед игЬ теченья большйхъ р4къ, въ т-Ьхъ м*- 



*) Ка1;^ег. 01е Ве^у^е^ап^ €1е8 ^аввега. ВегИп 1885 г. стр. 4. 

') Мв1Э8пег. НуагаиИк Депа 1878 г. I томъ § 132, 133. 

*) Ср. КйЫтапп. Ну^гошесЬапвк, Наппотег. 1879 г. стр. 40&, 
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стахъ, гд^к двнхеше приблизительно равном'Ьрно и установив- 
шееся^ истинное распред'Ьлеше м'Ъстныхъ скоростей должно под- 
ходить подъ теоретически законъ. Опыты Гувтфрейса и Аббо- 
та ^) на Миссисипи в ея притокахъ^ Гарляхера ^) на Дуна'Ь 
и Эльб*, Рингеля на Эльб* ^), Наццани на Тибр* *), Вагне- 
ра ^; на Рейн* и Везер*, точно также опыты другихъ гидро- 
юговъ подтверждаютъ результатъ теор1И^ но далеко не удов- 
летворительно. Иной рс'1зъ можно очень легко подвести наблю- 
даемая скорости подъ другую кривую. Шкоторые гидрологи 
дШтвительно предлагаютъ друг1я кривыя н. п. кубическую 
параболу в т. д. но совершенно напрасно. Д'Ьло въ томъ^ что 
чаще всего скорости верхнихъ слоевъ довольно хорошо выра- 
жаются одной параболой^ а скорости подонныхъ другой^ обла- 
дающей большей кривизной. Другими словами^ вблизи дна ско* 
рости меньше сравнительно съ т'Ьми, которыя можно было бы 
омдать судя по распредЬленхю скоростей въ верхнихъ слояхъ. 
Вагнеръ ®) справедливо зам4чаетъ, что это резз^льтатъ большей 
затраты эиергш въ подонныхъ слояхъ. Д'Ьло въ томъ, что за- 
Бонъ обыкновенной параболы во всякомъ случа'Ь приложймъ 
только къ равномерно нагруженной механически взв'Ьшеннымъ 
матерхядомъ вод*. Между гЬмъ поденные слои всегда больше 
нагружены, ч'Ьмъ верхн1е^ а потому зд'Ьсь затрата знерг1и на 
перенесен1е твердаго матерхяла болыне. 

Наконедъ сл*дуетъ помнить, что законъ обыкновенной 
параболы основанъ на пред110ложен1яхъ в-Ьроятпыхъ, но недо- 



*) !!к1е18впег 1ое. еН. стр. 211. 

'} Наг1аеЬег. ^\& Меавпп^еп ап с1ег Ё1Ье пп(1 Роппп. Ьехрг]^. 1887.. 

') Н1По^в1. М1Ш1е!1ип§еп аеЬег (1'|е ап (1ег Е1Ье аиз^еГиЬг^оп Меваап- 
ееп. СЫИпдеп1еиг. 1888 г. стр. 505, 

*) Кпоке. Вс'11га.§е ког Ну(1га1111к 1п [1а11еп, 7е11всЬг. (1еи1. 1п^еп1е11ге. 
1883 г. стр. 809. 

*) \Уодпег. Нус^гааИ^сЬе Пп^егеаеНипдеп. ВгаипвеЬ^^'е!^ 1Р81 г. 

■) ЛУадпег 1ос. с!!, стр. 39. 
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казанннгь ^\ что даже съ точки зр^пя теор1и Буссинека онъ 
справедлявъ только для безконечно широкаго канала. Такъ 
н. п. для каналовъ съ полукруглынъ с^Ьчешехъ Буссинекъ на- 
ходить законъ кубичное параболы. 

Упоиянутня выше гидрологичбСК1я наблюденк крои-Ь того 
доказываютъ, что распред'Ьленхе скоростей вообще крайне из- 
^Ьичиво въ зависииости отъ разныхъ факторовъ. Между втяни 
факторами весьма важную роль играегь в'Ьтеръ. Такъ и. д. у 
Миссисипи ^) динаиическая ось т. е. струя, обладающая наи- 
большей скоростью ^) при тихой погод'Ь находится на глубин<Ь, 
равной 0,317 общей глубины, при в'Ьтр'Ь, дующеиъ вверхъ по 
течешю со скоростью 12 метровъ въ секунду динамическая 
ось оказалась на глубин'Ь 0,56 общей глубины^ значить, в1^- 
терь задерживалъ верхше слои, наконець при в^тр'Ь такой-жв 
силы, дующеиъ внйзъ по течешю, динамическая ось оказалась 
на тлубйнЪ 0,08, значить, в'Ьтеръ способствоваль движешю 
верхнихъ слоевь. Вд1ян1е в'Ьтра бол'Ье зам1Ьтно у большихъ 
р'Ькъ, ч^мъ у малыхъ. 

Среднее положенхе динамической оси различно у раз- 
ныхъ рЬкъ и въ разныхъ участкахъ той-же самой р'Ьки. По- 
ложен1е ея несоин'Ьнно другое во время половодья, какь во 
время межени. Вагнерь находиль динамическую ось въ ра:^ 
ныхъ случаяхъ на разныхъ глубинахъ, начиная съ О до 
0,28 общей глубины. У Тибра Наццани *) нашелъ динамиче- 



') Какъ нало можно полагаться на матемвтнческую теор1ю дввжев1я 
проточной воды видно и8ъ сл1>дующаго обетоятельствя. Законъ рпспред'Ь1сН1'я 
скоростей въ крупыхъ трубахъ и отврытыхъ вруг1ыхъ к&валахъ по ва- 
те ыатической теор1И одинъ н тотъ-же, между т'Ьмъ какъ это аротивор'Ьчитъ 
опытамъ. Въ трубахъ убыван1е скорости отъ осв сКчев1я въ периферия 
оказывается значительно бол'Ье иедлевнымъ, чФнъ въ открытыхъ ваналвхъ. 
Ср. Ва21п. КесЬегсЬев ехрептои^л1ев ваг Гёеоа1егаеп1 (1е 1*еаи <1а11в 1е8 
сапаах (1ёеоауег1в. Мет. 8ау. Е1г. XIX тоиъ стр. 27. 

') Ме18впег 1ое. с1(. 

*) Динамическая ось соотв'Ьтствуетъ вершин'Ь кривой скоростей. 

») 1ос. с11. 

*) Кпоке 1ос. е11. 
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скую ось на разстоянш отъ поверхности н1(Скольео иеньшемъ, 
ч^мъ одна треть глубины. Гарляхеръ ^) и Ринтель ^) нашли у 
Эльбы наибольшую екорость у самой поверхности. Бъ сожа- 
ЙН1Ю сравнительныхъ изиФренШ^ произведенныхъ на одной и 
той же р^к'Ь, въ тоиъ же м'Ьст^Ь, но въ различный времена го- 
да при различномъ состоян1и рЪки имеется черезчуръ мало. 
На основан1и опытовъ Дарси и своихъ собственныхъ^ произве- 
денныхъ въ искусственныхъ наналахъ, Базднъ ^) пришелъ къ 
заключешю, что сопротивлен1е спокайнаю воздуха въ сравненш 
съ сопротивлешемъ ст'Ьнъ русла совсЬмъ незначительно, такъ 
что^ если бы положен1е динамичесЕой оси зависало единствен* 
но отъ сопротивлен1я воздуха, то она всегда находйлась-бы 
вблизи поверхности. 

Вм'Ьст'Ь съ т'Ьиъ Базэнъ уб'Ьдился ^), что динамическая 
ось находится т'Ьмъ дальше отъ поверхности, ч'Ьмъ отношенхе 
пубины къ ширинЪ больше н ч'Ьмъ скорость движешя меньше. 
Въ связи съ посл'Ьднймъ обстоятельствомъ находится и тотъ 
подмеченный Базэномъ ^) фактъ, что въ каналахъ одной и 
той-же величины, съ однимъ и тЪмъже уклономъ динамическая 
ось находится т'Ьмъ глубже, ч'Ьмъ стЪны бол-Ье шероховаты. 

Базэнъ думаетъ, что причину этого явлешя сл'Ьдуетъ ис- 
кать въ особенно сильной безпорядочности движешя верхнихъ 
слоевъ воды. «Когда вода течетъ въ труб*» говоритъ онъ •) 
«то сопротивлеше ст'Ьнъ вызыв<аетъ н11которую солидарность 
между разными частями теченхя и м'Ьшаетъ сильнымъ вихре- 
вамъ движенкмъ^ зам'Ьчаемымъ у поверхности. При течеши въ 
охкрытомъ канал'Ь^ благодаря отсутстихю сопротивлен1я во верх- 
ней поверхности, благодаря несимметричности распред'Ьлешя 



') 1ое. еН. 

•) 1ос. ей. 

•) 1ос. «1;. стр. 162. 

•) 1ос. еИ. стр. 238. 

>) 1о«. С1е. стр. 228. 

•) 1ос. с!*, стр. 180. 
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скоростей *), въ верхнихъ слояхъ получаются особенно благо- 
пр1ятныя услов1я для безпорядочныхъ вихревыхъ двнжен1й^ всл'Ь- 
ств1е чего (поступательная) скорость зд*сь уменьшается». 

Въ предшествующей глав'Ь иы указывали на то^ что дви- 
жете проточной воды безпорядочно во всей ея масс*. Отм4- 
тимъ теперь, что во верхнихъ слояхъ при мало-мальски быст- 
ромъ двЁжен1и эта безпорядочность видна на глазъ^ какъ это 
можно вид'Ьть^ сл'Ьдя н. п. за колебан1ями плавающихъ сиг- 
нальныхъ зяаковъ и другихъ лредметовъ. 

Безпорядочность движен1я зависитъ нетолько отъ отсут- 
СТВ1Я сдерживающаго сопротивлетя, но также отъ быстроты те- 
четя, доходяш;ей у горныхъ потоковъ до того, что вся масса 
воды клокочетъ. Следовательно у быстрой рЬкн движенхе всю- 
ду весьма безпорядочно и н4тъ особенно большого различхя 
между поверхностными слоями и, скажемъ, поденными Поэтому 
положете струи, обладающей наибольшей скоростью, регули- 
руется вл1ян1емъ сопротивлен1я ст'Ьнъ. Она находится въ на- 
ибол-Ье удаленномъ отъ нихъ м-ЬсгЬ, т. е. поближе къ поверх- 
ности въ центр* поперечнаго сЬченхя русла. Между т4мъ при 
медленномъ течен1и движенхе въ остальныхъ частяхъ канала 
нестоль безпорядочно какъ вблизи поверхности; а потому без- 
порядочность движен1я верхнихъ слоевъ обнаруживается какъ 
им'Ьющ1й большое значенге факторъ и, уменьшая скорость верх- 
нихъ слоевъ, понижаетъ положен1е динамической оси. 

Ч'Ьмъ глубина при той-же самой ширин* больше, т-Ьмъ 
ниже опускается динамическая ось. Въ иныхъ случаяхъ наи- 
большая скорость находится на глубин* равной ^/^ общей глу- 
бины. Мн* кажется, что это явлете обусловливается большей 
устойчивостью течен1я, характеризуемаго глубокимъ положенхемъ 
динамической оси. Вообще для двйжсн1й жидкостей вонросъ 



^) Подрпзум'Ьвается синиетр1я меяду верхней и нижней частью течен1я. 
') Мы говоря мъ Д1Я простоты о прямомъ канахЬ. 
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устойчивости^ какъ это занЪчаетъ Буссинекъ ^), ии-Ьотъ боль- 
шое значеше. Однако зд'Ьсь иы довольствуемся тФмъ^ что кон- 
статируеиъ фактъ, не вдаваясь въ детальное обсуакден1е этого 
вопроса, такъ какъ это могло бы насъ завлечь слишкомъ далеко. 

Мы выше упомянули о томъ^ что у Миссисипи динамиче- 
ская ось находится глубоко. Это хорошо согласуется съ ре- 
зультатами опытовъ Базэна. Миссисипи р'Ька глубокая [гово- 
ри1ъ о ея нижнемъ течен1И] до 120 футовъ и болЪе^ и срав- 
нительно узкая^ при томъ ея течете довольно медленно: 1,25 
—1,50 метровъ въ секунду. 

Изъ сказаннаго видно^ что нФтъ н р'Ьчи о какоаъ нибудь 
постоянномъ простомъ закон'Ь распред'Ьлешя скоростей въ вер- 
тикальномъ направленш. Бели къ тону прибавимъ вл1ян1е не- 
правильностей въ форм'Ь дна^ кривизны русла и т. д. то уви- 
дкиъ, что распред'Ьлеше скоростей всегда крайне разнообразно. 
Жаль только, что вл1ян1е различныхъ факторовъ на распред^Ь- 
1еше скоростей мало йзв'Ьстно. Гидротехники чаще всего стре- 
мятся име|нно къ выводу эмпирической средней формулы^ а по- 
тону нетолько не стараются обнаружить разныя уклонешя отъ 
средняго типа^ но скорее отодвигаю1ъ ихъ на задн1Й планъ. 
Тоже самое разнообраз1е существуетъ и въ другихъ отноше- 
н1яхъ. Такъ н. п. отношенхе наибольшей скорости къ средней 
изм'Ьняется въ пред'Ьлахъ отъ 2 для каналовъ^ которыхъ ст'Ь- 
нн сильно шероховаты, до 1,18 для гладкихъ стЪнъ ^). Ско- 
рости у дна и боковыхъ ст'Ьнъ русла различны. Наибольния 
бываютъ у дна на стрежени т. е. подъ динамической осью, 
наименьшхя, иногда нуль, а вслуча'Ь образован1я водоворотовъ 
даже отрицательный, бываютъ у береговъ вблизи поверхности. 



М 1ое. {^а. стр. 120. 

*) В&21п. 1ое. еИ, етр. 151. Это вавиеягь нет01ьио отъ шероховатоетя, 
но тоже Отъ еамаго^ «атер1ада, ивъ котораго еоетоятъ ет'Ьны. Вода не сколь- 
)втъ 00 поверхности гЬхъ гёлъ, который смачиваются водою. Ср. Не1т- 
ЬоНг п. Р1о(гот1Гбк]. ие1Ъап^ (1егР1й881дке1«ел. Не1тЪо11:г \У1вв. АЬЪ. I томъ 
Ье!!»!^ 1882 г. етр. 218. 
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Разум'Ьется^ когда дднаиичесвая ось рЪки подходитъ къ одноиу 
иаъ береговЪу то скорости у этого берега значительны^ за то 
у противуположнаго гЬмъ меньше, Никакйхъ постоянныхъ от- 
ношешй конечно нФтъ. Можно сказать только то^ что при ра- 
венстве прочихъ услов1й абсолютный разности между наиболь- 
шей и наименьшей скоростью течетя т-Ьмъ больше^ ч-Ьмъ р*- 
ка больше. 

Иные полагаютъ, что скорость у дна равна двумъ пятыкъ 
средней скорости. Во всякомъ случа'Ь это правило им^етъ тоже 
только чисто относительное значете. Известно только, что, 
ч^мъ р4ка быстрее, т^мъ €се1;ег18 рагхЬив» подонныя скорости 
больше. 

Наконецъ^ чтобы дать понят1е о томъ^ какъ различны 
бываютъ причины^ вл1яющ1я на изм'ЬнбН1е скорости^ при- 
ведемъ сл'Ьдующ1й примЪръ. Въ одномъ старомъ канал'Ь^ ко- 
тораго ст'Ьны были облицованы камнемъ^ Базэнъ вел'Ьлъ со- 
скоблить Т0НК1Й слой мха^ покрывавшаго., впрочемъ далеко не 
всюду, поверхность камней. Оказалось, что вода сейчасъ стала 
стекать гораздо [почти въ полтора раза] быстр'Ье. 

Довольно распространено мн-Ьюе, что теоретическое рас- 
предЪлете скоростей въ паралельныхъ внешней поверхности 
плоскостяхъ тоже подчиняется закону обыкновенной параболы. 
Даже въ теор1и этотъ законъ справедливъ только для прямого 
канала безконечной глубины, конечной ширины, огражденнаго 
вертикальными сгЬнками. Онъ вовсе не приложимъ къ р'Ькамъ, 
у которыхъ ширина всегда въ н'Ьсколько разъ больше глубины. 
Какъ и сл^Ьдуетъ ожидать^ наблюдаемое у рЪкъ распред'Ьлете 
скоростей во вн'Ьшней и въ параллельныхъ внешней плоско- 
стяхъ представляетъ только далекое сходство съ параболйче- 
скимъ распре дЪлешемъ. Обыкновенно это распре д'Ьленхе пред- 
ставляетъ много м'Ьстныхъ аномал1й, находящихся въ зависи- 
мости отъ М'Ьстныхъ неправильностей въ формФ дна и бере- 
говъ. 
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Таквмъ образожъ пн видииъ^ что даже тбор1я равнон^Ьр- 
наго установившаго движешя проточной воды вообще неудовле- 
творительна. Теор1я неравном'Ьрнаго движешя находится въ 
нелучшеиъ^ а теор1я перемЪннаго двйжен1я пожалуй въ еп|;е 
худшежъ состоянш. 



ГЛАВА III. 

ПОТОЕИ и р^^БИ, 



Д-Ьдете течешя на верхнее быстрое, горное, нижнее «ед- 
денное, равнинное и среднее переходное, хотя ишЪетъ за со- 
бою авторитетъ Риттера^ удобно только въ чисто морфологи- 
ческомъ отношен1И. Если станемъ н. п. съ поняйемъ верхня- 
го течен1я связывать понят1е большой скорости, то найдеиъ 
столько йсключенШ, что само олред'Ьлен1е окажется негоднымъ. 

Въ виду того, что скорость есть самый важный признакъ 
въ характер'^ р'Ьки, на&бол'Ье важными сл'Ьдуетъ считать д'Ьле- 
шя^ основанный на этоиъ признак'^. 

Газе ^) предлагаетъ д*лить течен1я на горння. и равнин- 
ныя. понимая подъ первыми быстрый, подъ другими медленный 
теченья. Но вмЬсто д-Ьлейя Газе гораздо удобн-Ье ввести ди- 
намяческое д'Ьлеше С. Венана на потоки (1;оггеп1;8) и р'Ьки 
(пт1бгв8). Опыты, наблюдетя и теор1Я *) согласны въ томъ, 
что существуетъ коренное различхе въ род* движен1Я проточ- 
ной воды^ смотря потому будетъ-ли: 



') Нааво Р1й88е ап(1 Р1ив81айГв Реесгт. ШеЬ. 1891 г. стр. 49. 
') \7, ТЬотаоп. Оп 1Ье 8о111агу ^ауеа 1п 11омг1пд ^а1вг РЬ11. Мо^г. 
5 сер. 22 н 23 токъ. 

Воивв111евч. 1ое. еН. § ХУ1 ш др. 



г 
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^'<о^91 (1) 

илн: 

приченъ^ какъ прежде V обозначаетъ среднюю скорость^ 

> » > 1^ » гидравлически радгусъ: 
ъ * » д » ускоренхе силою тяжести 

(9,8 метр, въ сек.). 

> > » а > некоторый иножитедц н'Ь- 
ско^[ько большШ чФмъ единица и зависящШ отъ фориы сЬчешя 
и отъ своВствъ породъ^ изъ Боторыхъ состоятъ стЪны русла ^). 

ТЪ течен1Я^ для которыхъ имФетъ мЪсто первое неравен- 
ство относятся Бъ типу р^Бъ^ тЬ^ для Боторыхъ ииЪетъ «"Ьсто 
второе неравенство^ принадлежать бъ типу потоковъ. 

УБазаняое динаиичесБое различье находится въ т'Ьсной 

связи съ заБонаии распространешя волнъ, ]/дЬ есть та сно- 
рость, съ которой длинный волны распространяются въ вод'Ь, 
глубина Боторой равна Ь. Всл'Ьдств1е этого всяб1я возмуще- 
Н1я у р'Ьбъ сообщаются въ тоже время и вверхъ и внизъ по 
течейю, у потоеовъ только внизъ *)^ всл*дств1е чего явлен1я, про- 
изводимый реаБщей морсБихъ приливовъ й отливовъ на течеше 
р^БЪ, БаБъ н. п. масБарэ, поророка и т. д. возможны тольбо 
у р1^Бъ, но отнюдь не у потобовъ. 

При проход'Ь черезъ преграды и при низвержеши сбо- 
рость потоБа весьма быстро м'Ьняется и вообще явленхя^ про- 
ИСХ0ДЯЩ1Я въ верхнемъ теченш не зависятъ отъ того, что про- 
исходитъ на нижнемъ. Не то въ р'ЬБахъ. Передъ преградами 
ихъ СБорость медленно и постепенно убываетъ^ а глубина уве- 



') Вуесинежъ полягаетъ, что при укюн'Ь большемъ ч11иъ 0^0039 тече- 
Н1е им11етъ почти всегда хвракеръ потока, при меньшеиъ ч^иъ 0,003в тече- 
н1е ии-Ьегь непреи^вно характеръ р11ки. Опыты Баввна (1ое. сК. стр. 34) 
докавываютъ что, еиотря по аори-Ь и величине с11чен1я, эти предал»! аначи- 
тельно шире т. е. наприм'Ьръ цря весьиа широкомъ еФчев1и течеше иояетъ 
нм'кть характеръ р1|ки при бодьшенъ, ч1Ьмъ 0,0039 уклоне 

*) Это пров'Ьрево напооредственнымн опытами Баа8ва.(1ос. еН. стр. 34). 
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личивается; пвредъ водопадами и стремнинами скорость посте- 
пбЕно увеличивается^ а глубина убываетъ. Уклонъ поверхности 
у р'Ькъ всегда изм'Ьняется постепенно^ убывая передъ прегра- 
дою^ увеличиваясь передъ водопадомъ или стремниною. Съ дру- 
гой стороны надъ буграми и вообще надъ возвышенностями дна 
поверхность воды въ р'Ьк'Ь н'Ьсколько понижается, надъ ямами 
несколько возвышается, у потововъ наоборотъ. 

Движенхе проточной воды въ потокахъ представляетъ не- 
которое сходство съ движешемъ твердыхъ т'Ьлъ. Вода стремит- 
ся по своему пути независимо отъ того, что происходить впе- 
реди. Поэтому повороты течешя остаются р'Ьзкими, кром'Ь того 
на поворотахъ, вода, ударяясь въ преграду, заставляющую ее 
изменить направлеше, долбитъ въ ней яму. Подобный ямы об- 
разуются на дне передъ выходами твердыхъ породъ, пересЬ- 
кающими течеше особенно, если пласты наклонены противъ те- 
чешя ^). Во всЪхъ такихъ особенныхъ мЪстахъ образуются вих- 
ри, водовороты, движете весьма бурно. Всл^дстихе этого русло 
потоБовъ неправильно, очерташя его р'Ьзки, н'Ьтъ мягкихъ округ- 
ленныхъ контуровъ. 

Напротивъ того, въ рЪкахъ движете въ любомъ попереч- 
номъ сЬченш регулируется движетемъ въ сл'Ьдующихъ внизъ 
по течетю сЬчетяхъ, всякое отклонен1е или изм'Ьненхе течен1я 
впереди отражается на всемъ позади находящемся участк'Ь. 
Оттого-то контуры течетя р'Ькъ, особенно тихйхъ бол-Ье округ- 
лены. На днЪ Р'Ькъ тоже образуются ямы особенно тамъ, гдЪ 
вода приходитъ во вращательное движете, есть тоже разный 
неправильности въ конфигурац1и дна, но онЬ не доходить до 
тЬхъ размйровь, что у потоковъ. 

Когда потокъ вслйдствхе уменьшетя уклона переходить 
въ состоян1е р^ки, то переходь всегда сопровождается бур- 
нн1ъ движетемъ и образоватемь водоворотовъ. БромЬ того 
вслЬдств1в самаго измЬнетя уклона вода потока ударяется о 



*) К1еЬ(ЬоГвп. РаЪгег б1с... стр. 169. 
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ДНО. Всл'Ьдствхе этого особенно глубокхя и бо1ъш1я ямы нахо- 
дятся у м^сть перехода. Очень часто изнЪнешя уклона столь 
часты и р'Ьзки^ что на коротенькомъ промежутв'Ь^ гд'Ь уклонъ 
меньше^ потокъ не усп'Ьваетъ перейти въ болЪе правильное 
р-Ьчное движете. Тогда потокъ состоитъ изъ участковъ со 
стренительныиъ течешеиъ, прерываемыхъ коротенькими участ- 
ками^ гдЪ вода кружится надъ ямой и переливается черезъ край 
ея^ чтобы погнаться по новому участку стремительнаго движенхя. 

Весьма характеристической чертой у горныхъ потововъ 
является внезапность ихъ разливовъ. Эта внезапность есть съ 
одной стороны результатъ главнаго свойства потоковъ^ боль- 
шого уклона^ съ другой результатъ вн'Ьшнихъ условхй^ именно 
того^ что ихъ бассейны не велики^ а ливни въ горахъ бол'Ье 
обильны^ чЪмъ на равнинахъ. Поэтому потокъ иногда въ про- 
долженхе н'Ьсколькихъ нед'Ьль не получаетъ ни капли дожде- 
вой воды^ за то сильный ливенц выпавнай въ его бассейн'Ь^ 
сразу доставляетъ огромное количество воды. На крутыхъ ска- 
тахъ только малая часть этой воды проникаетъ въ почву^ 
остальная поспешно устремляется въ потокъ. 

Долину горнаго потока можно всегда разд^Ьлить на дв'Ь 
части, на бассейнъ питан1Я (Ьаязхп с!е гесер11оп), находящхй- 
ся въ горахъ, въ которомъ мелк1е ручьи соединяются въ бол'Ье 
крупный потокъ, и на конусъ отложетя (сОпе Де йёзесМоп)^ на- 
ходящШся уже въ долинЬ той р-Ьки, въ котору») впадаетъ по- 
токъ. Третья часть, каналъ истечеихя (сапа! (1'ёсои1егаеп1)^) 
обыкновенно ущелье, соединяющее бассейнъ ииташя съ областью 
отложешя, не столь существенна. Она очень часто низводится 
до совсЪмъ ничтожныхъ размЪровъ. 

Воронкообразная форма, свойственная бассейну питан1я гор- 
ныхъ потоковъ, не совс1)111ъ еще выяснена. Н'Ькоторые авторы и. п. 
Даппаранъ ^) полагаютъ, что образован1Ю этой споц1альной формы 



*) Кокъ иав'Ъство, эта 1ласейФИ1ац1я установлена Сюредлемъ. 
') ЬяррагеаЬ, ТгахЬб йе Сгбо1од1е Рапе 1893 стр. 186. 



^^ 
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способствовали как1я-то друпя силы вромЪ размыт проточной 
водою. НО; если вспомнянъ^ что такъ называемыя кальдеры 
(саМегаз) т. е. бассейны питан1я нотобовъ^ стекающихъ по 
С1Слонамъ вулваническихъ конусовъ^ ииЪютъ тоже воронкообраз- 
ную форм у ^ то прхйденъ къ заключенгю., что въ образоваши 
воронокъ можно допустить только три фактора: концентращю 
ручьевъ въ одно мФсто всл'Ьдствхе натуральнаго раслред'Ьлешя 
склоновъ^ осыпи и сод^йствхе подземнаго размыт1я. На это ло- 
сйднее обстоятельство указываетъ Рихтгофенъ •). 



ГЛАВА 1У. 

ЭНбрГ1Я р^ЕЪ. 



Всякая капля ручной воды обладаетъ некоторой потен- 
щадьной энерг1ей^ равной произведешю ея в^са на высоту центра 
тяжести надъ уровнемъ «оря и кинетической энерпей^ равной 
произведешю ея массы на половину квадрата скорости. Энерпя 
р^ки состоитъ нетолько изъ энергхи всей ея воды^ но также 
изъ потенщальной и кинетической энерпи всЬхъ движущих- 
ся твердыхъ частицъ. Поэтому^ если будемъ разсматривать 
дв-Ь совершенно одинаковый р4ки съ русломъ одной фор- 
хы и гЬхъ же самыхъ разм^^ровъ^ съ равными и одинако- 
выми поперечными сЬчешями^ съ одинаковыми уклонами, но 
предположимъ^ что въ одной изъ нихъ течетъ чистая вода^ 
въ другой вода, несущая гальку, песокъ и т. д.; то въ «иду 
того, что в'Ьсъ этихъ т'Ьлъ [приблизительно въ 2 — 2^^ ря»за] 
больше, ч^мъ в4съ воды, потенц1альная энерпя второй р-Ьки 
будетъ несомн'Ьнно больше. 



») РйЬгег е*с. стр. 60. 
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Съ другой стороны кинетическая энерпя второй р-Ькн бу- 
деть меньше. Д-Ьйствительно, песокъ^ галька могутъ катиться 
подъ вд1ян1емъ одной лишь силы тяжести только по склонаиъ^ 
далеко превышающимъ уклоны р'Ьчнаго дна^ а потому ихъ ки- 
нетическая энерпя почти всед'Ьло заимствуется у воды. Между 
т'Ьмъ треше гальки^ песку и вообще твердыхъ частицъ между 
собою и о дно русла поглощаетъ гораздо больш1я количества 
энергш^ ч'Ьмъ треше воды. Кром'Ь того^ такъ какъ кинетиче- 
ская энерпя равна произведешю половины квадрата скорости 
на массу^ а масса рЪки^ несущей гальку^ несомн'Ьнно больше^ 
то скорости течен1я несомн'Ьнно меньше^ чЪмъ у рЪкн^ несу- 
щей чистую воду. Во второй главЪ мы указывали на н'Ькото- 
рые факты^ вполн'Ь подтверждающхе сказанное и свид'Ьтель- 
ствующ1е о томъ, что наиболее нагруженный твердыми веще- 
ствами струи воды движутся особенно медленно^ причемъ эта 
медленность не можетъ быть объяснена однимъ тренхемъ о дно. 

Но^ если въ свою очередь предложимъ вопросъ^ которая 
изъ двухъ рФкъ больше размываетъ^ то окажется^ что^ не смотря 
на меньшую скорость, на меньшую кинетическую энерг1ю, боль- 
ше размываетъ рФка, несущая гальку и песокъ^ особенно если 
русло проложено въ твердыхъ породахъ. Даже весьма быстрая^ 
но чистая или содержащая только тонкую мутъ вода произ- 
водитъ незначительное д'Ьйств1е на твердый породы. Галька^ а 
еще больше песокъ чрезвычайно усиливаютъ размыт1е, царапая 
и истирая самые твердые камни. Песокъ состоитъ изъ углова- 
тыхъ зеренъ кварца, онъ тверже всЬхъ остальныхъ породъ, 
встр'Ьчающихся какъ составная часть ст'Ьнъ дна. Известковыя 
породы особенно плохо противустоятъ д*йств1ю песка. 

Протекая отъ верховьевъ къ устью, ручная вода растра- 
чиваотъ свою потенщальную энерпю. Обыкновенно за исклю- 
чешемъ небольшихъ участковъ вблизи источниковъ, скорость 
течешя нетолько не увеличивается, но даже замедляется. Сле- 
довательно на пути къ морю совершается растрата не только 
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потбнц1альной^ но даже отчасти кинетической энерпи^ ииФв- 
шейся на верхненъ теченк главной р'Ьки и ея притоковъ. Не- 
которая доля энерпи^ присущей р'Ьк'Ь^ передается иорю ви'Ь- 
сгЬ съ р-Ьчной водою. Значительная доля энерпя растрачи- 
вается на трен1е^ сопровождающее поступательное и вихревое 
двихеше воды. Зат'Ьиъ иного энергш затрачивается на раз- 
мыпе^ т. е. на отд'Ьлеше твердыхъ частицъ отъ дна^ ~ нако- 
нецъ на размельчеше ихъ. 

На отд'Ьлеше отъ дна нужна всегда работа т. е. затра- 
та энерпи т'Ьнъ большая^ ч'Ьмъ сильн'Ье прикреплена ко дну 
данная твердая частица. Зат^иъ нужна затрата 8нерг1и для 
того^ чтобы сообщить твердыиъ частицаиъ тЪ скорости^ ко- 
торыии оне обладаютъ и на преодолеше всЬхъ тФхъ трен1й^ 
которыми сопровождается ихъ движен1е въ водЪ или по дну. 
Вычислить эту р:боту для каждой отдельной частицы совер- 
шенно невозможно^ ибо она зависитъ отъ всЬхъ тЪхъ толч- 
ковъ и ускорешй^ которымъ тнердая частица подвергалась въ 
течеше изв^стиаго времени. 

Рихтгофенъ ^) ошибается, говоря^ что затрата энергш на 
перенесете частицы въ теченге времени ^ равна произведеи1ю 
в'Ьса частицы въ вод'Ь на ту высоту, съ которой она упала- 
бы въ спокойной ВОД'Ь въ течеше того-же времени ^ 

Еслибы это разсуждеше было справедливо^ то точно так- 
же на перенесеше изв'Ьстнаго тЪла въ пустот'Ь въ горизон- 
тальномъ направлен1И или на поддержанхе его въ одномъ и 
тонъ-же уровн* въ течеше времени I нужна была бы работа, 
равная произведен1ю его в*са въ пустогЬ на ту высоту, съ 
которой она падаетъ въ течеше времени ^ Это противор'Ьчитъ 
основнымъ принципамъ механики. На поддержаше тЪла въ 
одномъ и томъ-же уровн* не нужна никакая работа^ но такъ 

*) К1еЬ!ЬоГеп. РйЬгег стр. 149. Ояъ очевидно говорить о переяесеши 
Въ горповтальяоиъ ваправдев1и. СлФдуетъ ваи'Ьтить^ что падающав въ во- 
д% частица даже перодаетъ водф часть своей энерпи^ танъ что отъ 11аден1я 
пердыхъ частицъ ияиетвческая 8нерг1я воды уведичявается. 
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кавъ т'Ьло падаетъ подъ вл1ян1емъ силы тлжостн^ то нужно 
подложить подъ яего твердую неподвижную подставку или со- 
общать ему толчки^ постоянно прнводящхе его въ прежшй 
уровень. Посл'Ьдтй случай и есть тотъ^ который действительно 
происходить при перенесен1И твердыхъ т'Ьлъ водою, но затра- 
чиваемая при этоиъ работа вполн'Ь зависитъ отъ самнхъ толч- 
ковъ. 

Если вычдслен1е энергш^ расходуемой на перенесете на- 
в'Ьстной частицы невозможно^ то спрашивается, нельзя ли на 
основаши нЪкоторыхъ бол'Ье или мен'Ье в'Ьроятныхъ предполо- 
женШ вычислить н'Ькоторую среднюю затрату энергш при пе- 
редвиженш изв'Ьстнаго количества язв'Ьстяыхъ твердыхъ тЪлъ. 
Бъ сожал'Ьшю, наше теоретическое знанхе относительно дви- 
жешя твердыхъ т'Ьлъ въ водЪ столь ограничено, что нельзя 
ожидать никакихъ надежныхъ результатовъ отъ подобныхъ вы- 
числен1Й. Надежно толко то, что непосредственно основано на 
опыгЬ й наблюдеши. 

Такъ н. п. по даннымъ, даваемымъ наблюдешямн, весьма 
нетрудно вычислить общую затрату энерпи, происходял^ую за 
иав'Ьстное время въ изв'Ьстной части течен1я. Положимъ, что 
намъ йзв*стны расходъ ^). скорость и т. д. въ двухъ попе- 
речныхъ с'Ьчен1яхъ. Лк 1 и Хз 2, находящихся на разстояихи 
единицы длины другъ отъ друга. 

Если обозначимъ черезъ д ускоренхе силою тяжести 

^ расходъ 
р плотность 
г среднюю скорость 
к высоту центра тяжести сЬчешя 
надъ уровнемъ моря, то количество кинетической энерпи, вно- 



') Расходе мъ р'Ьвв на8Ы1гаетля объенъ воды, оротекйющей въ ородод- 
явв1е едвницы времени сквозь дав вое е%чен1е. Когда р'Ька во пути не те- 
ряетъ и ве подучаетъ воды.» то ^аежодъ есть величина пестованая вдоль те- 
чеы1Я. 



т>=' 



31 ОПЫТЪ ИЗСЛад. ГЛАВН. ЯВЛЕБ1Й, НАБЛЮДАЕМ. У РЪТСЪ. 137 

с8хо1 въ разснатрЕваеиое пространство въ теченге единицы 
времени сквозь сЬченхв )& 1 будетъ: 



у 2 




а потешцальной: 




^19'?^'^% 




Въ тоже сапое время сквозь сЬчеше } 


й 2 уносится съ 


водою 




у 2 




едЕницъ кинетической энерпи и: 




^29^?%/ч 





потвщ1альной. И такъ^ въ продолжеше единицы времени въ 
разсхатрнваемой части течен1Я расходуется количество энерпи: 

^ = 0| Р1[^* + ^Л.] - 0.Р2 [^1 + 9^г] ••■• (1) 

Количество Е всегда положительно^ но какая его доля 
теряется на треше^ какая на преодол'Ьн1е сопротивлешй при 
отд-Ьлетн частицъ отъ ст'Ьнъ русла, какая доля идетъ на пе- 
ренесете твердыхъ частицъ, не знаемъ. 

Когда средняя скорость, расходъ и насыщенхе воды хи- 
мически и механически взвФшеннымъ матер1Яломъ постоянны 
вдоль русла; то выражеше: (1) сводится къ простому виду: 

Е = 9^?У^1 -Лз)- 

Но такъ какъ сЬчепя находятся на разстоян1И, равномъ еди- 
ниц*^ то: 

А^ — /ь^^вгзгпг^ гдЬ г есть уклонъ. 
Следовательно: 

Е^д.Ц.р.згпг (1) Ыз. 
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Примйнимъ эту простую формулу къ следующему прии*- 
ру: Уклонъ ^) Волги въ среднемъ: 0,00004. Расходъ у Алек- 
сандровскаго моста ^) блиаъ Сызрани въ среднемъ 9889 куб. 
метровъ въ сек., р=1, д^^^^ метра въ секунду. На основа- 
Н1И этого: 

2?= 3,8 8 килограммометрамъ 

т. е. въ пространстве, заключенномъ между двумя поперечны- 
ми сЬченгями^ находящимися на разстоян1и одного метра въ 
иродолжете единиц,ы времени затрачивается работа равная той, 
которая нужна для подняпя у поверхности земли въ пустоте 
3,88 килограмма на высоту одного метра. СлЪдуетъ помнить. 
что несомненно только малая доля этой энерпи идетъ на на- 
стоящую механическую работу. 

Теперь следуетъ сказать несколько словъ о томъ, какъ 
энерпя воды передается твердымъ теламъ. Къ сожален1Ю «ы 
и здесь должны удовлетвориться некоторыми общими свед'Ь- 
шями^ такъ какъ знаше наше о всехъ этихъ процессахъ весь- 
ма и весьма ограничено. 

Для совертетя работы, нужной для отделетя твердой ча- 
стицы отъ стенъ русла и для перенесенхя ея, вода затрачи- 
ваетъ часть своего запаса энерпи. Она производить давлен1е 
на всякое тело, котораго скорость не равна и неодинако- 
во направлена, какъ средняя скорость окружающаго течен1я. 
Такимъ образомъ, поскольку не мешаетъ треше о дно, твер- 
дымъ теламъ, движущимся медленнее чемъ теченхе, сооб- 
н^ается ускореше. Покоющхяся тела сдвигаются съ места коль 
скоро давленхе воды преодолеетъ сопротивленхе, происходящее 
отъ прикреплен1я частицы ко дну. 

Ньютонъ ^) полагалъ, что сопротивлен1е воды движен1ю 
телъ пропорщонально квадрату скорости. На основами теоре- 



*) Иушкстовъ. Фияич. Гео1. II томъ стр. 251. 
') Воейковъ. Климаты венного шара стр. 518. 
*) АйЫшапп Нус1готееЬап{1с. Наппоусг 1880 г. стр. 732« 
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кы Торбчеллн^ пренебрегая реащ1бВ воды на заднюю сторону пло- 
скости^ ЭВлеръ показалъ ^)^ что., если плоскость движется въ вод^Ь^ 
то сопротивлен!е движешю пропорщонально квадрату скорости и 
поверхности плоскости. Въ виду важности вопроса сопротивлен1я 
воды для теорш движешя и постройки кораблей, соотвЪтственые 
опыты производились иного рш)ъ. Еакъ и сл'Ьдовало ожидать, опы- 
ты показали, что явлен1я. сопровождающ1я движете твердыхъ 
тЪдъ въ вод'Ь сложны, что сопротивлен1е движен1ю тФла есть ре- 
зуиагь нгьсколькихъ одновременно дгьйствующихъ прнчгшъ^ что 
законъ Эйлера далеко не точенъ. До сихъ поръ никому не 
удалось создать удовлетворительную теор1ю. Стокесъ *) пола- 
гаетъ, что при малыхъ скоростяхъ сопротивленхе пропорщональ- 
но первой степени, при большихъ квадрату отъ скорости. 

Вопросъ о связи иежду скоростью и давленгемъ или, какъ 
говорятъ, силою удара ^) (З^оззкгай) о т^ло, покоющееся въ 
вод4^ или движущееся съ меньшей скоростью, ч'Ьмъ окружаю- 
щая вода, есть въ сущности тотъ-же, что вопросъ о сопротив- 
лен1и воды движен1ю тФла. Д'Ьло не въ томъ, что движется и 
что покоится^ а въ относительной скорости воды и т'Ьла. По 
этову обыкновенно полагаютъ, что это дав лете тоже пропор- 
щонально квадрату скорости воды, если гЬло покоится, квадра- 
ту относительной скорости, если т'Ьло движется. Но этотъ за- 
Бонъ, точно также какъ обратный законъ сопоотивлешл заве- 
домо *) неточенъ. И такъ, наше теоретическое знате въ сущ- 
ности сводится къ тому, что давлете т4мъ больше, ч-Ьмъ от- 
носительный скорости больше, что оно зависитъ отъ поверхно- 
сти и формы т*ла, что тяжелое гЬло труднее сдвинуть, ч'Ьмъ 
бод^е легкое того-же самаго объема, что легче сдвинуть пло- 



*) Р1пк. ХТпигвасЬив^еп е1с. С1у1Ип9еп{еиг 1892 г. вып. 7 стр. 540. 
') КйЫтапп 1ос. е11;. стр. 621. 

■) ТЬотвоп в1 ТаН. Тгва1. оп Как. РЫ1. СатЬг. 1883 г. I ч. стр. 367. 
*) РЫШрвоп [Ве11га^ гиг Бгов1оп81Ьеопб. Рекегт. МШЪ. 1886 г. стр. 
68]. ^о^&^аетъ^ что сшаа удара пропорц1ональва жввдрату евороств. 
*) ВйЫтапп. 1ое. еН. етр. 695. 
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СБое тЪло, стоящее попереБъ течен1я^ Ч'Ьмъ вдоль его и т. д. 
Подожительныя количествениня свЪд'Ьшя добыты иутехъ опы- 
товъ и наблюденШ. 

Опытъ повазалъ ^), что при поденной скорости въ 045 
метровъ въ секунду по дну переносится грубая муть^ состоя- 
щая изъ частицъ^ которыхъ дхаметръ въ среднеиъ равенъ: 
0^0004 метранъ; 

при скорости въ 0^20 м. въ сек. тонкШ песокъ Д1ам. въ 0,0007 

э • » 0,30 э > 1 грубый 1 » э 0,0017 

ь ъ ъ 0,70 » » » мелкая галька » » 0,0092 

» » • 1,20 » » » галька величиною въ яйцо 

» » >1,5()»» » плоская галька ^). 

йодонныя скорости весьма различны, онЪ найбольше на 
стрежени, гдЪ очень часто равны одной трети, половин'Ь я 
большей доли средней скорости и уменьшаются въ об* сторо- 
ны отъ стрежени, доходя до минимума у того берега, который 
находится подальше отъ стрежени. Смотря по форм* русла при 
той-же самой средней скорости подонныя скорости бываюгь 
различны, такъ что по средней скорости нельзя судить о томъ^ 
какой матер] я лъ передвигается по дну. 



*) ^арра^еп(. ТгаИё (1е Оео1о^1\ Рапа 1883 г. стр. 22. 

*) Рядомъ еъ этикъ приводлмъ еЛ1Дую1Ц1Я данвыя, заих^твоваявыя у 
Боллннъоаа (Со1И^поп Соигв Ае Мёсап. РаНа 1880 г. II рагЪ. стр. 301). 
Рв8мыт1е вачинаетея въ размокшей почв-Ь ирн подоя. еворостя 0,076 метр, въ сек. 

» » глнн'Ь » » » » 0,152 

> > оеек'Ь » » » 

> » медвойгалькЪ » » 

> » круиной (р1егге8 еаваёед) 
въ ковгломератахъ и мягкихъ сланцахъ 

> еловетыхъ породахъ 

» твердыхъ скалахъ 
Ивъ ераввев1я обоихъ таблицъ ввдво, что при пров8ведев}н опытовъ 
не пытадись отхнчить екороети доетатичной для едввявв1Я еъ н'Ьет& т. е. для 
ра8мыт1я отъ екороетя достаточной для перенееев1Я. Коллиньонъ пряводнтъ 
даняыя по Пронн. 
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Только въ водонадахъ^ стреинлнахъ^ у весьпа бурныхъ 
горныхъ иотоковъ галька и вообще крупный уатерхялъ совер- 
шенно подхватываются. Обыкновенно посреди течешя несется 
только муть и мелкхй песокъ — подхваченные и перздаваеине 
мелкими вихрями. 

Д'Ь&ств1е тверднхъ частицъ^ несомыхъ р^Ькою^ зависитъ 
отъ ихъ твердости^ массы, формы и отъ скорости^ которой онЪ 
обладаютъ въ момснтъ удара. Рихтгофенъ ^) справедливо зам^- 
чаетъ^ что корраз1я т. е. размыт1е помощью тверднхъ частицъ^ 
потому бодЪе сильно д'Ьйствуетъ^ чЪмъ 8роз1я (размнт1е чистой 
водою), что толчекъ, сообщаемый твердымъ т'Ьломъ, сообщается 
сразу всей массой этого т'Ьла^ и энерггя удара не теряется на 
трен1б, сопровождающее передвихен1Я и скольген1я частицъ 
другъ по другу, какъ это бываетъ съ жидкостью. 

Размыт1Ю способствуетъ размоченхе породъ водою и хи- 
инческ1я реакц1и, благодаря которымъ повирхностные слои въ 
твердыхъ породахъ распадаются на иелктя части. КромФ того 
вода растворяетъ мноля вещества и уноситъ ихъ съ собою. 
Это есть химическое размытхе, совершающееся на счетъ хи- 
мической энерг1И воды. Роль двихешя зд^Ьсь состоитъ только 
въ томъ, чтобы приносить ненасыщенную и уносить насыщен- 
ную растворомъ воду. 

Вода рЪкъ содержитъ въ растворе углекислую известь, 
хлористый натр1й, сернокислую известь, угле и сЬрнокислую 
«агнезш, кремнеземъ и т. д. ^). 

Ключевая вода богата растворимыми твердыми вещества- 
ми; за то вода, происходящая отъ обильныхъ дождей, отъ тая- 
шя снЪхчц не процеженная сквозь почву, содержитъ весьма 
пало химически растворенныхъ веществъ. Поэтому во время ве- 
сенннхъ водополей процентное содержанхе растворовъ, остав- 



*) 1ос. «1. стр. 135. 

*) Д. &о(Ь. АЛ^етеше апА еЬет18е11е Ово1од1в I томъ. ВегИп 1879 г. 
пр. 460. 
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ляющихъ воду прозрачной^ меньше^ чФиъ въ меженное время. 
Такъ н, п. Тэмза на 10,000 частей воды (по в4су) несетъ 
весною у Кингстона, повыше Лондона, 2,379 твердыхъ хими- 
чесБИ растворенныхъ веществъ, а зимою 3,158. При замерза- 
н1н химичесБ1я прим'Ьси выделяются, за то въ остальной водЪ 
получается бол-Ье концентрированный растворъ. Всл4дств1е это- 
го, а тоже всл'Ьдствхе того, что зимою р'Ьки питаются пренху- 
щественно изъ ключей, максимумъ процентнаго содержашя со- 
лей обыкновенно соотв'Ьтствуетъ зимнему времени ^). 

Углекислой известью особенно богаты р'Ьки, протекающтя 
сквозь м'Ьстности, покрытый обильной растительностью и им^ю- 
щ1я известковую подпочву. Дождевая вода пропитывается угле- 
кислотою въ верхнихъ слояхъ почвы и проникнувъ въ подпочву 
растворлетъ много извести. Въ известковыхъ горахъ н. п. въ 
Карсте преобладаетъ химическое размыван1е. Следуя сначала 
по маленькимъ трещинамъ, вода размываетъ ихъ въ больппе 
подземные каналы. Въ подобныхъ странахъ ц'Ьлыя р'Ьки про- 
падаютъ т. е. наземное течен1е см'Ьняется подзеинымъ. 

До недавняго времени полагали, что перенесенхе химнче- 
скихъ растворовъ, оставляющихъ воду прозрачной, и перенесе- 
Н1е механически взв'Ьшенной мути — вещи различный. Между т'Ьхъ 
уже опыты Сиделля ^) показали, что( въ морской вод'к осажде- 
Н1е мути идетъ по крайней и'ЬрЪ въ пятнадцатъ разъ скор'Ье 
ч'Ьмъ въ ручной. Зат'Ьмъ бол'Ье обстоятельные опыты Брюера ^) 
показали, что въ химически чистой вод^Ь тончайшая муть остается 
еще взвешенной по прошеств1и шести лЪтъ Изъ этого Брюеръ 
заключаетъ, что тутъ къ механическому явленгю присоединяет- 
ся химическое, что образуются как1е-то растворы кремнезеп- 
ныхъ соединен1й. Наконецъ изследованхи Бэруса показали, что 



') ^. Ко1Ъ. 1ое. еН. етр 454. 
*) См. Оапа Мапиа! оГ (>ео1о^у 3 изд. стр. 677. 

*) Вге1Уег. Он Иге виврепвюп аа<1 вед1теп1аиоп оС е1аув Атег. Зоатп. 
оГ 8с. 3 сер 29 тонъ етр. 1. 
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скорость осЬдангя мути въ хииичесви чистой вод'Ь вообще зна- 
чительно меньвте теоретической скорости^ вычисленной при пред- 
положение что ии'Ьемъ д'Ьло съ чисто иеханическимъ паденхемъ 
мелкнхъ т-Ьлъ въ вод*. Повышенхе температуры^ примись со- 
лей, кислотъ ускоряюгь осЬданхе ^). Однимъ словомъ, муть 
пролвляегь свойства химичеснаю раствора. Всякая частичка 
мути растворяется съ поверхности, разбухаетъ, окружается какъ- 
бы атмосферой болФе легкаго полураствореннаго вещества. Та- 
Бйиъ образомъ ея плотность^ а всл'Ьдъ за тЪмъ и скорость 
падешя уменьшаются. За то когда прибавимъ какую нибудь 
щелочь, кислоту, или вообще какое-нибудь легко растворимое 
въ вод* вещество, то трудно растворимый вещества, изъ кото- 
рыхъ состоитъ муть, сейчасъ выделяются, скопляются и бы- 
стро ос4даютъ. 

Само собою понятно, что эта химическая растворимость 
мути въ выстой степени способствуетъ ея перенесен! ю проточ- 
ной водою ^). Зъ другой стороны очевидно, что осйдате мути 
при впадеши рЪки въ море происходитъ нетолько отъ замед- 
лен1я теченья, но въ гораздо большей степени отъ химическаго 
выд%ден1я при см'Ьшенхи съ морской водою, содержащей соли, 
гораздо бол'Ье удоборастворимыя, ч'Ьмъ разный кремнеземный 
еоединетя, изъ которыхъ преимущественно состоитъ муть. 

По тЪиъ-же самымъ причинамъ р'Ьки, отличающ1яся боль- 
шяиъ содержашемъ чисто химическихъ растворовъ, должны быть 
мен'Ье способны къ перенесешю мути, ч'Ьмъ рЪки, находящхяся 
впрочемъ въ т'Ьмъ-же самыхъ услов1яхъ, но мен'Ье сильно на- 
снщенныя химическими растворами. 



*) Вягаа. 8аЬ81(1епсв е^е. Ва11. П. 8. Сео1. Зигт. № 36 стр. 24. 

*) Бо111е крупные продукты рааиытха истяраютея о дно и одни о дру- 
гихъ^ раахельчаются и превр'«щаютея въ муть. Уже чисто моханвческое ое 
рецесеи1с нутл гораздо легче, ч'Ьмъ персвесенхе бо1'Ье врупныхъ вещеетвъ. 
Къ тому присоединяется сод'Ьйств1е химическихъ процсссовъ. Тпквиъ обра- 
зомъ даже при маломъ увхон'Ё и скорости, обыквовенно господств; ющихъ на 
нкввемъ течев1и рФкъ, вовможво псренссев1е огромвыхъ воличествъ раа- 
■еАченныхъ твердыхъ вещеетвъ. 



ГДАВА У. 

Разннт1е и отлохен1е. 



Всякая р'Ька мозкетъ переносить только изв'Ьстное коли- 
чество твердыхъ веществъ, количество вообще тймъ большее, 
ч-Ьмъ р4ка больше и чЪмъ скорость течешя больше. Поэтому, 
гд* съ одной стороны течен1е быстро, а съ другой готовый 
рыхлый иатер1алъ находится въ изобилш, тамъ проточной во- 
дою переносятся огромныя количества гальки, песку и мути. 

Такъ н. п. въ сухомъ климат* Колорадскаго плоскогорья ^) 
во время бездожд1я на склонахъ накопляется множество рых- 
лыхъ веп1,ествъ, происшедшихъ отъ выв4тривашя. Мелкхе степ- 
ные притоки Колорадо, обыкновенно остающтеся сухими, поел* 
всякаго ливня преврап1,аются въ бурные потоки. Эти потоки 
захватываютъ нагроможденный выв^триваюемъ матер1ямъ въ та- 
комъ изобилш, что въ сущности по руслу несется не вода, а 
грязь. Даже по объему процентное отношеше твердаго мате- 
р1ала къ вод* равно 3:1. 

Способность переносить твердый вещества увеличивается 
съ увеличешемъ скорости (ср. прежнюю главу). Ч'Ьмъ скорость 
больше, т4мъ больше то количество твердыхъ веществъ, кото- 
рое р*ка можетъ передвигать и предельная величина зеренъ; 
еще передвигаемыхъ водою, больше. Скорость не имЪетъ зна- 



') Ва(1оп ТегИагу Ыв^огу оГ 1Ье Сгапй Сапоп с1181г1е1 II Моп. 17. 5. 
Оео1. Зиру. стр. 237. 
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чешя только для перекесетя хшиичееки раствореиныхъ веществъ 
Е тончайшей мути, которая 6Г|ТЬ отчасти тоже хииичешй ра- 
створъ. 

Проточная вода одновременно яесетъ частицы разной ве- 
ДЯ1ИНЫ. Составъ того матер1яла^ который въ данный моментъ 
въ изв4стномъ м-Ьст* переносится водою, зависитъ отъ того, 
камя вещества размывались на верхнемъ течен1И, потомъ отъ 
скоростей, господствующйхъ сейчасъ повыше разсматриваемаго 
к'Ьста, наконецъ отъ длины пути, проходимаго несомыми ча- 
стяцами. 

Вл1яи1е скоростей сказывается въ томъ, что при умень- 
шен1й скорости выделяются и отлагаются болЬо крупныя зерна, 
а при увеличен1и напротивъ того подбираются. Вл1ЯН1е длины 
пути сказывается въ томъ, что несомыя частицы по пути исти- 
раются одн4 о друг1я и о дно, а потому постоянно размель- 
чаются. 

У многихъ р4къ, особенно у т-Ьхъ, который вытекаютъ 
изъ горъ, скорость течен1я уменьшается по направлетю отъ 
неточниковъ къ устью. Это даотъ поводъ къ выд-Ьдетю бол-Ье 
крупныхъ частицъ. А такъ какъ рядомъ съ этимъ происходитъ 
размельченхе, то обыкновенно на горномъ течен1И р4кою пере- 
двигается бол-Ье крупный М11тер1ялъ съ малой примесью мел- 
каго, (ибо крупныя зерна еще не размельчены) но, чЬмъ даль- 
ше внизъ по течетю, т4мъ вещества становятся мельче. Тотъ 
самый порядокъ наблюдается въ отложенш наносовъ. 

Далеко не вс* увлекаемыя водою частицы несутся до са- 
иаго моря. Многая изъ нихъ опять падаютъ на дно, другхя, 
двигавш1яся по дну, останавливаются. Такъ н. п., двигавшхй- 
ся по дну камешекъ, наталкивается на другой, сообщаетъ ему 
скорость, а самъ останавливается или замедляетъ свое движе- 
те. Одна и та-же частица попадаетъ въ разныя струи, движу- 
щаяся съ различными скоростями. Благодаря вихревому безпо- 
рядочному движенш воды, твердыя вещества перемещаются въ 



146 И. П. РУДСКХЙ. 40 

различныхъ направлешяхъ. Частицы увлекаются^ опускаются на 
дно^ опять подбираются и такъ дальше. Следовательно иожно 
сказать, что въ каждомъ м-Ьст* русла рядомъ происходить и 
размытхе я отложен10. Но отношенхе этяхъ двухъ различныхъ 
сторонъ деятельности р-Ьки различно смотря по условхямъ. Р*ка 
можетъ отлагать больше или меньше, ч^мъ размываетъ. Если 
она больше размываетъ, ч4мъ отлагаетъ, то насыщеше твер- 
дыми веш,ествами увеличивается, но только до н4котораго пре- 
дала. При дапиомъ уклон*, форм-Ь русла и расход* ^) р4ка 
можетъ переносить только известное количество твердыхъ ве- 
ществъ и сейчасъ выд-Ьляетъ всякШ йздишекъ. 

Можно разсматривать состоянге р*ки или по отношешю 
къ ней самой, или по отношенхю къ руслу. Въ первомъ слу- 
чае можно различать состояше ненасыщ^енное, насыш,енное и 
пересыщенное. Пересыщенное состоянхе непрочно и неестествен- 
но. Р*ка не станетъ переносить больше твердыхъ веществъ, 
ч-Ьмъ это возможно. Коль скоро, благодаря вн'Ьпшимъ иричи- 
намъ, [н. п. обвалу большой массы веществъ со ст-Ьнъ долины] 
действительное насыщеше сделается больше возможнаго при 
данныхъ услов1яхъ полнаго насыщешя, сейчасъ весь излишекъ 
выделяется такъ, что рЬка остается въ насыщенномъ состояти. 

Во второмъ случае можно различать состояше, въ кото- 
ромъ размыпе преобладаетъ надъ отложенхемъ, т. е. объемъ 
захватываемыхъ рекою веществъ больше объема отлагаемыхъ, 
во вторыхъ состояше равновес1я между размытхемъ и отложе- 
шемъ, наконецъ состоянхе, характеризуемое преобладашемъ от- 
ложешя. 

Состояшя первой категорш соответствуютъ состоян1ямъ 
второй категор1н но не вполне. Такъ н. п. Поуэлль и Дуттонъ 



') Перенесеше твердыхъ веществъ зависятъ отъ скоростей, но такъ 
■анъ насыщев1е въ свою очередь вл1яетъ на скорость^ [всд'Ьдств1в ватраты 
внерг)и на веренесвн1с твердыхъ частицъ скорость уменьшается] то аучше 
разсматривать уклонъ, Форму, размеры русла и расходъ кавъ иевавксимыя 
перем'Ьввыа, а сжоростя я насы1цев1е какъ завяснхыя. 
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ошибаются ^) говоря, что насыщенная рЪка не иожетъ угдуб- 
лть своего русда. Действительно, представнмъ 006*6, что р^Еа, 
находящаяся въ равном'Ьрномъ и устаноиивнтемся состоянш (ср. 
гд. П)^ въ изв^стнонъ участке вподн'Ь насыщена известными 
твердыни веществами. Несколько дальше внизъ по течешю эти 
вещества вследствхе истирашя сделаются мельче^ но р^ка мо- 
хбтъ переносить большее количество [и по весу и по объему] 
медкихъ частицъ, чФмъ крупныхъ^ а потому, если рЪка должна 
остаться насыщенной, то нужно къ ея грузу прибавить неко- 
торое новое количество твердыхъ веществъ. Само собою оче- 
видно, что при такихъ условгяхъ русло должно углубляться или 
разшнряться, или и то и другое вместе. Конечно, насыщенная 
Р'Ька углубляетъ свое русло въ далеко меньшей степени, чемъ 
ненасыщенная, ибо размельчен1е твердыхъ частидъ идетъ мед- 
ленно и замена несомыхъ рекою частицъ вновь подбираемыми 
совершается по частямъ и постепенно. 

Способность переносить твердый вещества не должна быть 
разсматриваема какъ функщя отъ средней скорости. Такъ н. п. 
при той-же самой средней скорости и расходе мелководная и 
широкая река обладаетъ большими поденными скоростями, чемъ 
глубокая и узкая, а потому можетъ катить больше гальки (или 
более крупную) по дну. 

Смотря по величине и по распредЬленхю скоростей из- 
вестная река можетъ, положимъ, передвигать известной вели- 
чины гальку въ совершенно определенномъ количестве, но кро- 
хе этой самой крупной гальки река можетъ передвигать не- 
которое количество менее крупной, потомъ еще некоторое ко- 
ичество песку, затемъ еще известное количество мути. Река 
не несущая самой крупной гальки, но обладаюи^ая достаточной 
для этого скоростью, можетъ за то нести больше песку, при- 



') См. ОаНоп 1ое. е^^. стр. 76. 
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чемъ этотъ измшекъ будетъ опрод'Ьлбниый ^). ДЬйствительный 
составъ и качества ивреносимаго матсрхяда ояред'Ьяяются^ ко- 
нечно, нетолько способностью, но и возможностью т. е. всЬми 
тЪмй услов1Я«и и отношенгяии, въ которыхъ находится данная 
рЪка. 

Филипсонъ говоритъ % что на счетъ размыт1я существуотъ 
такая путаница, что одинъ авторъ объяеняетъ сильное раз^ш- 
Т1е обил1емъ несомой галы;и, а другой той-же причиной объ- 
ясняетъ ничтожность размыт1Я. Очевидно авторы, о которыхъ 
говоритъ Филипсонъ, не задавали себ*Ь вопроса о томъ, въ 
какомъ СОСТОЯВ] и находились разсматриваемыя ими р'Ьки, ибо 
д'Ьло не въ томъ, сколько р'Ька несетъ гальки или даже сколь- 
ко размываетъ^ а въ томъ, болыпе-ли размываетъ и уноежтъ, 
ч-Ьмъ отлагаетъ и приноситъ, или наоборотъ. 11реобладан1с 
размыт1Я надъ отложен1емъ и обратно возможно при всякихъ 
скоростяхъ ^), но первое всегда сопровождается углублен1емъ 
и разпшренхемъ долины, второе возвытен1емъ русла и дна 
долины. 

Обил1е гальки и песку (ср. прежнюю главу) способствуетъ 
размытш русла, но только до н-Ькоторыхъ пред'Ьловъ. Само со- 
бою очевидно, что, когда движущаяся галька и песокъ обра- 
зуютъ н-Ьсколько слоевъ, то всЬ слои, кром'Ь самаго нижняго, 



*) Мы вдИсь укавываемъ на то, что обыкновенно перенесев1в одного 
матерхада до н'Ькоторой етеаени иевдючаетъ присутетв10 другяго. Само со- 
бою очевидно, что если вел'Ьдетв1в отеутств1я гадьви, р-ька нееетъ только 
песокъ, хотя могла -бы нести и гальку, то для а фенесентя песку имИетея 
больше 9нерг1и, 4*6 хъ въ томъ елуча'Ь, когда р'Ька уже несотъ гальку. 3»и1|- 
тимъ однако, что у рвущихъ горныхъ потововъ прпн^сь келкихъ твердыхъ 
частицъ иногда столь вначитольна, что плотность жидкости заметно увели- 
чивается. Это въ свою очередь способствуетъ перенесен1ю камней. Подоб- 
ные случаи бываютъ при ввеаапноиъ размытии аапрудъ^ обравованныхъ об- 
валами. Ср. Ьаррпгеп!. 1ос. сН, стр. 188. 

*) РЬНИрвоп. Ё1П Ве11га§ ъпт ЕгоааопвИхеогхе. Ре1егт. ШиЬ. 1886 
г. стр. 70. 

') Н. п. потокъ, выходящгй на равнину отлагаетъ тальку при тойке 
скорости, при которой ивая р'Ька находится въ прсииущес * вен но размываю- 
щемъ состоян1и. 
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няЕакого непосредственнаго отношсн1я къ ра)мцт1Ю дна имЪть 
не югутъ. 

Размытхе хотя не прекращается но д'Ьлается совершенно 
Еячтохнимъ съ того момента^ когда скорости воды у дна ока- 
жутся меньше тйхъ скоростей, который нужны для того, чтобы 
отрывать и уносить частицы породъ, составляюц],ихъ дно и бе- 
рега. Полояшмъ н. п. что р*ка протекаетъ среди песку съ 
зернами средней величины а. Размытхе сд'Ь лается ничтожнымъ 
съ того мо11ента^ когда подонныя скорости окажутся меньше 
т'Ьхъ скоростей, при которыхъ возможно передвижен1е песчи- 
нокъ величины а. Начиная съ этого момента размытхе ограни- 
чивается только гЬми попадаюш,имися то зд'Ьсь то тамъ ма- 
ленькими зернами, которыя всегда прии^Ьшаны къ болФе круп- 
ныиъ,— кром'Ь того химическое размыт1е, которое не зависитъ 
огь скорости течешя, тоже не прекращается. 

Уже Гул1ельмини ^), знаменитый итальянсктй гидравликъ 
конца XVII и начала XVIII стол^тхй говоритъ, что размытхе 
прекращается при н^Ькоторомъ конечномъ уклонЬ вообще тЪмъ 
иеныпемъ, ч'Ьмъ р'Ька больше, а породы мягче и называетъ 
подобное состояше упрочившимся [з^аЫШо]. Гул1ольмини, Вен- 
туроли \ Доссъ ^), Буссинекъ *), Коллиньонъ ^), Рихтгофенъ ®) 
ВС* они подагаютъ, что переходъ къ упрочившемуся состояшю 
совершается тогда, когда сопротйвлеше породъ сделался рав- 
нымъ энергш р*ки. Но Вентуроли '^) полагалъ, что переходъ къ 
прочному С0СТ0ЯН1Ю зависитъ тоже отъ мутности воды (1;огЫ- 



*) ва^Ив1т1п1. 8а11а па1ага де йат! 1697 ем. Оаивзе Е1а(1ев (1'Ьу(1г. 
ргвйяив Мет. 8ау. в1г. 20 томъ (1872) стр. 340. 

') {Ыдет. (Уеп1;агоИ Б1вгаепи д*1(1гааИеа 3 и д. МИапо 1818). 

*) 1Ы(1ет. 

*) Воа881пе8д« Бвва! е1е. стр. 156. 

О Со1И§:поп. Соиг8 Ае тёс. стр. 286. 

•) К1сЪ1ЬоГеп Б^Ъгег егс. стр. 141. 

') См. Ваааве 1ое. с!!;, стр. 341. 
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йегга). Поуэддь и Дуттонъ ^) полагаютъ, что это состояйе 
совпадаетъ съ состояшемъ полнаго насыщен1я. Мы уже выше 
указали на то^ что насыщенная рЪка можетъ въ то-хе самое 
время углублять свое русло^ следовательно не можемъ признать 
этого взгляда правильнымъ тЬмъ болФе, что р^Ька можетъ ока- 
заться въ насыщенномъ состоянхи при какихъ угодно своро- 
стяхъ а размыт1е прекращается при опред4ленннхъ скоро- 
стяхъ. Наконецъ состоянхе, о которомъ говорятъ указанные аме- 
риканскхе учеяые, не можетъ распространиться на все тече- 
те^ ибо насыщенная р'Ька должна гд'Ь нибудь находиться 
въ преимущественно размывающемъ состоян1И. Д'Ьйствительно^ 
еслибы русло нигде не подвергалось размыт1Ю^ откуда взя- 
лись-бы насыщающте р^ку продукты размыт1я. Когда размыт1е пре- 
кращается на всемъ течен1й^ то очевидно тЪиъ самымъ пре- 
кращается и отложеше и русло не подвергается никакимъ из- 
менен1ямъ. Подобное состоянхе можетъ быть конечно названо 
спрочнымъ». Строго говоря, оно можетъ быть осуществлено 
только поел* йстечен1я безконечно долгаго времени. Т-Ьмъ не 
мвн4е очевидно, что чймъ размытхе болйе ничтожно, т4мъ со- 
стоян1е реки более сходно съ предельнымъ, прочнымъ нераз- 
мывающимъ состоян1вмъ. Уклонъ въ прочномъ еостоян1И оче- 
видно темъ больше, ч4мъ породы бол'Ье способны сопротив- 
ляться размытш, ибо, чемъ больше было сопротивленхе породы, 
тЬмъ больше были т* пред4льныя скорости у дна и береговъ, 
при которыхъ размыт1е прекратилось. Съ другой стороны, такъ 



О Баиоо. Тег!. Ыв!. Огаой С»поп д1з1пе1. II Моп. П. 8. Оео1. 8агт. 
стр. 76. Воароеомъ прод'Ьловъ рааиытха занимался токе Псякъ (Репек. Оав 
Еп^ггеХ <1ег Егоз^оп \ег11. VIII ^еи1всЬ. Оео^рг. 1а^е8.). Оригинальная 
статья Пенка была для пеня ведоетуава, но иаъ реферата Дрыгальсваго 
(Кеиев ^аЬ^Ъ. Гиг М1п. 1891 г. I, 2 стр. 52) вику, что Фиаичесиая сторона 
вопроса разработана неудовлетворительно. Пенвъ мекду прочимъ увязываетъ 
на то^ что вивелляц1и суши вообще, а водораад'Ьловъ специально сод%1ст- 
вуетъ ра8кыт1е докдеиъ, вотораго капли, падая съ высоты, обдадаютъ сраВ' 
иитедьво значительной ииветической внерпей. 
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какъ ссе1;бпз рапЪив» у большей р^ки скорости вообще и по- 
донныя спещально больше чФмъ у иалой^ то пред'Ьльные укло- 
ны должны быть тЪиъ меньше^ ч^Ьнъ рЪка больше. Такъ какъ 
рЪка увеличивается по мЪр'Ь присоедииенхя првтоковъ, то сл'Ь- 
дуеть ожидать^ что во всякомъ состоян1и бол'Ье или нонЪе 
бизкоиъ къ пред'Ьльноиу уклонъ долженъ убывать отъ вер- 
ховьевъ къ устью. 

Малыя рЪки очень часто находятся всец'Ьло въ области 
распространешя одной породы и^ если эта порода не особенно 
тверда, то не нужно было очень много времени для того, что- 
бы создать уклоны^ правильно убывающ1е отъ верховьевъ къ 
устью. Поэтому указанная черта течен1я очень часто наблю- 
дается у малыхъ р'Ькъ и потоковъ. Такъ н. п. у АльпШскихъ 
потоковъ правильное убыван1е уклона наблюдали Сюрелль ^) и 
друпе^ у потоковъ^ стекающихъ по склонамъ вулканическихъ 
конусовъ^ Дэна '). У большихъ р'Ькъ нельзя ожидать столь 
правильныхъ отношешй^ но убываше средняго уклона наблю- 
дается весьма часто. Такъ н. п. у Эльбы въ Богемш средн1й 
уыонъ поверхности воды ^) — 0,00035, а вблизи Гамбурга 
0,0000315, у Рейна отъ Констанцм до Страсбурга 0,00114, 
огь Страсбурга до Ротердама 0,00045, у Дуная отъ Донау 
эшжнгена до В'Ьны 0,00049, отъ В-Ьны до моря 0,00009. У 
Миссисипи уклонъ у Каире 0,000094, у Колумбуса 0,000108, 
потомъ постепенно уменьшается до 0,000022 у самаго разд4- 



ЗагеИ. Е1адвв ваг 1е0 1оггеп1;д йев Наа1е8 а1рев. Къ еожпл'Ья1ю вта 
1В1га была джя меня ведостуаной. 

^) Вапа. Мапоа! оГ Оео1о^у етг>. 638 и Оп 1Ьв йепи<1а11оп 1п 1;Ье 
Рас1ав. Кер. Ехр. ^11квв 1863 г. 

') При гидрологи ческихъ из]|11рея!яхъ опред'Ьляетея укдовъ поверхно- 
сти воды. М^етяый уклонъ въ руслах ъ неаравильяой Формы есть вещь яе« 
оаредАлевная. Само еобою понятно^ что не смотря на И8м11нен1я глубины, 
■о«йо на длвнныхъ участкохъ по уклону поверхности судить о среднемъ 
умов* дма. 
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яен1я на руиав:г. Въ ругсавахъ, какъ и ся'Ьдовало ожидать^ укло- 
ны опять несколько больше— 0,000031— 0,000037 ^). 

Шкоторые, какъ н. п. Грэфъ ^), Гринвудъ ^), ТаКлоръ *) 
полагаютъ, что вертикальные продольные профили р'Ькъ должны 
имйть видъ параболъ, друпе н. п. Оппйкоферъ ^) думаютъ, 
что эти профили должны им'Ьть видъ циклоидъ. Это заблужде- 
Н1е основано на поверхностномъ сходств'Ь всякой кривой^ обра- 
щенной вогнутостью къ верху, а вм'Ьст'Ь съ гЬмъ асимптоты 
чески приближающейся къ горизонтали съ кускомъ параболы 
пли циклоиды. Бидъ профиля зависитъ прежде всего отъ рас- 
пред'Ьлен1я притоковъ, ихъ величины, насыщен1я и т. д., не 
говоря уже объ изм'Ьненгяхъ кривизны, обусловленныхъ разно- 
образхемъ породъ, состав ляющихъ стЬны русла. 

Размыие идетъ «селене рагхЬиз» т^мъ медленнее, ч-Ьмъ 
порода тверже, а потому выходы твердыхъ породъ обыкновен- 
но сопровождаются н'Ькоторымъ изм^^нешемъ характера течен1я 
и соотв'Ьтственнаго продольнаго профиля дна. 

Всякое течен1е можетъ быть разделено на участки •), гд* 
преобладаетъ размытхе и участки, гд* преобладаетъ отложенхе. 
Количество вторыхъ всегда равно количеству первыхъ, они все- 
гда являются попарно, но посл'Ьдн1й участокъ отложетя мо- 



^) КйЫтпоп 1ое. с!!, стр. 352 и 353. Въ яныхъ сдучаях^ болыше 
уклоны верхвяго течея1я несоинАнао пронсходятъ отъ того, что рЪжа вы* 
текветъ изъ горъ, а не отъ того^, что она уже уса'Ьла арвдтн въ црнблвви- 
тельно прочное состоя 1пе, 

*) Огяё^. Мешо1ге вшг 1е8 СоигЪев йев йёЫ^в. Мет. 8ау. Б1г. 21 томъ 
стр. 634. 

') Огевп\^оо(1 си. ОИЬат. Оп ЬЬе 1а\^ е1с. Яиаг1, ^оа^п. Оео1. Зое. 
Ьопйоп 1888 стр. 734. 

*) Ту1ог. Оп 1Ье асИоп оГ бепи(11п^ а^елс1вз. Особое приложвв1е къ 
Сгео1. Ма^а21пе-за 1873 г. Безсвяаный бредъ рааныии теор1ями. 

•) РЬНИрзоп 1ос. с11. стр. 73 ср. Тгац1^у^е11ег. Ка^йгИеЪе ОеЛШаУсг- 
ЬаИ.п1в8е дег РШвве. Оаеа. 1883 г. стр. 449. 

') Строго говоря, длина участковъ, гд-ь рвзяыт1б абсолютно равво от- 
лоявн1ю, равна нулю. 
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ХОТЬ находиться уже вн'Ь р'Ьки^ въ морЪ^ или озер'Ь^ или въ 
другой рЬв*. 

Распадеше р'Ьки на участки раз»ыт1я и участки отлохе- 
Н1Л есть рвзультать веЬшнихъ иричинъ^ ибо р'Ькй сами ио се- 
й не переходятъ въ преимущественно отлагающее состоите. 
Цузкно^ чтобы какая нибудь вн'Ьшняя причина дала поводъ къ 
реньшешю скоростей ниже того лред'Ьла^ при которомъ рЪка 
еще южетъ переносить им4ющ1еся продукты размит1я, или чтобы 
количество ихъ чрезмерно увеличилось. Если на(*|Ыщен1в увели- 
чивается всд4дств1е впаден1я притока, иесущаго много продук- 
товъ размыт1я, то причина перехода въ преимущественно отла- 
гающее состоянхе въ сущности сводится къ первому случаю, 
ибо разсматривая р'Ьку, образовавшуюся изъ соединенхя об'Ьихъ 
р*къ, какъ продолженхе притока, всегда найдемъ, что скорости 
ея течен1я недостаточны для перенесенхя того количества или 
столь крупныхъ продуктовъ размыт1Я, как1е приносятся прйто- 
комъ. Причина уменьгаен1я скоростей чаще всего заключается 
въ уменьшеши уклона подъ вл1ян1емъ н'Ькоторыхъ топографи- 
ческихъ и тектоническихъ услов1й, н. п. можетъ случиться, что 
Р'Ька переходитъ съ бол'Ье крутой покатости на мен-Ье крутую, 
ИДИ перес4каетъ выходы твердыхъ породъ и т. п. Точно так- 
же причиной отложешя бываетъ подпираше моремъ, озеромъ 
или другой р'Ькою. Бели главная р'Ька течетъ быстро, если въ 
пор* у берега существуетъ сильное течен1е, то вода впадаю- 
щей р-Ёки и несомые ею продукты размыт1я увлекаются, въ 
противномъ случае является пересыщен1е и наносы отлагаются 
вблизи устья. Область отложешя очень часто распространяется 
на впадающую р'Ьку. Такъ н. п., выходя изъ устья въ спо- 
Бобное море, нсим'Ьющее ни теченхй, ни приливовъ и отливовъ, 
рЬка приводить въ движеше воду моря, но т-Ьмъ самымъ те- 
ряетъ свою 9нерг1Ю и скорость ея уменьшается. Такъ какъ 
скорость течен1я у р-Ькъ регулируется снизу вверхъ, то замед- 
лен1е течешя при выходе изъ устья сообщается вверхъ по р4- 
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Б^Ь^ ЧТО даетъ ловодъ къ отдожбН1ю наносовъ на незовьяхъ. 
Когда существуютъ течен1я, прилдвы и отливы, то услов1я, ко- 
нечно, осяожняются. 

Наносы отлагаются слоями, одни на другихъ и, если есть 
достаточно м^ста, распространяются во всЬ стороны, образуя 
характеристичный, подобный в'Ьеру, конусъ отложешя, по кото- 
рому вода стекавтъ во всФ стороны и разд'Ьляется на рукава. 
Бели д'Ьло не доходитъ до разд'Ьленхя на рукава, то по край- 
ней м^ЬрЪ наблюдается расширеше и обмел'Ьше русла. 

Очень часто накоплешя наносовъ возвышаются надъ окре- 
стною м'Ьстностью. Это наблюдается тамъ, гд^Ь р'Ька перехо- 
дитъ изъ большей покатости на меньшую, изъ одной террасы 
на другую. Такъ какъ нижн1й пред'Ьлъ той скорости, при ко- 
торой твердыя частицы выделяются и больше уже не сдвигают- 
ся, т4мъ больше, ч-Ьмъ частицы крупнее, то, смотря по харак- 
теру отлагаемаго матерхяла, уклонъ поверхности конуса отло- 
жен1я бываетъ то больше, то меньше. Большая р'Ька обладаетъ 
большей скоростью при меньшемъ уклон*, а потому уклоны по- 
верхности ея конуса отложешя «се1;ег18 рагхЬпз» меньше, ч-Ьиъ 
у малой р4ки, но съ другой стороны т-Ьмъ больше, чФмъ крупнее 
отлагаюпцяся частицы. 

Накоплен1е наносовъ увеличивается до тйхъ поръ, пока 
продукты размыт1я приносятся въ изобял1И съ верхняго тече- 
Н1Я. Но количество ихъ уменьшается то всл'Ьдств1е ослаблен1я 
размыт1я при уменьшенш уклоновъ, обусловленномъ прогрес- 
сомъ размыт1Я, то всл'Ьдствхе того, что р-Ька на верхнемъ те- 
ченш углубилась до пластовъ, хорошо сопротивляющихся раз- 
МЫТ1Ю. Тогда отложеше наносовъ можетъ не только прекра- 
титься, но даже замениться размытхемъ. Именно, если передъ 
накоплетемъ наносовъ есть участокъ размытхя, то этотъ по- 
сл-Ьдшй, удлинняясь своимъ верхнимъ концомъ, вторгается въ 
область накоплешя наносовъ и вымываетъ посреди старыхъ на- 
носовъ новый глубокШ и узк1й каналъ. Иной разъ накоплен1е 
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наносовъ еще увеличивается во верхней, задней своей частя а 
въ нижней уже размывается. 

Происшедш1й отъ размытхя стараго конуса отлохен1я иа- 
тер1ялъ отлагаеття въ другомъ мЬстЬ и образуетъ вторичный 
конусъ ^^. Продукты размыпя могутъ попасть на другое уже 
унбныпающееся наконлен1в^ пр1остановить его размыт1е^ даже 
вновь увеличить до болъпгихъ чймъ прежде разм-Ьронъ. Таиъ, 
ц* иного участковъ размыйя и отложсн1Я, гд* усдов1я слож- 
ны бди изм'Ьнчивы^ образовап1е и уничтоженхе шакоплешй на 
однонъ и тоиъ-же или на разныхъ м'Ьстахъ можетъ повторяться 
много разъ '). 

Конусы отложешя, находящхеся у устья прщгоковъ, очень 
часто размываются потону, что главная рЪка вновь углубляетъ 
свое русло и заставляетъ притоки следовать за собою. Иногда 
углублете главной р4ки происходйтъ настолько быстрее уг- 
лублетя притока, что онъ соединяется съ главной р'Ькой во- 
допадоиъ. Примеры этого явлен1я и другихъ ему подобныхъ 
встречаются у Дэвля ^), Рютимейера *) и другихъ авторовъ. 

Наоборотъ бываетъ тоже обратное явлеше. Главная р'Ька 
отлагаетъ такъ много наносовъ и такъ быстро возвытаетъ свое 

русло и долину, что притоки, не будучи въ С0СТ0ЯН1И столь- 

хе быстро возвышать свои русла, запружаются й образуютъ 
озера. Прим-Ьронъ этого явлетя могутъ служить л*вые прито- 
ки Дуная отъ Галаца до устья *). Мног1е изъ притоковъ Волги 



') Ср. ОИЬат. Оп 1Ье 1а^ б1е.... ^аа^1. 1оигп. Ово1. 8ос. Ьоп(1оп 1888 
г. етр. 735. 0^ьдгэI1Ъ вазываетъ такое вторичное накоплен!е: 8есо11с1агу Гап, 

') Кй1;1теуег. ТТеЪег ТЬа1 ппй ЗееЬШипд Ввае!. 1874 г. етр. 32. Рю- 
'пиейеръ кажетеа оолигаетъ, что причина нногоЕратнаго образован1яиунич- 
тожеша вавоплен1й еоетоитъ въ тонъ^ что поочередно размываются выходы 
твердыхъ оородъ^ аер^свкающ^е русло р'Ьки. Во всявомъ случа'Ь вто только 
одна жзъ првчинъ. Впрочемъ Рютинейеръ нм'Ьлъ, кажется, въ ввду еаещаль- 
■0 Рейсеъ н еа притоки. 

•3 1лт<г1. ПеЬег ТЬа1Ы1йппк. Рга§. 1884 г. 

*) ЕаИшеуег 1ос. с11. 

*) Ср. КхсЫЬоГеп 1ое. еН. етр. 266. 
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подпираются ея водою во время весеннихъ раздивовъ и обра- 
зуютъ у свойхъ устьевъ временныя озера. 

Многократнымъ накопленхемъ и размытхемъ наносовъ объ- 
ясняется происхожден1б многихъ продолькахъ террасъ. )1ы 
только что показали^ что однЪ уже реакщи между разлйчныпи 
частями течешя даютъ поводъ то къ образован1ю наЕоплел18, 
то къ размыт1ю ихъ. Зам-Ьтйнъ^ что лоложительныя йзм'Ьненгя 
уровня моря или озера, въ которое впадаетъ рЪва^ тоже даюп 
поводъ въ образованш новыхъ навопленхй повыше старыхъ и 
въ одновременному погружешю старыхъ, наоборотъ отрицатель- 
ныя йзм'Ьнен1Я уровня моря заставляютъ рЪву глубже врезать- 
ся въ старые наносы, нести дальпю матерхялъ и отлагать его 
пониже старыхъ наносовъ. Потому-то увеличивающаяся дельты 
находятся по большей части на т4хъ берегахъ, гд4 уровеш» 
моря понижается ^). 

Само собою очевидно, что террасы могутъ тоже образо- 
ваться БСЛ'Ьдств1е изм'Ьнешя влимата ^) или орографйчесвихъ 
условШ, ибо эти причины тоже заставляютъ р4ву переходить 
йзъ размывающаго состояшя въ намывающее и обратно. Прех- 
Н1е авторы слишвомъ охотно пользовались посл'Ьднимн причи- 
нами ^). Между гЬмъ нельзя «^ рг10Г1» разсматривать продоль- 
ныя террасы какъ доказательства йзм'Ьненхя влимата или под- 
НЯТ1Я н-Ькоторой части бассейна р^ки. Нужно прежде убедить- 
ся, насволько образ'вашю террасъ могли способствовать реак- 
Ц1И между разными частями ручной системы и волебашя уров- 
ня моря. 



^) Сгедпег. Э1е ОеИаа. 56 Ег^&пгЪ. Ре!. М1иЬ. 

') Такъ н. п. рявмытхе уевлввается^ когда ввсеав]е разливы увелчм- 
ваются. 

■) Рёвск. 1ТеЪег д1в РеподхмШ* 111 ёег Т11а1Ъ11(1и11д УегЬ. ОезеИ. 
(1ег Бг<1к1т<1е ги ВегИп 1884 г. стр. 39. Работа Пснка^ хотя пряпн ываигь 
обра8ован1е террасъ климатически мъ причинамъ^ не ааелуяпвяетъ на этотъ , 
упрекъ. Онъ укааывоетъ на то, что не одна рФка я не въ одяоиъ и^^ст'К, & 
инопя р^кн на анвчительныхъ участкахъ отлагали массу щебня. Онъ свя- 
вываетъ вто явленхе съ ледниковымъ аер1одомъ. 
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Къ внезапному увеличвнхю насыщетя даегь поводъ впа- 
дете притока^ несущаго больше продуктовъ размнтхя, чЬмъ 
главная р4ка въ состояти переносить. Такъ н. п. въ русл* 
Миссисипи посл^Ь впадешя каждаго изъ болЪе крупны хъ при- 
токовъ находятся накоплешя наносовъ ^). Тоже саиое наблю- 
дается у кногихъ р^Бъ. 

Когда накоплетя наносовъ^ приноснинхъ притовомъ, очень 
значительны, то д'Ьло можетъ дойти до запружен1я главной р'Ь- 
БИ и до образован1я озера. Форель ^) склоненъ думать, что 
н^^что подобное способствовало образовашю Женевскаго озера. 
Конечно, такое запружеше возможно только въ узкихъ горныхъ 
долянахъ. 

Точно также причиной образован1я накоплешй бываютъ 
обвалы ст4нъ долины. У равнйнныхъ р'Ькъ обвалъ можетъ не- 
тояько довести до образован1я переката, но даже заставить 
р*ку измйнйть свое теченхе, чтобы обойти запруду. Въ узкихъ 
горныхъ долйнахъ случается, что обвалъ совершенно запру- 
жаетъ р-Ьку ^). Повыше плотины образуется озеро, сущ,ествую- 
щее до т4хъ поръ, пока переливающаяся черезъ край плотины 
рка не размоетъ ее и не спуетитъ озера. Но исчезновенш 
такйхъ плотйнныхъ озеръ еще больше способствуетъ возвыше- 
шеще ихъ дна наносами, приносимыми впадающими въ него 
горными потоками, Въ результат* поел* йсчезновен1я озера въ 
доинЬ остается поперечная терраса, иногда достигающая цЬ- 
лня сотни метровъ высоты. 

Верховья р*къ остаются въ преимущественно размываю- 
щенъ состояши, ибо позади ихъ н-Ьтъ учас1кар*ки, посылаю- 
щаго имъ свои продукты размытхя. Даже въ томъ, впрочемъ 
неосуществимомъ случа*, когда р-Ька питается исключительно 



О Ср. \Уаггеп. УаПеу оГ М1апо80(а апА Ы188181р1 Ашег. Яоагп. оГ 8с. 
3 сер. 16 томъ стр. 420. 

') Роге1. Ье Ьетап Ьапзаппе 1892 г. стр. 247 и сл-Ьд. 
») Ьо^1. ПеЬег ТЫЪ^Ыигц} Ргад. 1884 г. стр. 62, 81. 
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источниками^ размыпе верховьевъ ин'Ьетъ исЬсто съ той разни- 
цею, что размыт1е на поверхности заи'Ьняется подземиымъ ^); обра- 
зуются полости, своды Боторнхъ должны когда нибудь обрушиться. 
Иногда верховья вторгаются въ бассейны другвхъ рЪкъ или 
наоборотъ сокращаются. Во нногихъ случаяхъ р'Ьки зан^Ьтно 
удлиняются свойкъ верхнипъ концомъ и отбираютъ у сосЬд- 
нйхъ р'Ькъ ихъ притоки. Удлиняющаяся свойиъ верхнимъ кон- 
цомъ рФка пересЬкаетъ другую и такимъ образомъ съ начала 
даетъ поводъ къ н-Ькотороиу раздвоешю') [бифуркащи] тече- 
шя. Чаще всего пересЬкающая р'Ька сильн'Ье углубляется, чФиъ 
пересЬкаеиая, а потону захватываетъ въ свою пользу весь ея 
верхшй участокъ. 

Услов1я, способствующ1я удлинешю р'Ькъ верхнииъ коя- 
цоиъ суть сл'Ьдующ1я: 1) Значительная разность уровня между 
русломъ Р'Ьки и т'Ьми возвышенностями, въ которыхъ находится 
ея бассейнъ питан1я. 2) Присутствхе легко размываеныхъ по- 
родъ на водоразд'Ьлахъ. 3) Абсолютное и относительное обил1е 
осадковъ въ бассейн'Ь питангя. При равенств'Ь прочйхъ уело- 
В1Й удлиняются Р'Ьки того склона, на которомъ выпадаетъ бо.1Ь- 
В1е осадковъ. 

Въ м'Ьстахъ удлинвн1я рФкъ и вообще всюду, гд-Ь обра- 
зован] е русла и долины находятся еще въ первой фаз'Ь, всегда 
наблюдается сильное местное увеличен1е уклона (4оггеп1 рог- 
1;10п) въ схэм'Ь размыт1Я Дэны ^). 

Это м-Ьстное увеличен1е уклона есть прямой результать 
самаго хода размыт1я. Мелк1е ручьи, маленьк1я дохдевыя струй- 



*) Иные говорнтъ, что ра811ыт!е сакаго водоравдшса равно нужю, яо 
ел'Ьдуетъ помнить, что онъ размывается дождевою водою, жоторая, падая еъ 
высоты, обладаетъ н'Ьжоторой кинетической эяерпей, во вторыхъ схюны, 
находящ1еся по об'Ьимъ еторонамъ водоразд'Ьла раамываются; а потому яо- 
доразд'Ьлъ долженъ въ ковц'Ь концовъ обвалиться. 

*) Ср. Нааяе. ПеЪег Б1Гагсаиопсп. е1е.... Ре1. М111Ь. 1886 г. етрЛ95. 

') Вапа Мвпаа] оГ ОеоЬ^у II изд. 1875 г. стр. 638 ер. тоже К{еЬ(* 
ЬоГеп 1ое. е11, етр. 139. 
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щ стекающгя по склону^ отклоняются иалыни неровностяии 
почве н т. п. причинами то вправо, то вл'Ьво, а потому долж- 
ны встретиться. Но встр-Ьча двухъ струй проточной воды всегда 
равняется йхъ соединепю^ ибо он'Ь не отражаются другь отъ 
друга, а пройти одна сквозь другую тоже не могутъ. Въ этомъ- 
то заключается главная причина соединешя рЪкъ во все боль- 
1Л1Д и больш1я. И такъ^ мелк1я струйки дождевой воды соеди- 
няются въ н^Ьсколько больш1й ручей. Энерпя такого ручья всегда 
больше энерпи составляющихъ струекъ^ ибо масса воды боль- 
ше, а на бол^е или мен'Ье однообразномъ покатомъ склон'Ь 
скорость течен1Я скор-Ье увеличивается, ч4мъ уменьшается. И 
такъ обыкновенно вымывается рытвына, болЪе глубокая внизу 
склона, ч^мъ вверху. Дальнейшее углублен1е идетъ снизу вверхъ. 
Вскор* углублен1е внизу склона доходитъ до того, что уклоиъ 
уменьшается ниже того предала, при которомъ въ виду даииаго 
насыщешя ручеекъ переходйтъ въ преимущественно отлагающее 
состоян1е. Вместе съ тФмъ м^сто, где размывающая энерпя до- 
ходить до максимума, оказывается дальше сзади. На нашей схэме 
см. Г. 1 , а ~ а обозначаетъ « 1;оггеп1; рогИоп » Дэны. Уча- 
стокъ а — а имеетъ обыкновенно вс* характеристйческ1я черты 
потока, ямы на дне, водопады, резкхе повороты и т. д. Быст- 
рому отступлешю участка а — а способствуетъ нетолько более 
энергичное разиыт1е, обусловленное значительнымъ уклономъ, 
но также частые обвалы. Въ рыхлыхъ городахъ очень часто 
случается, что уклонъ въкакомъ нибудь месте €1;оггеп1 рогИоп» 
дЪлается больше угла покоя. 

Въ рыхлыхъ породахъ противуположность между быстрымъ 
размыт1емъ участка а — а и медленнымъ повыше а усиливается 
еще темъ, что повыше а склонъ обыкновенно покрытъ расти- 
тельностью значительно увеличивающей сопротивлеше размыт1ю. 
Иелкк дождевыя струйки не въ состояши размывать верхшй 
скр^Ьпленный растительностью слой почвы. Разумеется, скреп- 
ленте поверхностнаго слоя почвы не можетъ помешать ни под- 
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мнван1Ю^ ни образонан1ю осыпей й обваловъ на впереди южаг 
щеВ с (оггеп! рог1;1оп » и захватывающихъ почву повыше точки а. 

И такъ^ вл1ян1е раститеяьности сводится преимущественно 
къ тоиу^ что она иЪшаетъ образовашю зачатковъ оврага. 

Докучаевъ замЬчаетъ *), что развитш оврага, особенно- 
же образовашю вертивальныхъ обваловъ способствуютъ выходы 
ключей на дн^Ь и въ ст'Ьнахъ оврага. Этотъ факторъ овазн- 
ваетъ свое вл1ян1е съ того иоиента, когда дно оврага дойдегь 
до водоупорныхъ пластовъ. 

Даже тогда, когда рытвина образовалась сверху внязъ^ 
дальнМшее ея углубленье идетъ снизу вверхъ. Вообще углуб- 
лете русла идетъ всегда снизу вверхъ. Действительно, поло- 
жйиъ, что гд'Ь нибудь на дн'Ь р'Ьки или на склон'Ь образуется 
углубленье (см. Г. 2). Всегда уклонъ уменьшается на перед- 
ней, а увеличивается на задней стороне выемки. Следователь- 
но размыт1е усиливается на задней стороне выемки и увелй- 
чиваетъ ее заднимъ ходомъ; напротивъ того на передней сто- 
роне выемки размыпе слабФетъ. Быстро стекающей по задиевъ 
склоне выемки водою въ точке т долбится более или мен'Ье 
глубокая яма. Можно хорошо проследить первый фазы образо- 
Н1Я и углублешя рытвинъ на правильныхъ склонахъ железно- 
дорожннхъ выемокъ. 1. ^аза: образоваше рытвины нескольБО 
более глубокой внизу склона. 2. Фаза: обвалы внизу склона 
и образоваше ломаннаго профиля дна; внизу меньшШ уклонъ^ 
несколько выше крутой уклонъ, еще выше опять меньшШ уБ- 
лонъ. Дальнейшихъ фазъ не видно, такъ какъ админястра* 
Ц1Я железныхъ дорогъ старается прекратить дальнейшее обра- 
зоваше овраговъ и спешить починить испорченные склоны. 

Если какая нибудь причина даетъ поводъ къ возобновле- 
шю или къ усилешю размывающей деятельности, то всегда 



') Способы о6ро8ован1я дошнъ. С*<11етерб. 1878 г« стр. 63. 
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оказывается, что вл1ян1е ея доходить до какоииуиа въ одной 
ш н^скольвжхъ точкахъ твчетя. Начиная съ такой точки, 
ра;^1ЫТ1е отступаетъ вверхъ по течбшю, т. е. всякая такая 
точка даетъ начало къ образованш своего участка разпытхя, 
длиняющатося верхнииъ концомъ. 

Новобразующ1Яся накоплешя наносовъ запружаютъ выше- 
яежащШ участокъ твчешя. Всл^дствхе этого скорость навтоиъ 
участке уменьшается ^) и новые наносы отлагаются нетолько 
поверхъ но и позади старыхъ. Такинъ образоиъ участокъ отло- 
хешя тоже увеличивается своииъ верхнииъ концомъ. 



О Ср. выше то, что бкио ежазвно о аодввран1я порем!!. 



ГЛАВА VI. 
Нзвилинн. 



Извилистость течбН1я есть общ1й характеристически прда- 
накъ рФкъ. Разсматривая очерташя какого угодно течешя^ всегда 
найдемЪ) что игозкно провести некоторую идеальную линш^ какъ- 
бы ось течен1Я. Настоящее течете уклоняется то въ ту, то въ 
другую сторону этой идеальной лиши. Изгибы течен1я всегда 
бол^^е или мен'Ье округлены. Сильно развитый извилины при- 
нипаютъ форму петель. Участки течешя, совершенно лишенные 
изгибовъ, крайне рйдки. У большихъ р-Ькъ, гд4 стрежень очень 
часто отчетливо выделяется среди остального течетя, извяли- 
ны стрежени бываютъ обыкновенно еп1,е болФе изогнуты, ч'Ьмъ 
извилины главнаго течешя, а иногда короче. Само собою оче- 
видно, что за исключен1емъ н'Ькоторыхъ второстепенныхъ приз- 
наковъ, извилины стрежени представляютъ собою явлеше, со- 
вершенно сходное съ Извилинами самаго течешя. Точно также 
очевйдво, что всЬ извилины, начиная отъ слабо изогнутыхъ и 
и кончая петлеобразными, принадлежатъ къ одной категор1И 
явлетй. • 

Уже одна общность явленхя доказываетъ, что происхож- 
деше извилинъ не можетъ быть объяснено вл1ян1емъ тектоники 
я топографш местности. Это становится особенно яснымъ, если 
обратимъ вниман1е на то, что наиболее извилистый течешя на- 
ходятся именно среди наносныхъ равнинъ. Здесь почва созда- 
на самой рекою, следовательно, утверждая, что извилины обра- 



Л'. 
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зоваись въ зависимости отъ строешя почвн^ ин 6и попали въ 
йкотораго рода «С1гса1и8 уКшзиз». Извилины могутъ образо- 
ваться среди абсолютно однородной и всюду одинаковой поро- 
ды, среди совершенно однообразной равнины. 

Уже Лекрэ ^) говорить^ что настоящая причина образо- 
ван1я извилинъ^ разиытхе. Тоже самое говорить и Ляелль. Но 
ЗонБдяръ, Бэръ, Пэшель ^) выражаются бол'Ье опред'Ьленно. 
Они указываютъ на то, что въ извилин'Ь вода размываетъ вогну- 
тый берегъ и отлагаетъ наносы на выпукломъ. Такимъ обра- 
зомъ извилина должна сама по себЪ все дальше развиваться. 

Извилины появляются не одиноко^ а ц'Ьлыми сер1ями. 
ОбыЕНОвенно говорлтъ, что это результатъ поперем'Ьннаго отра- 
жеюя воды то отъ одного, то отъ другого берега, причемъ 
уголь отражешя равенъ углу падешя ^). Хотя основная иисль 
этого взгляда справедлива^ однако подведеше отражен1я воды 
подъ законы отражен1я твердыхъ упругихь т'Ьлъ не можетъ быть 
строго оправдано. Отраженхе воды отъ береговъ есть сложное 
явлеше. Не всЬ частицы воды стремятся съ одинаковой ско- 
ростью, движете отражаемой струи зависитъ отъ движешя всей 
окружающей воды. При большой скорости, и. п. у горннхъ по- 
тоБовъ, отражен1е сопровождается бурнымъ движешемь^ образо- 
ван1е1ъ вихрей у того м-Ьста, гд* вода ударяется о берегъ *). 
Бываютъ случаи, когда уголь отражешя вовсе не равенъ углу 



') Ь« Сгвг|1х. КееЬегеЬеэ ваг 1а ГогтаНоп (1е8 пугёгеа Раг18 1804 г. 
етр. 52. 

*) допк1аг АИ^ет. Ого^г. приведено по 8с11пе1(1ег'у- 81а^1еп йЪег 
ТЬ&1Ы1€1ап9 е1е. 2еШеЬг. ОевеИ. Бг(1кап(!е. БегИп 1883 г. стр. 41 

Е. т. Ваег. 8^ай^еп айв дет ОеЪ!е1в Аег Ка1аг^!88. Ре1. 1873 г. етр. 125 

РевеЪе!.— Ье1ро1(1(. РЬув. Егдкапде II томъ етр. 389. 

*) Вее1и8-П1е. 01е Ег(1е Ье^рг!^ 1874 г. I томъ етр. 269. 

Дожучаовъ. Матер, для оцфвкн земель Нижег. губ. выо. Х1П. С.-Пет. 
1886 г. глава I стр. 8. 

Няввтмнъ. Общая Геол. карта Росс1и листъ 56. Труды Геол. ком. I, 

2. етр, но. 

*) Водовороты въ свол'Ьнахъ» т. е. въ мФетахъ отраяен1я ветрФчают- 
еа очень часто н у тнхихъ рвкъ. 
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паден1я. Такъ н. п. прямая струя, встречая ст4иу, стоящую 
перпендикулярно бъ направлешю ея движен1я, разделяется ва 
дв'Ь струи, теБущ1я вдоль преграды въ противупологиыхъ на- 
правлешяхъ. Зд'Ьсь уголъ падешя 0^, а углы отражен1я 90° 
и — 90^ И такъ, уголъ отраженк можетъ быть то больше, то 
меньше угла паден1я, смотря по услов1ямъ. 

Извилины быстрыхъ рЪкъ мен^Ье изогнуты, ч'Ьмъ извилины 
медленныхъ. По Жильберту ^) быстрый, сильно размывающ1Я 
р^ки стремятся удержать прямолинейное течеше и углубить 
свое русло, но, приближаясь къ своему базису размыт1я [ср. 
предыдуш;ую главу] рФки начинаютъ блуждать и размытхе дна 
см'Ьняется размыт1емъ береговъ. Причину, по которой быстрый 
рФки стремятся удержать прежнее направлеше указываетъ Рихт- 
гофенъ, говоря ^), что прежде ч'Ьмъ р4ка усп4етъ размыть бе- 
регъ, русло уже углубилось, а м4сто, гд4 вода наибол-Ье силь- 
но размываетъ берега, очень часто и скоро передвигается то 
назадъ то впередъ. 

Разсмотримъ сначала движенге воды въ извилинахт». Вода, 
движущаяся по поверхности земли, подвержена сложному цен- 
троб-Ьжиому ускорешю, происходящему отъ вращен1я земли, о 
которомъ будеть р'Ьчь впереди. Кром* того, коль скоро пути, 
проходимые частицами, изогнуты.» то постоянно д^йствуетъ обык- 
новенное центробежное ускорен1е, всегда напирающее воду къ 
вогнутому берегу русла, вслЬдствхе чего поверхность воды не- 
сколько приподнимается у вогнутаго берега. Въ йзвилинахъ боль- 
шихъ р4къ, н. п. Дуная ^), это возвышеше поверхности доходнтъ 
до нйсколькихъ сантиметровъ [въ случай Дуная до 8-ми]. 



О о. к. 011Ъег1. Ово1о@^у оГ Ееигу Моип1а1П8. Такъ какъ книга 
Жильберта была для меня недоступна^ то привожу его нн1Ьн1е по вывоекф у 
Иакъ-Дан. Мае.-вее. Сво1о^ о1* гЪе Ьеай о( 1Ье СЬевареаке Ъау. УИ Аоп. 
Кер. О. 8. Оео1. 8игу. стр. 617. 

*) К^еЬ^ЬоГеII. РйЬгег е1с.,.. етр. 146. 

') ТУа^ег. НуАго1о^1веЪе ПпигваеЬапдеп ВгаапвсЬ^е1§;.1881г. стр.42. 
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Цбнтроб1^жнов усБорбН1е пропорщонально квадрату скоро - 
сти н кривизн'Ь путй^ притоиъ всегда ^устремлено по направлен1ю 
рад1уса кривизны пути частицы изъ внутри извилины наружу. 
Такъ какъ всЬ частицы воды текутъ приблизительно въ одноиъ 
направленхи^ то кривизны путей различныхъ частицъ, проходящилъ 
въ данный хоиентъ сквозь известное поперечное сЪчеше русла, не 
югутъ значительно различаться другъ отъ друга. Между тФиъ 
поступательная скорость частицъ^ проходящихъ сквозь разсиа- 
триваемое сЬчеше, изм'Ьняется въ широкихъ предФлахъ отъ 
нуля [въ и'Ькоторыхъ и'Ьстахъ у береговъ] до н'Ьсколькихъ иет- 
ровъ въ секунду ^) [на динаиической оси]. 

Поэтому центробежная сила д'Ьйствуетъ наибол'Ье сильно 
на гЬ частицы^ который въ данный моментъ обладаютъ наи- 
большей скоростью. Ч^нъ скорость частицы больше^ тЪмъ силь- 
нее она стремится къ вогнутому берегу и динамическая ось 
течешя^ т. ё. совокупность наиболее быстро текущихъ частицъ^ 
перем'Ьщается къ вогнутому берегу и такимъ образомъ тамъ вы- 
знваетъ сосредоточеше размывающей деятельности. БуссинекЪ; 
кажется^ первый ^) замФтилъ, что^ коль скоро вода движется 
по каналу съ кривой осью^ то поступательное движете непре- 
н^нно сопровождается некоторой поперечной циркулящей. Онъ 
даже пытался теоретически определить скорости поперечной 
щгркулящи въ томъ простейшемъ случае^ когда каналъ имеетъ 
видъ замкнутаго кольца. Независимо отъ Буссинека, Джемсъ 
Томсонъ и Мэллеръ ^) пришли къ тому-же заключешю. Впрочемъ 



*) Н. п. у того же Дуная вблизи В'Ьяы 3 метра въ сенунду ер. Наг- 
1яеЬег. 016 Меззап^еп аа йегЕ1Ъе ип<1 Вопаа. Ье1р21^ 1887 г. 

*) ВоиаеЫещ, ХпДоепсе дев Гго11етеп18. е1е. ^оагп. Ь1оау. II сер. 
XIII томъ $§ XI и XII. 

*) Д. ТЬошбОп. Бхрептеп1а1 111а81га(10П8 е(с. Вер* Вг. Лев. 1876 г. 
Его Гоцю обширная статья въ Ргоееедап^в Коу. 8ое. бьна для меня иедс 
етупва. 

ИоИег ем. ОйвкЪег. ОеорЬув1к II томъ 81;а11даг1 1885 г. етр. 601. 
Оригинальная етатья Мвлдера была тоже для меня недоступна. 
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уже одинъ подробный акалитичесвШ разборъ усяов1й течеш 
по кривому руслу показываетъ необходимость поперечной 1Ц!р- 
кулящи. Но и безъ анализа ' можно себ-Ь уяснить ея причину. 
Центробежная сила гонитъ каждую частицу къ вогнутому 
берегу тймъ сильнее, ч4мъ ея поступательная скорость болыпе. 
Но при этомъ общемъ напор* воды къ вогнутому берегу, дей- 
ствительно передвигаются въ его сторону только частицы, обла- 
дающ1Я наибо^.ьшей скоростью или скорее скоростью большей^ 
чЪмъ некоторая критическая ^) скорость; остальныя оттесняют- 
ся назадъ потому, что, несмотря на некоторое поднятье воды 
со стороны вогнутаго берега, для нихъ нетъ достаточиаго ме- 
ста. Въ то вреия^ когда частицы^ бывт1я па динамической осн, 
подходятъ къ вогнутому берегу, находивп11яся тамъ более мед- 
ленно текупця частицы, оттесняются внизъ. Но первый части- 
цы, подходя къ берегу, испытываютъ его сопротивлете, те- 
ряютъ свою скорость и оттесняются внизъ новыми частицами, 
подходящими съ динамической оси. Такимъ образомъ все но- 
вый я новый частицы опускаются ко дну, потомъ оттесняются 
вдоль его на противуположную сторону русла, тамъ опять вы- 
тесняются на верхъ, чтобы въ последств1И опять попасть на 
динамическую ось. Поступательная скорость частицъ доходить 
до минимума у выпуклаго берега вследств1е отдаленности сего 
последняго отъ динамической оси. 

Поперечная цирку лящя зависитъ отъ разностей между ско- 
ростями, а потому ея собственный скорости всегда незначительны. 
Ея значеше состоитъ въ томъ, что, слагаясь съ поступатель- 
нымъ движен11мъ вдоль русла, она заставляетъ частицы воды 
не только спускаться вдоль течен1я, но тоже переходить отъ 
одного берега къ другому. Вследствхе перемещешя динамиче- 
ской оси къ вогнутому берегу, скорости течен1я значительно 



^) Критическая скорость в-Ьроятно довольно близка жъ той, которой 
квадратъ равняется средней язъ квадратовъ всЬхъ скоростей, встр'Ьчающях- 
ся въ даниокъ еф<1ен1и. 



г. 
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больше у этого берета^ ч'Ьмъ у внпуклаго^ а потому размы- 
вающая деятельность сосредоточивается у вогнутаго берега. Раз- 
хытня вещества переносятся вннзъ по течен1ю^ но благодаря 
поперечной цирку дящй^ попадаютъ къ протйвуположному берегу^ 
а такъ какъ скорости течешя у выпуклаго берега именно мень- 
ше^ то тамъ происходитъ отложеше. 

У т1хъ рЪкъ^ у которыхъ динамическая ось находится на 
значительное глубин!^ (ср. гл. II) движенгя въ верхннхъ слояхъ 
водн т. е. въ тЬхЪ; которые находятся выше динамической оси^ 
слагаются несколько иначе и не вся вода участвуетъ въ ниж- 
ненъ круговорогЬ. Впрочемъ^ движешя верхннхъ слоевъ нико- 
гда не пр1обр'Ьтаютъ особенно большого значен1я. 

И такъ, при движен1н по кривому руслу д'Ьятельность 
р'Ьки разделяется на преимущественно размывающую у вогну- 
таго и преимущественно намывающую у выпуклаго берега ^). 
Всл*дств1е этого вогнутый берегъ отступаетъ, а выпуклый на- 
ростаетъ и^ если где нибудь на течен1и рЪки образовалась 
сахая незначительная извилина^ то, благодаря самому механиз- 
му движешя реки, она должна увеличиваться. Благодаря обра- 



*) Зд^ь невольно являетен вопроеъ, не ожяяываетъ ди дв1жев1е въ 
пвндввахъ н11Вотораго вдхяви ва глубину диваинчоекой осн. Къ сожад^- 
н!ю мн% не доведось найтн вабдюдев1Й идя опытовъ^ поаводяющвхъ судвть 
объ втовъ вовровФ. ТодьЕО ивъ Я'Ьжоторыхъ теоретичеежяхъ еообра«ея1й 
вывожу 8авдючев!в, что въ нввидянахъ дяяаиячесвад ось течев1Я должна на- 
ходиться сравнительно выше. 

') Еедя вогнутый берегъ вмИет'Ь съ т-Ьмъ правый, то ра8иыван1ю вро> 
м% того своеобетвуетъ едожное центробежное усвореп1е, (уеяорви1е Кор1оли- 
еа) происходящее отъ вращен1я аемли; если вогнутый берегъ есть ви'Ьет!^ 
еъ г&мъ л'Ьвый, то ускоренхе Корходиса противуд'ЪЙствуетъ размыванию. Но 
почти всегда усжорен1е, происходящее отъ ирививны русла авачительво боль 
ше Ч'Ьмъ то^ яоторое нроисходятъ отъ вращеи1я вей ли. Таяъ в. п. Жвдьбертъ 
САтаег. Допгп. оГ 8е. 3 сер. 27 тоиъ стр. 430) вычяеляетъ^ что въ сильно иэог- 
вутыхъ иавндивахъ Миссиенпн (рад!уеъ яривианы 8 яилок.) цевтробИжвое 
уе1орев{е въ елишвоиъ 20 рааъ больше уеворен1я Кор10лиеа. Хотя нельзя 
полагаться ва точность подобяыхъ вычнеденхй, т1^иъ не нен'Ье они двютъ поия- 
т1в объ отяошен1яхъ между иав'Ьстныни величинами. Для точной оц%яви вд1я- 
пя втяхъ •авторовъ нужно решить задачу I, чуть-дн не провосходящую еред- 
етва совреиевваго анализ 1, 
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зованхю йзвилйны^ участокъ течен1Я удлиняется, а разность 
уровней начала и конца извилины въ среднеиъ не увеличивается. 
ТаБимъ образоиъ уклонъ уиеньшается, что въ свою очередь 
влечетъ за собою уменьшете СБорости* Съ другой стороны^ 
средняя кривизна теченхя увеличивается по и'Ьр'Ь развит1я нз- 
вилины но только до нФкоторато нред'Ьла. Съ того иоиента^ 
какъ извилина станетъ принимать форму петли^ дальнЪйпий 
ростъ ея уже не увеличиваетъ средней кривизны, а напротивъ 
того уиеньшаетъ ее. 

Но развитхе извилины зависятъ отъ центробежной силы^ 
пропорщональной квадрату скорости и кривизн'Ь. При развит1И 
извилины первый факторъ постоянно убываетъ, второй сначала 
растетъ.) а потомъ тоже начинаетъ убывать. И такъ, всегда 
долженъ наступить моментъ, когда произведен1е обоихъ факте- 
ровъ доходитъ до максимума и ростъ извилины и деть особен- 
но интензивно, посл'Ь чего скорость ея развиття <се1;еп8 ра- 
пЪиз» уменьшается й наконецъ д^Ьлается совершенно ничтожной. 

Существоваше извилинъ очень часто прекращается сл'Ь- 
дующимъ образомъ. Сильно развитый извилины имЪютъ форму 
петель. Очень часто случается, что дв4 сл4дующ1Я другъ за 
другомъ петли настолько сближаются.^ что разд'Ьляющ1й ихъ 
перешеекъ размывается въ самомъ узкомъ м'Ьст'Ь и извиляпы 
соединяются. Р'Ька съ большей силой устремляется по сокра- 
щенному а потому бол-Ьо наклонному пути и вновь углубляегь 
русло. Между т'Ьмъ входъ и выходъ изъ покинутаго русла засо- 
риваются и бывшая извилина превращается въ дугообразное озе- 
ро^ въ старицу. Размыт1е перешейковъ между извилинами чаще 
всего случается во время разливовъ. Нельзя сказатц чтобы въ 
этомъ явленш обнаруживалось стремлеше р'Ьки къ совращешю М 
своего течен1я. Это только результатъ гипертрофхи въ развипй 



*) Саоръ ва счетъ того, стрематея ли р'Ьки выпрямить свое русло ян 
н'Ьтъ, довольно старый. Таяъ н. п. Дежрэ (1804) спорн1ъ съ совренеявыяг 
гвдротехвикоиъ Фаброиъ (1797) по поводу этого вопроса. Фабръ стоялъ м 
саиоспрянлен1е, Леярэ докаяываетъ противное. 
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нзвЕдянъ. Собственш) говоря^ при совершенно правильномъ й без- 
лрепятственномъ развит извилинъ подобный конецъ ихъ суще- 
ствован1я является не&зб'Ьжнымъ^ такъ какъ петлеобразныя из- 
вЕлины, разростаясь все дальше и дальше, должны непременно ^) 
прШти въ соприкосновен1е. Точно таксже существованхе извяди- 
нн иожетъ прекратиться всл^дстихе засорешя, когда количество 
прнносяныхъ съ верхняго течешя наносовъ увеличивается. 

Извидинн появляются не въ одиночку^ а ц^Ьлыми сер1яии. 
Боль скоро гдЪ нибудь на течен1и образовалась самая незна- 
чЕтельная нзвидина^ то выходящая изъ нея вода пересекает ъ 
русло подъ угломъ, вслЬдствхе чего динамическая ось теченхя 
повыше и пониже извилины отклоняется къ противуположному 
берегу. Следовательно всегда повыше и пониже извилины най- 
дутся два так1Я места, где вода станетъ подмывать берега, 
образовать выемку а за темъ извилину. Это и есть отражейе 
воды, о которомъ говорятъ мнопе авторы (см. выше). 

Новообразовавш1яся извилины даютъ поводъ къ образова- 
Н1Ю другихъ извилинъ^ те въ свою очередь влекутъ за собою 
образован1е новыхъ и т. д. 11одъ вл1ян1емъ множества внеш- 
нЕхъ факторовъ и благодаря реакщямъ одной извилины на дру- 
гую, истор1я каждой изъ нихъ слагается различно. Извилины 
образуются, разростаются, замираютъ и опять возникаютъ, пе- 
редвигаются вдоль течен1я и т. д. 

Въ извилине вогнутый берегъ отступаетъ, а выпуклый 
наростаетъ. Такимъ обратомъ извилина увеличивается. Захва- 
ченный у вогнутаго берега вещества отлагаются преимуществен- 



^) Рааиыпе иерешейковъ совершается обыкаовевно во время половодья^ 
югда вода бежать черезъ верхъ пере шейка. Дв1шровсв1е старожилы увФрял! 
оро«. Докучаева, что, еели перешевкъ не расааханъ, то вееевн!а воды Днепра, 
овреватываясь череаъ него, не въ еостовВ1я разорвать толстый слой лугового 
дерна, но етоатъ только появвться небольшой бороэдк'Ь аареллельно весов ^ 
вену течен1ю, и новое русло въ вав!е вибудь 3 — 4 года, а иногда и свор'1^е 
будеть готово. См. Довучоев!. Сюособы сбр88овлв1Я доливъ, С,-Пст. 1878 г* 
стр. 137. 
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НО у выпуклаго^ но всегда ниже того исЬста, откуда бнхи ва- 
хвачены. Распре д'Ьлеше втихъ отяожешй зависитъ отъ нЪст- 
ныхъ УСЛ0В1Й. Если н. п. наросташе одного берега и отступ- 
лете другого захватываетъ и то м-Ьсто, гд* дуга, изогнутая 
въ одну сторону соединяется съ дугою, изогнутой въ другую я 
это явлеше повторяется на н'Ьсколькихъ извилииахъ подъ рядъ, 
то посл^ н'Ькотораго времени извилины нетолько увеличатся, 
но и передвинутся внизъ по течешю. Точно также извилинн 
иогутъ передвигаться и вверхъ по теченхю. 

Поперечное сЬчеше русла ии'Ьетъ болЪе симметричную 
форму въ томъ мЪст^у гд'Ь дуги, обращенный въ различныя 
стороны, соединяются другъ съ другомъ, но ч4мъ дальше отъ 
этого м-Ьста и ближе къ кол-Ьну, т. е. къ тому м-Ьсту, гд-Ь раз- 
иыван1е вогнутаго берега наибол'Ье сильно, т^мъ динамическая 
ось и стрежень ближе подступаютъ къ вогнутому берегу. С*- 
чеше русла принимаетъ несимметричный видъ, оно гораздо 
глубже со стороны вогнутаго берега. 

Буссннекъ ^) находитъ, что глубина стрежени приблизи- 
тельно равна величине: 

Л(1 + 



{'^т 



гдЪ а обозначаетъ ширину 

» А; » радгусъ кривизны течешя въ разматривае- 

момъ м'ЬстФ 

» Д 1 глубину, которую стрежень имЪла бы при 

т*хъ-же услов1яхъ но на прямомъ течеши. По словамъ Буссн- 



') Вои88шев^. Евва! е^е. етр. 6()в. Очень часто на иЪетахъ еоединеша 
изогнутыхъ въ раз вые етороны дугъ обрввуютея кадые перекаты. Пдёсы 
находятся въ кол'Ьнахъ иввилинъ. Отличный прим'Ьръ втого явлвн1я т1111ется ва 
Рейв'Ь огь Гермерегейма до границы Эльзаса. Глубина стрежени при среднемъ 
С0СТ0ЯВ1И р-Ьви на перекатахъ иногда уненьшаетея до 2 иетровъ — на плёеахъ 
увеличивается до 7 и. Си. У/^а^пег Ну^го1о^18еЬе 11п1егваеЬипдеп. Вгяип- 
0сЬ^е1§г. 1881 г. етр. 23. 
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нека иэмФренгл глубины въ Гаронн^Ь^ произведенная Фаргоиъ^ 
(Раг§ие) довольно хорошо согласуются съ этой формулой. 

Извилины большихъ р'Ькъ ииЪютъ вообще больш1е разиФ- 
рв^ ч'Ьиъ извилины иалыхъ р'Ькъ. Нетрудно указать причину 
этого явлешя. Направлен1е движешя воды въ извилинЪ изи^- 
няется благодаря сопротивлешю вогнутаго берега. Но сопротив- 
лбше берега д'Ьйствуетъ непосредственно только на ту воду^ 
которая прикасается къ нему. Значить^ ч^Ьиъ р^Ька больше^ 
т^иъ меньше^ сравнительно съ нассой воды^ площадь^ въ ко- 
торой сопротивлеше непосредственно дФйствуетъ на течен1е^ а 
потому нужно больше времени^ чтобы вл1ян1е этого сопротнв- 
1ен1я сообщилось всей масс^Ь воды. Сл^^довательно^ чЪмъ боль- 
ше рФка^ т^мъ при равенстве прочихъ условхй медленн'Ьб из- 
■Фняется направлен1в течен1я^ т'Ьмъ больше размеры извилинъ. 

У меньшихъ р'Ькъ извилины стреженн обыкновенно совпа- 
1штъ съ извилинами течешя^ съ тою только разницею^ что 
стрежень переходитъ отъ одного берега къ другому^ а потому 
ея извилины еще бол'Ье изогнуты^ ч'Ьмъ извилины самаго тече- 
Н1Я. У большихъ же р'Ъкъ н. п. у Волги^ случается^ что само 
течете мало извилисто^ а стрежень сильно извивается^ причемъ 
его очертан1Я повидимому до н'Ькоторой степени независимы 
отъ очертан1й гла^наго течен1я. 

Несмотря на наклонность рЪкъ къ образовашю извилинъ^ 
эти носл'Ьдшя бываютъ слабо развиты или крайне неправильны^ 
если внЪшшя УСЛ0В1Я слагаются неблагопрхятяо. Неблагопр1Ят- 
ныя услов1я встр'Ьчаются у слишкомъ широкихъ и сравнитель- 
но неглубокихъ р'Ькъ какъ н. п. Волга. Въ широкомъ и мел- 
комъ руслЪ поперечная циркулящя ничтожна^ кромЪ главной 
динамической оси появляются второстепенныя^ посреди течен1Я 
ока^шваются м'Ьста^ гд'Ь скорость совсЪмъ незначительна. Ве- 
щества, размытый у одного берега по большей части не попа- 
даютъ на другой, а отлагаются посреди р'Ьки на отиеляхъ. По- 
нятно, что при подобныхъ услов1яхъ образоваше такихъ сильно 
изогнутыхъ извилинъ, как1я наблюдаются у глубокихъ р'Ькъ 
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н. п. у Миссисипи Н6В03И0ЖН0. Правильная сильно йзогнутыя 
извилины образуются только на стрежени^ ии^ЬющвВ бол'Ье глу- 
бокое русло и болЪе правильную поперечную циркуляцхю. 

Тарръ ^) полагаетъ, что при уклон* въ 0,0005 извили- 
ны уже не жогутъ образоваться. Не знаю на какихъ наблюде- 
Н1яхъ или соображен1яхъ основано это мн^ше. Вопервыхъ, <^ 
рпоп> очевидно, что зд'Ьсь не иожетъ быть никакой резкой 
границы даже для уклоновъ въ 0,0036 — 0,0039, отдФляющяхъ 
потоки отъ рЪкъ, такъ какъ процессъ образовашя извилинъ не 
стоитъ въ связи съ распространешемъ волнъ и вознущеиШ, 
совершающимся (си. гл. III) иначе у рЪкъ, а иначе у пото* 
ковъ. Значительная скорость, какъ видно изъ иехаиизиа явле- 
Н1Я даже способствуетъ образоватю извилинъ и если быстрый 
рЪки мало извилисты, такъ это совершается по другой причя- 
нФ, именно по той, на которую намекаетъ Рихтгофенъ (см. 
выше). Во вторыхъ нетрудно найти факты, опровергающге нн1- 
н1е Тарра. Притоки Б'Ьлой и Уфы ^), Ай, Юрезань, Симъ, Еа- 
тавъ и др. рЪки, вытекаюш.1я изъ Урала въ равнинномъ своемъ 
течеши обладаютъ уклонами отъ 0,0005 — 0,0008, а, между 
тЪмъ весьма извилисты. Впрочемъ каждый можетъ наблюдать 
небольш1я извилины въ любомъ изъ овраговъ въ тФхъ мЪстахъ, 
гд* уклоны далеко больше 0,0005. 

Разсматривая движенхе воды въ извилинахъ, мы оти'Ьтнля, 
что всякой извилин'Ь свойственно стремлен1е къ дальнейшему 
развит1Ю, что это стремлеше сначала увеличивается, зат^мъ 
уменьшается. Оно д1^лается равнымъ нулю только при безко- 
нечно малой скорости. Такимъ образомъ извилины должны-бы 
увеличиваться до безконечности. Единственной преградой въ 
этомъ безконечномъ развит1И было-бы пересЬчете однихъ изви- 
линъ другими, о чемъ была выше р^Ьчь. Но, не говоря о томъ, 
что изм'Ьнеше внФшнихъ услов1й и реакцш между разными ча- 



') Тагг. Ашег. Доагп. оГ 8с. 3 вер. 40 томъ етр. 360. 

») КарпивскШ ■ Червышевъ. Труды Геол. Ком. III, 2 етр. 40. 
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стяга тбчеЕ1л превращаюгь дадьн'ЬВшеб развитхе извилинъ, — 
[н. п. путемъ засорешя] ростъ йзвйлинъ превращается въ тотъ 
хоиенгь^ когда скорости у вогнутаго подинваемаго берега сдЪ- 
хаются пеньше т1^хъ пред'Ьльяыхъ скоростей^ при которнхъ даль- 
нейшее разиыпе данной породы дЪлается невозпохнниъ (ср. 
предъидущую главу). Если рядомъ съ этимъ отложеше прино- 
СЕныхъ съ верхняго течешя продуктовъ разиытхя на выпук- 
201ъ берегу не прекращается^ то извилина подвергается засо- 
рен1ю^ но если отлоген1я нФгь^ а друг1я услов1я неизж'Ьняются, 
то извилина остается въ прочномъ состояши. 

Но до тЬхъ поръ, пока разинтхе береговъ возможно, изви- 
лина должна развиваться и если ии'Ьстся гд'Ь нибудь самая незна- 
чительная извилина, саицй легкШ изгибъ течетя^ то этотъ из- 
гибъ долженъ увеличиваться. Даже совершенно прямой каналъ съ 
симнетричнымъ сЬченхемъ, съ совершенно однородными берегами 
сделается извилистымъ, если только эти берега подвергаются 
размытш. Самое незначительное временное возмущете, въ од- 
номъ жЬстЬ заставившее динамическую ось подойти ближе къ 
одному берегу ч*мъ къ другому, дастъ поводъ къ образовашю 
Ц'^ой сер1и йзвйлинъ. Сначала образуется малая выемка въ 
одномъ берегу и небольшое скоплеше наносовъ у другого, по- 
томъ малая, потомъ все большая и большая извилина. Но одна 
извилина дастъ поводъ къ возиикновешю ц*лой сер1И. Лучшее 
опытное подтвержден1е этого положен1я им^емъ въ каналахъ 
Пинскаго Пол4сья, которые уже усп-кли по большей части по- 
Д'Ьлаться извилистыми ^). 

Если даже берега не подвергаются размытхю, но вода 
иесетъ твердый матерхялъ, то возмущетя, временно отклоняю- 
Щ1Я динамическую ось, вызовутъ образованхс малаго скоплешя 
наносовъ у того берега, отъ котораго удалилась динамическая 
ось. За этимъ^скоплен1емъ образуются друг1я отмели, распре- 



^) Воейковъ. Пинское Пол'кеье. Изв. Руеск. Геогр. Общ. томъ 29. 
вып. II 1893 г. стр. 68. 
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дЬленння поперемйнно то у одного, то у другого берега, а 
стрежень извивается между ниия. Бакъ прииЪръ приведеиъ ре- 
гулированный участоБЪ Рейна ^) отъ Гериерсгейиа до границы 
Эльзаса^ гд'Ь наблюдаются подобный правильно распредЪленння 
отмели и извилистая стрежень. Эти отпели передвигаются внизъ 
по течен1Ю, переходя приблизительно въ 2^/^ года простран- 
ство, равное разстояшю двухъ сл-Ьдующихъ другъ за другожъ 
извилинъ. 

И такъ, образоваше и развитге извилинъ прекращается 
только тогда, когда русло всюду достигло прочнаго состоян1я 
т. е. когда во всякомъ мФсгЬ любого с1^чен1я скорости ниже 
т4хъ пред*льныхъ скоростей, при которыхъ размытхе прекра- 
щается и когда по руслу несется вода или совсФмъ чнстал, 
или содержащая только тончайшую полухимически растворенную 
(см. гл. IV) почти неосЬдающую муть. Поэтому спрямлоше те- 
чен1я не можетъ повести къ ничему, какъ только къ напрас- 
ной растрат* капиталовъ и труда, если берега не будутъ одно- 
временно достаточно укр-Ьплены на всемъ течете, причемъ, ра- 
зумеется, нужно, чтобы облицовка береговъ могла устоять даже 
во время самыхъ сильныхъ половодШ. 

Р*ки сами по себ* не имФютъ никакой наклонности 
спрямлять свое русло, напротивъ того он* склонны образовать 
извилины, поскольку не м*шаетъ сопротивлеше береговъ. 

Есть только одинъ случай, въ которомъ услов1я слагаются 
неблагопр1ятно для образовашя извилинъ. Этотъ случай им*бгь 
м*сто у потоковъ и весьма быстро текущихъ р*къ. Центро- 
бежный силы на крыволйнейныхъ участкахъ у быстраго тече- 
шя больше, чймъ у медленнаго, но за то м'Ьста, гд* въ дан- 
ный моментъ известная часть берега подмывается, очень часто 
меняются. Бели породы мягки, то эти изм*нен1я совершаются 
почти ежедневно. Поэтому, какъ это можно видеть во верхней 
части любого изъ нашихъ овраговъ (поел* дождя), извилины 



*) См. \Уа^пег 1о€, еИ. 
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ХОТЯ Я ПОЯВЛЯЮТСЯ^ НО чаще всего уничтожаются прежде чЪмъ 
усп'Ьваютъ ра:^в1ггься. Еслй-жо потокъ или быстрая р^Ька те- 
чеп среди твердыхъ породъ^ то конфигурац1я русла не м*- 
няется столь быстро^ но за то болФе сильное вл1ян1е оказнваегь 
другой факторъ^ тоже и^ЬшающШ развит1Ю извилинъ. В% то 
время, когда разхыт1е береговъ производится водою, содержа- 
щей разв'Ь одну муть и 11аленьв]я песчинки, дно истирается 
галькою и пескомъ. Поэтому у быстрой р'Ьки, текущей среди 
весьма твердыхъ породъ размыпе берета въ сравнеши съ углуб- 
лешемъ дна совс*мъ ничтожно. Оно гЬмъ бол-Ье ничтожно, что 
всл'Ьдствхе опускашя русла внязъ^ вода долбить берегъ все 
ниже и ниже. РЬка вр'Ьзывается все глубже и глубже и если 
вм'ЬсгЬ съ гЬмъ несколько перемещается въ горизонтальнемъ 
направлев1и^ такъ это совершается скор'Ье благодаря влхянш 
какихъ-иибудь особенностей въ тектоническомъ строен1И н. п. 
благодаря наклонному залеган1ю пластовъ^ чФмъ благодаря т'Ьмъ 
процессамъ, которые ведутъ къ образован1Ю извилинъ. 

И такъ у быстрыхъ р11къ извилины возможны только въ 
такомъ случа-Ь, когда въ прежнемъ историческомъ развит1и р*- 
кн была фаза, благопр1Ятная для образовашя извилинъ и когда 
эти извилины сохранились. Зам'Ьчательный примЪръ подобнаго 
явлешя наблюдается у Колорадо. Эта чрезвычайно быстрая р'Ь- 
ка т'Ьмъ не иенЬе обладаотъ большими извилинами. Въ дале- 
комъ прошломъ рЪка ^) текла въ гораздо болЪе высокомъ (от- 
носительно) уронн'Ь, им'Ьла малый уклонъ^ медленное и извили- 
стое течен1е. Зат^мъ, всл'Ьдств1е н4которыхъ геологическихъ 
происшеств1Й, о которыхъ зд'Ьсь нечего говорить, уклонъ силь- 
но увеличился, р-Ька стала быстро углублять свое русло, но 
сохранила очертап1я стараго течешя. СлЬды сего посл^дняго 
еще видны въ такъ тишваемой эспланад*. Форма долины, зна- 
иенитый каиьопъ Колорадо лучше всего доказываетъ, что эти 



') ОиНоп. ТетЬ. Ь1в1огу. оГ 1Ье Огапй Свлоп Л181пе1. II Мопортпрк 
И. 8. Оео1. 8игуву. стр. 219 
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ИЗВИЛИНЫ унасл'Ьдованы^ сохранены отъ прежняго течетя: въ 
каньон'Ь не видно сл'Ьдовъ размытгя одного берега и нароста- 
Н1Д другого^ не видно, чтобы извилины развивались, разшяря- 
лись и т. д. Есть только сл'Ьды санаго интензивнаго верти- 
кальнаго углублешя. Последнему въ высокой степени способ- 
ствовало однообразхе геологическаго строен1я страны и зам'Ь- 
чательная горизонтальность пластовъ^ а потопу можно сказать, 
что горизонтальное напластоваше и однообразге строен1Я спо- 
собствовали сохранешю древнихъ извилинъ. Кстати зам^тинъ, 
что т'Ь же услов1я въ высокой степени способствуютъ правиль- 
ному развит1ю извилинъ. Въ и'Ьстности съ пестрымъ и слож- 
нымъ строен1емъ и рельефомъ извилины всегда будутъ бол^е 
или менЪе неправильны. 

Образован1ю знаменитаго каньона Колорадо способствова- 
ли тоже твердость породъ и сухость климата. Иначе всрти- 
кальныя ст'Ьны въ тысячи метровъ высоты не могли бн сохра- 
ниться. 

Благопр1ятныя условгя для образовашя извилинъ очень 
часто встречаются у медлонныхъ рЬкъ, текущихъ среди мяг- 
кихъ породъ. Эти р-Ьки обыкновенно находятся въ томъ состоя- 
щие при которомъ размыт1е дна или почти^ или съ избыткоиъ 
уравновешивается отложен1емъ. Въ тоже самое время въ более 
быстро текущихъ струяхъ, окружающихъ динамическую осц 
скрывается эпсрг1Яе достаточная для заметнаго размытхя бере- 
га, особенно если тотъ состоитъ изъ мягкихъ породъ. Един- 
ственной помехой для образовашя извилинъ бываетъ иногда 
чрезмерная вгярина русла, но въ такомъ случае изкилины об- 
разуются по крайней мере на стрежени. 

И такъ неудивительно, что равнинный реки по большей 
части весьма извилисты. Въ наносныхъ равиипахъ въ местахъ, 
где намывающая деятельность сильно прсобладаетъ надъ раз- 
мыт1ем1>, образоиап1е извилинъ идетъ рядомъ съ другими явлен1Я- 
ми: съ разделспземъ на рукава, съ проложсн1емъ новыхъ руслъ. 
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Въ весьма рыхлыхъ породахъ извилины не прочны^ он'Ь 
скоро разростаются, но быстро исчезаютъ. Бели къ той у рФка 
етрадаетъ сильными половодьями^ то Б0нфигурац1я русла вооб- 
ще и извилинъ спец]альио меняется почти ежегодно. 

Наибол'Ьо благоир1Ятныя услов1я для образовашя правиль- 
ннхъ и прочныхъ извилинъ бываютъ у рЪкъ^ обладающихъ не- 
большой скоростью среди твердыхъ породъ. Подобннхъ рЪкъ 
мадо^ время нужное для образован1Я извилинъ велико^ а пото- 
му этотъ типъ наблюдается сравнительно р^Ьже. 

У р'Ькъ^ текущихъ среди твердыхъ породъ^ даже самыя 
сильныя половодья Мс'^ло изм'Ьняютъ конфигуращю русла. Они 
только способствуютъ бол*е сильному размыию существующихъ 
ухе формъ. Конечно^ это размыт1о сопровождается изм'Ьнея1емъ 
формы русла, но далеко не въ т4хъ предЪлахъ, какъ у рЪкъ, 
текущнхъ среди рыхлыхъ породъ. 

Случается, что и друг1я обстоятельства слагаются благо- 
пр1ятно: геологическое строен1е м-Ьстности на большихъ про- 
странствахъ бываотъ однообразно, породы горизонтальны (слу- 
чай Ди'Ьстра въ Подольскомъ Силур*), р-Ька одновременно раз- 
иываетъ берега и углубляопэ русло, причемъ ра:«ыт1о берега 
есть величина конечная въ сравнен! и съ размыт! емъ дна, а не 
ничтожная, какъ это бываетъ у быстрыхъ р'Ькъ, текущнхъ сре- 
ди твердыхъ породъ. 

Всл'Ёдств1е одновременнаго углублептя русла и размыйя 
береговъ въ извилинахъ, долины р'Ькъ этого типа принимаютъ 
совершенно своеобра:шую форму. Выпуклые берега извилинъ 
сопровождаются высокими, крутыми^ даже отвесными (въ гори- 
зонтально наслоенныхъ породахъ) скатами, вогнутые сопровож- 
даются пологими склонами, на которыхъ во миогйхъ м4стахъ 
ра^^сЬяны р'Ьчныя отложен1я. Только тамъ, гд* дв* въ разный 
стороны изогнутый дуги соединяются другъ съ другомъ, доли- 
на прннймастъ симметричную форму^ въ иныхъ случаяхъ (н. п. 
на Днестр*) она даже им-Ьетъ видъ каньона. Чертежъ (Г. 3) 
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изображаетъ схэму разреза долины Днестра въ кол'Ьнахъ т. е. 
въ вершинахъ извилинъ, разуи'Ьется съ преувеляченныин вер- 
тикальными разм'Ьрами. Пунктиромъ обозначены очертанхя С']Ьче- 
Н1Я долины въ разное время^ причемъ 5 обозначаетъ совреиенныя 
очертан1я, А вогаутый, В выпуклый берегь. Заштрыхованныя м-Ьста 
обозначаютъ отложен1Я наносовъ на выпукломъ берегу^ причежъ 
самые древн1е залегаютъ выше прочйхъ. Бром'Ь извилинъ Дн^Ьстра 
въ области Подольскаго Силур1йскаго плато можно привести 
много подобныхъ случаевъ н. п. р'Ьки Арденновъ^ особенно 
Самуа (8вто18) ^\ р'Ьки, текущ1я въ области Прирейнскяхъ 
горъ ^) и т. д. 

Иногда, обходя какое нибудь препятствхе, или по другой 
причине р^Ька дЪлаетъ повороты, сходные съ извилинами. Пря 
услов1яхъ благопр1ятныхъ для образован извилинъ, за такой с вы- 
нужденной» извилиной иногда сл^дуетъ несколько ссвободныхъ»^ 
но, если УСЛ0В1Я неблагопрхятны, то с вынужденная » извялипа 
обыкновенно остается одинокой. 

Въ странахъ гористыхъ, гд4 натуральный покатости обла- 
даютъ значительной крутизной, молодыя р'Ьки обыкновенно те- 
кутъ быстро по направлен 1ямъ, опред^Ьляемымъ рельефомъ и 
тектоникой м'Ьстности, — йхъ извилины находятся въ зачаточ- 
номъ С0СТ0ЯИ1И. По м4р4 уменьтен1я скорости и уклоиовъ 
углублеше дна слаб*етъ, размыие берсговъ сравнительно уси- 
ливается, течен1е д-Ьлается болЪе извилистымъ. ' Въ странахъ 
равпйнныхъ Р'Ьки по больлтей части и были и остаются изви- 
листыми. 

Припомиимъ еще разъ, что горизонтальное напластован1е, 
однообразный рельефъ и однородность породъ способствуготъ 
правильному развит1Ю извнлип7>; сложный рельефъ и сложная 
тектоника м-Ьшаготъ ему. 



') Репск. Ве1@^1еп. Ьап(]сгк11П(1е топ Кпгора. Ье1р7Лд 1899 г. стр. 518. 
•) Ср. 8сЬпе1(1ег. 81и(11еп ХТеЬег ТЬ&1Ъ11(]ип^сп лив бег Уогйеге!Ге1. 
ХсИвсЪг. ОевеИ. ГЛг Егакопс1о Вег11п 1883 г. стр. 43 и ел'Ьд. 
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И зд'Ьсь и въ прежней глав'Ь мы говорили о породахъ 
тверднхъ й мягкихъ^ хотя въ твердости есть безчисленныя гра- 
дащн и различ1я. Этотъ способъ вырахешя былъ для насъ 
удобенъ^ всякШ пойметъ^ что признакъ^ свойственный твердыиъ 
породамъ долженъ выражаться т'Ьиъ рЪзче^ ч'Ьжъ порода твер- 
26, тЪмъ слабЪе^ ч'Ьнъ порода мягче. 



ГЛАВА УП. 

Форма русла. 



Для отдЪльныхъ участкоиъ р'Ьки^ находящихся въ уста- 
новившемся состояши (ср. гл. II) мыслимы так1я формы русла, 
црн которыхъ во всякоиъ м'Ьст'Ь всякаго с'Ьчен1я количество свер- 
ху приносимаго и отлагаемаго матер1ала равно количеству размы- 
ваеиаго и уносимаго внизъ. Подобное состояше мыслимо только въ 
прямо линейномъ канал'Ь, ибо въ криво линейномъ кпнал'Ь (ср. гл. 
VI] д'Ьятельиость р'Ьки разд'Ьляется на преимущественно размываю- 
щую у одного и преимущественно намывающую у другого бере- 
га. Но въ свою очередь (ср. гл. У1) движен1е въ прямомъ каналЪ 
неустойчиво. Самое небольшое возмущен1е даетъ поводъ къ раз- 
мывашю одного берега и намыванш другого и къ преобразован1ю 
прямого канала въ извилистый. Поэтому состоянхе полпаго рав- 
нов'Ьс1я неосуществимо. Возможны только состояшя приблизитель- 
наго равнов'Ьс1я^ въ которыхъ за изв'Ьстный промежутокъ времени 
н. п. за годъ въ известный участокъ течешя вносится столько- 
ке продуктовъ размыт1я, сколько изъ него было вынесено. Но 
это состояше само по себ^ не связано еще съ какой-нибудь 
снещальной конфигурацтей русла. Оъ другой стороны, не смотря 
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на приблизительное равновЪсхе между размытхеиъ и отложешенъ. 
въ русл* могутъ произойти т* и друпя изм'Ьнетя. 

Уже въ У гл. мы указали на прочный состояшя русла 
т. е. так1я^ въ которыхъ н'Ьтъ нигд* ни разиыт1Я ни отложен1я. 
Когда рЪка и ея притоки^ малые и большхе нигдЪ не разкы- 
ваютъ, то т^Ьмъ самымъ и отложеше всюду отсутствуетъ, но до 
такого состояшя ручная система можетъ дойти^ строго говоря^ 
только посл'Ь безконечнаго времени. Наблюдаются только так1я 
состояшя, при которыхъ на изв'Ьстномъ бол'Ье или мен'Ье длин- 
номъ участк'Ь берега и дно даже во время самыхъ сильныхъ 
П0Л0В0Д1Й почти не подвергаются размыт1ю^ а съ другой сто- 
роны накоплен1я отложен1Й или вовсе не образуются или обра- 
зуются временно и скоро опять размываются и уносятся ^). 

Подобное состоян1е русла можно назвать прочныиъ^ ибо 
оно почти неизм'Ьняется д'Ьятельностью самой р'Ьки и можетъ 
существовать до т-Ьхъ поръ, пока вн4шн1я услов1Я, и. п. кли- 
матъ^ орограф1Я страны и т. д. не подвергаются изм'Ьнешямъ. 

Можно разсматривьть различныя состоян1я р'Ькъ, какъ со- 
стоян1я переходныя^ бол'Ье или мен^е близк1я къ прочнымъ 
состоян1Ямъ. Мног1я р'Ьки находятся въ состояши близкомъ къ 
прочному^ а потому своВственныя этому состоян1ю формы русла 
прсдставляютъ большой интересъ. 

Эти формы зависятъ отъ многихъ у слов! й. Такъ н. п. въ 
извилин'Ь нзм'Ьнешя конфигуращи русла прекращаются только 
тогда^ когда въ одно и тоже время скорость у подмываемаго 
берега окажется недостаточной для преодол'Ьн1я сопротивлен1я 
породы^ составляющей этотъ берегъ^ а у намываемаго берега, 
гд'Ь вода н безъ того давно не размываетъ^ скорости окажутся 
какъ разъ достаточными для перенесея1я тЪхъ продуктовъ р213- 
МЫТ1Я, которые приносятся съ верхняго течен1я. Есл:и количе- 
ство этихъ продуктовъ и величина ихъ не увеличивается^ (хо- 
тя можетъ умсньлтться) то форма русла можетъ сохраниться. 



*) Сюрелдь навываетъ тажой учаетокъ; Сааа! <1*ёсоа1втеп1. 
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Значить^ упрочен1б формы русла въ данномъ случаЬ аа- 
висигь заразъ отъ н^^скольеихъ факторовъ. 

Обыкновенная форма русла несимметрична^ съ наибольшей 
глубиной со стороны вогнутаго берега. Образованные намыва- 
н1емъ иодводные склоны и берега пологи^ берега^ созданные раз- 
мнпемъ, круче. Большинство рыхлыхъ породъ не могутъ обра- 
зовать крупныхъ подводныхъ склоновъ. Такъ н. п. еыпуч1я по- 
роды по Тулэ^) даже при самыхъ благоирхятныхъ условхяхъ, 
въ совершенно тихой вод* не могутъ образовать склоновъ, ко- 
торнхъ уклонъ превышаетъ 41®. Въ подвижной вод* уголъ 
иоБоя еще меньше, особенно, если скорость протекающей вдоль 
няхъ воды мало-мальски значительна. Наконецъ, ч*мъ выше 
иодводный склонъ, т*мъ вообще крутизна его должна быть 
хеньше, ибо нижняя часть высокаго склона легче подвергается 
обвалу всл*дств1е давлешя сверху лежащихъ пластовъ. 

Для русла, проложеннаго среди однородной породы, ми- 
нимальное мыслимое отношен1е наибольшей ширины къ наиболь- 
шей глубин* равно приблизительно ^) 2:1. 

Это отношен1е возможно только тогда, когда динамическая 
ось находится на середин* течетя, когда породы, составляю- 
щ1я ст*ны русла^ не обсыпываются и не обваливаются. Но, если 
даже посл*днее услов1е исполняется, то уже благодаря одной 
несииметричности с*чен1я отношен1е наибольшей ширины къ глу- 
бин* всегда должно быть больше, ч*мъ 2:1, Динамическая ось 
всегда находится ближе къ одному ч*мъ къ другому берегу и русло 
иожетъ сд*латься прочнымъ или приблизительно прочнымъ то- 



^) ТЬоа1«1 ем. 'РотеХ. Ье Ьётаа Ьаиваппе 1892 г. стр. 47. У 110двож1н 
гахаго врутого оодводваго ск10ва точно какъ у иодно9]я всякяго склона на 
поверхноети суши находится осыац состоящая иаъ уаавшихъ съ ного-ке 
куеювъ породы. 

*) Еслибы динамическая ось находилась въ самой поверхноети, то ео- 
отв^тетвевяая «орма сЬчен^я должнабы быть полукруглая. Динамическая ось 
почти всегда находится н11екольво ниже. Какая Форма еоотв'Ьтствуетъ втому 
полоневш дин1Ми*1еекой оси, неива^тно съ точностью. 
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гда^ когда берегъ^ нахоАящ1бся близко къ динахичеекой оси 
не размывается дахе во время половодгй. Само собою очевид- 
но^ что подобное состоянге возможно только тогда^ когда ши- 
рина русла значительно превытаетъ глубину. 

Въ искусственномъ канале можно создать как1я угодно 
отношен1я между шириной и глубиной^ если сд'Ьлать стЪны иаъ 
прочнаго матер1яла и вм'Ьст'Ь съ т'Ьмъ установить такой уклонъ, 
что протекающая вода не будетъ въ состоянш размывать берега^ 
однако и въ искусственныхъ каналахъ^ не облицеванныхъ твср- 
дымъ матер1яломъ^ которыхъ ст'Ьны могутъ подвергаться ра;)- 
мыт1ю^ отношеше ширины къ глубигЬ должно быть всегда боль- 
ше^ ч'Ьмъ 2:1. 

Шкоторые практики^ какъ и. п. Редтенбахеръ ^) утверж- 
даютъ^ что отнол1ен1е средней ширины къ глубин'Ь не должно 
быть меньше 2,7:1. Онъ предлагаетъ следующую эмпирическую 
формулу: 

^ = 2,7 + 0,9а 

гд* Ь обозначасгь среднюю ширину 

» е > » глубину 

> а > илош,адь с'Ьчеи1я, причемъ лредполагаетсл, 

что ВС* эти величины выражены въ мотрахъ. Русла р4къ об- 
разуются подъ вл1ян1емъ ихъ собственной деятельности — отча- 
сти путомъ размыт1я, отчасти путемъ отложен1я, но всегда и 
всюду при какомъ угодно состояши р-Ьки динамическая ось 
находится не на средин* течешя а ближе то къ одному, то къ 
другому берегу, всегда во время образованхя русла рядомъ а 
вертикальнымъ возвышешемъ или углублотемъ происходятъ пс- 
рем'Ьщен1я въ гориюнтальномъ НсИ1равлен1и и русло всегда 
ир1обр'Ьтаетъ разм'Ьры, въ которыхъ отношенхе ширины къ глу- 
бин* больше минимальнаго. 



') ВесИепЬасЬег. ем, КиЫшапп Ыу<1готееЬ. стр. 4^, 
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Иеыючепя, впрочемъ совершенно м'Ьстныя^ возможны толь- 
ко тамъ, гдЪ на днЪ находятся болълпя ямы. Он'Ь обыкновен- 
но попадаются въ такъ наз. кол'Ьнахъ т. е. въ и'Ьстахъ пере- 
гиба нзвилинъ. Въ такихъ и'Ьстахъ вода^ отталкиваемая отъ 
береговъ^ очень часто попадаетъ во вращательное движете. 
Ёели дно не состоять изъ твердаго вещества^ то водоворотъ 
долбить яму^ иногда весьма глубокую. На Дн'Ьстр'Ь вблизи 
устья^ гдЪ глубина на стрежени въ среднемь не больше 4 саж.^ 
инця ямы им'кють вдвое и втрое большую глубину. 

Цочти столь-же характеристнчнымъ явлешемь какь изви- 
лины^ является чередован1е участковь^ гд'Ь рЪка расширяется, 
съ такими участками^ гд'Ь она сьуживается^ или чередованхе 
такъ называемыхъ щ)€катовъ сь такъ называемыми плёсами. 
Если для изв'Ьстной р'Ькн на достаточно длинномь участке опре- 
д'Ьлямь средн1й уклонь^ среднюю ширину и глубину^ то на пе- 
рекатахъ рЪка обладаеть большимъ уклономъ^ большей шириной 
и леньшей глубиной^ ч'Ьмъ среднге^ на илёсахь она обладаеть 
хеньшимъ уклономъ.) меньшей ч'Ьмъ средняя шириной.^ но за то 
большей глубиной. 

сЗа исключешемъ небольшйхъ участковъ, всякое течонхе» 
говорить Доссъ *) «состонтъ изъ несколько еъуженныхь кус- 
ковъ.) обладающнхъ меньшймъ уклономь^ 11еромежаюш;яхся съ 
съ участками^ расширяющимися на бол'Ьс или мен'Ье ср'Ьзан- 
ныхъ (^гоп^аё8) конусахъ отложен1я и обладающими большимъ 
уклоиомь». Ольдгэмъ ^) говорить, что можно разд'Ьлйть всякое 
тсчеше на рядь перемежающихся участковь, гд4 р'Ька то рас- 
ширяется, то съуживается, причомъ на первыхъ участкахъ 
глубина меньше, а уклонъ больше, ч'Ьмъ на вторыхъ. Участки 
перваго рода т. е. перекаты Ольдгэмъ называеть в'Ьерами {/ап^)^ 
участки второго рода онъ называеть геаскез. Слово: геаск обо- 



*) Оааввс. Е1а(1е8 д*Ьу<1г. р^а^^^ае. Нет. 8ау. Е(г. томъ 20 стр. 311. 
*) ОЫЬат. Оп 1Ье 1а V, ^1|а^ ^отегпа 1Ье аеиоп оГ По'^^!!!^ в^^еат8. 
Цавг!. Доагп, СеоК 8ое. Ьопдоп. 1888 г. етр. 835. 
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значаетъ пряной участокъ теченхя^ а потому оно пожалуй не 
соисЪмъ удачно выбрано. Такъ н. п. р'Ьки на нижнеиъ точен!! 
по бояьтей части обладаютъ всЬмд характеристическими чер- 
тами плеса: большой глубиной^ узкииъ русломъ^ малымъ паде- 
Н1вмъ — а рядоиъ съ этимъ он'Ь обыкновенно бываютъ извилисты. 

Уже въ предъидущей глав'Ь мы указывали на то^ что тео- 
р1Я и опытъ согласны въ томъ, что въ колйнахъ, т. в м^стахъ 
перегиба извилинъ глубина доходить до максимума. Это тоже 
характеристическая черта плёса. Напротивъ того въ м-Ьстахъ 
перехода отъ одной дуги къ следующей часто попадаются от- 
мели^ несмотря на то.^ что въ этихъ м'Ьстахъ русло им-Ьегь 
видъ бол'Ье или мен'Ье прямолинейнаго кансиа. 

Ольдгэмъ указываетъ на то, что на перекат* въ широ- 
комъ и мелкомъ русл* поверхность, въ которой происходить 
треп1е о ст*ны русла значительно больше, ч4мъ на плссЬ, об- 
ладаюо^омъ большой глубиной и узкбмъ руслоиъ, а потому не 
смотря на больш1й уклонъ, средняя скорость на перекат* мо- 
жетъ быть почти равна средней скорости на плёс*. «И въ 
томъ, и въ другомъ случа* » говорить онъ ^) € скорость остает- 
ся такой, какая нужна для того, чтобы р*ка могла переио- 
сить свой грузъ». Другими словами онъ разсматриваетъ плёсы 
и перекаты какъ дв* различный прочныя формы течен1я, пря- 
чсмъ подъ прочнымъ состоятемъ онъ такъ-же какъ Дутт01гь и 
Поуэлль понимаетъ состоянхе полнаго насыщен1я. Съ этимъ ио- 
сл*днимъ взглядомъ мы не согласны, такъ какъ прочное со- 
стоян1е прежде всего зависитъ отъ отнол1ен1я периферически&ъ 
скоростей къ соиротивлсн1Ю породъ; что касается насыщения, 
то единственное условхе состоитъ въ томъ, чтобы оно не пре- 
вышало того пред*ла, при которомъ начинается выд4лен1о твер- 
дыхъ веществъ, но оно можетъ быть сколько угодно меньше 
этого пред*ла. 



') 1ое. сИ, стр. 735 «Ню ус1ос!<;у 1п еаеЬ еаве Ъе1пд виеЬ, авт^Ш ]а8^ 
епаЫв %}\е 8(геат Ьо 1гап8рог1; 1(8 Ьип1еп оГ А6Ьг1в>. 



• ■• 
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Ольдгэиъ полагаетъ^ что перекаты образуются на накои- 
1ен1Я1ъ наносовъ. Если н. п. рЪва выходить изъ горъ на рав* 
нину^ гдЪ уклонъ ея внезапно уменьшается^ то у выхода отла- 
гаются наносы я образуютъ конусъ отложешя. Г'Ъка расши- 
ряется на Бонус^к —даже иногда разд'Ьляется на рукава и сте- 
каетъ тонкой но широкой струей по поверхности конуса. На- 
носы отлагаются одни на другнхъ и одни позади другихъ до 
т^хъ поръ^ пока уклонъ поверхности конуса отложен1я не сд'Ь- 
1ается настолько значительнымъ^ что р'Ька уже оказывается въ 
С0СТ0ЯН1И переносить продукты размытхя не отлагая ихъ по 
пути, Пред'Ьльный уклонъ, при которомъ р'Ька перестаетъ от- 
1агать осадки на перекат'Ь очевидно тФмъ больше^ ч'Ьмъ круп- 
и-Ье переносимый матер1ялъ —а потому уклонъ поверхности ко- 
нуса отложен1я €се1;ег18 раг1Ьи8> •) т4мъ больше, чЬмъ круп- 
н-Ье т'Ь вещества^ изъ которыхъ онъ состоитъ. 

Мн'Ьшо Ольдгэма подтверждается такъ его собственными 
наблюден1ями надъ н'Ькоторыми инд'Ьйскими потоками^ какъ 
наблюден1ями другихъ авторовъ. Такъ н. п. Уорренъ ^) зам*- 
чаотъ^ что въ русл'Ь Миссисипи послЬ впаден1я каждаго изъ 
бол-Ье крупныхъ притоковъ находится накоплеше его наносовъ, 
на которомъ главная рЪка расширяется и пр1обр'Ьтаетъ боль- 
Ш1Й уклонъ,, но за то д'Ьлается бол'Ье мелкой. Повыше устья 
иритока находится участокъ, обладающтй малымъ уклономъ, 
глубокимъ и узкимъ русломъ т. е. участокъ, им*ющ1Й всЬ ха- 
рактеристическ1я черты плеса. 

Само собою очевидно, что на всякомъ накоплен1и нано- 
совъ, образовавшемся на дн* р*ки, долженъ находиться пере- 
катъ, все равно произошло ли накоплен1е отъ того, что р^ка 
должна была отлагать наносы всл'Ьдствте умены11ен1я уклона 

*) Съ другой стороны у бо1ьшихъ р'Ькъ уклонъ поверхиоета конуса 
<)тдожен1а «се(ег18 рагаЬав» меньше, ч'Ьмъ у молыхъ, ибо оря томъ самомъ 
уисн-Ь скорость большой рИка боль и е. 

') ЛУаггеп. УьИеу оГ Ш8в]81р1 ап(1 Мшпево(а. Агоег. Допгп. оГ 8е. 3 
сер. 16 томъ стр. 420, 
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— кли отъ ТОГО, ЧТО т'Ьмъ ИДИ другимъ притоко1гь ириноси- 
лйсь продукты размыт1я настолько крупные, что главная р'Ька 
не была въ состоянхи переносить ихъ. 

Но кром'Ь того перекаты должны непрем'Ьнно образовать- 
ся танъ, гдЪ дно оказываетъ большее сопротивлеше размыт1ю, 
ч^мъ берега. Потому-то выходы твердыхъ породъ на дн* со- 
провождаютсл перекатами. 

На нерекатахъ дно всегда каменисто или потому, что 
зд4сь обнажаются твердыя породы, или потому, что зд4сь за- 
легаетъ крупная галька, принесенная самой р'Ькой или какимъ 
нибудь притокомъ. Поэтому ключъ къ объяснешю характери- 
стическихъ свойствъ перекатовъ находится не въ происхожде- 
Н1Й ихъ изъ бывшихъ участковъ отложешя наносовъ^ какъ ду- 
маетъ Ольдгэмъ, а въ различ1и между свойствами породъ, со- 
ставляющихъ дно и берега. Они не прхурочены ко всякииъ 
участкамъ накоплен1я наносовъ, но только къ такимъ, гд* на 
дн4 залегаетъ бол'Ье крупный матерхялъ ч'Ьмъ тотъ, который 
отлагается на берегахъ. 

Можно различать перекаты, образовавшхеся преимуществен- 
но путемъ размыт1я. Они появляются тамъ, гд* берега состоятъ 
изъ породы, легко подвергающейся размытхю, а дно изъ поро- 
ды, оказывающей большое сопротивлеше. Скорости, при кото- 
рыхъ прекращается размытхе дна, значительно больше т^хъ, 
при которыхъ прекращается размытхе береговъ. Прочная фориа 
русла, соотв-Ьтствующая этимъ услов1ямъ, должна отличаться 
большимъ уклономъ, большой глубиной и малой шириной, ибо 
въ русл'Ь, обладающемъ подобными чертами, возможно сочетшо 
большой скорости у дна съ малой скоростью у береговъ. 

Съ другой стороны можно различать перекаты, образовав- 
Ш1еся путемъ отложен1Я, причемъ нужно, чтобы это отлохвк1е 
происходило изв'Ьстнымъ образомъ, именно нужно, чтобы мате- 
Р1ЯЛЫ отлагались на дн'Ь, а не на берегу. Тогда возвышеше 
дна непрем'Ьнно ведетъ къ расшйрешю, ибо р'Ька должна раз- 
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дяваться въ сторону. Потону-то перекаты пр1уроченн къ на- 
коплешянъ гальки и крупнаго песку^ которые й передвигаются 
по дну и отлагаются на дн'Ь. 

Напротивъ того устьевые участки р'Ькъ очень часто нмЪютъ 
характеръ плёсовъ нссмотрл на то^ что т'Ьже участки очень 
часто характеризуются р'Ьшительнымъ преобладатемъ отложе- 
шя. Возьненъ н. п. ДнЬстръ. На всемъ течеши въ пред'Ьлахъ 
АвстрхВской и Русской Подолги онъ обиленъ перекатами: на 
одноиъ участке отъ Могилева до Выхватинецъ (^около 200 
верстъ) насчитываютъ не меньше 34 больпшхъ и меньшвхъ 
перекатовъ ^). На многихъ перекатахъ во время низкаго со- 
стояшя воды глубина не доходитъ до аршина — ширина р'Ьки 
значительна. Даже на плосахъ глубина Днестра не особенно 
велика. Но вбли;ш устья отъ Бендеръ до лимана, уклонъ умень- 
шается, р'Ька съуживается и значительно углубляется (глу- 
бина не меньше 3 — 4 сажень), дно и низкге берега (плавни) 
состоять изъ ила, принесеннаго самой р4кой. Д^ло въ томъ, 
что Дн'Ьстръ здЪсь носетъ преимущественно муть, которая вы- 
деляется и осЬдаетъ весьма медленно. ВслЬдствхе этого йа 
дн4 зд-Ьсь осЬдаетъ мало мути — отложенье ся происходить глав- 
нниъ образомь на берегахь, когда во время паводковь р4ка 
выходить нзь русла, заливаеть плавни и застаивается на нихъ. 
Посл^ всякаго разлива можно видЪть новые слои ила, отло- 
хенные на берегахь. Такимь образомь устьевой участокь Дне- 
стра прхобр'Ьлъ характеръ плеса. Съуженте и углублете русла 
вблизи устья среди наноспыхь равнипь наблюдается тоже у 
Миссисипи^ у Желтой р4ки и у многихъ другихъ р'Ькъ. 

Мы зд'Ьсь указали на плесы, образовавппеся на участкахь, 
характеризуемыхь преобладангемь отложешя. Точно также уча- 
стки ра:шыт1я пр1обр'Ьтають характеръ плёсовъ, коль скоро 
услов1я слагались такъ, что размытте дна могло происходить 



^) Бодьшлнетво взъ нихъ обусловдспы выходами Гюд'&о тпердыхъ елоевъ 
ва дни. 
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бол^Ье ЕЛИ ПО крайней иЪр'Ь стодь-же энергично^ какъ разкн- 
Т1в береговъ. Особенно гдубоие плёсы образуются передъ от- 
ступающими водопадами. Ниспадающая въ водопад'Ь вода до1- 
бить внизу яму^ удлиняющуюся вверхъ по Т6Ч6Н1Ю по М'Ьр'Ъ 
того какъ водопадъ отступаетъ. 

Тоже самое^ но въ бол*с слабой степени, им'Ьетъ м-Ьсто 
передъ отступающими порогами й перекатами. 

Ольдгэмъ полагаетъ, что бывшхе участки размыпя, гд* 
р'Ька углублялась вертикально й всл^^дствхе этого образовала 
узк1Й каналъ, даютъ начало плссамъ. Д'Ьйствительно можно се- 
б* представить, что углубленхе русла на участкЬ размнпя про- 
должается даже при меныпемъ уклон* чЬмъ тотъ, который 
установился на нижслежащемъ участк* отложенхя. Крупная галь- 
ка, накопивтался внизу и давшая поводъ къ образовашю пе- 
реката, была вынесена съ вышележащаго участка ра:шыт1я еще 
въ то время, когда опъ отличался большимъ уклономъ. Съ 
течешемъ времени размыт1е ослабело, съ участка размыт1я вы- 
носились все бол-Ье й бол*е мелкхе матерхялы, наконецъ на- 
столько мелк1е, что ничто изъ нихъ не отлагалось на пйже- 
сл*дуюи^емъ перекат*. Размыпе прекратилось при уклоик да- 
леко меныпемъ, ч*мъ уклонъ на перекат*, сложивппйся во 
время отложешя круппозернистыхъ паиосовъ. 

Н'Ьтъ сомн*н1Я что плёсы, находящ1еся повыгае перека- 
товъ^ обра:ювавп1Ихся на накоплешяхъ паносовъ, произошли и:(ъ 
бывшихъ участковъ размыт1я, если, разумеется, зд*сь не было 
у'слов1Й, способствующихъ образован! ю того вида переката, ко- 
торый попадается па участкахъ размыт1я. [Мы им*емъ пъ вид}' 
тотъ случай, когда дно въ данномъ м*ст* ока:шваотъ большее 
сопротивлеше размыт1ю, ч*мъ берега]. 

Такимъ образомъ можно ра:юматрипать подобные плоеы 
какъ нормальные участки течен1я. Они бол'Ье глубоки, И1Ш*о 
широки ч'Ьмъ перекаты не потому, что здЪсь были или есть 
услов1я^ способствующ1я обраиовашю особенно глубокаго н уз- 
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наго рус1!Ъ но потому^ что перекаты суть исключительно тиро- 
т и 1влководные участки течен11 а плёсы сравпительна съ 
ввян оказываются глубокими я узкими. 

Если Обрекать находится на накопле|{1и иаиосовъ, приие- 
ссиныхъ аритоЕомъ или проистедшемъ отъ какого пибудь об- 
вала стФиъ долины^ то вытслекащ!^ участокъ течегпл подвер- 
гается запруяеиЕю. Запружете влечетъ пелренЪиио ца собою 
швышен1е уровня воды и уиеиыпеи1в уклона. Само собою по- 
натво, что возвышеи1е уровни воды выражаетсл увеличен1емъ 
глубины Бышележащаго участка. Тавимъ образомъ вышелсжаппй 
участокъ ир1обр'Ьтаетъ одну взъ характеристически хъ чертъ плбса. 

Перекаты отличаются болыпимъ уклоноиъ, а вм'ЪстЪ съ 
тЬхъ широкияъ и иелкимъ руслоиъ. Гораздо р'Ьхо встречают- 
ся стремнины^ обладаю111,1я больтямъ уклопонъ а вм'Ьст'Ь съ 
гЬжъ узкинъ и глубокикъ руслоиъ. Само собою попятно^ что 
скорость течен1л на стреининахъ бываетъ особенно велика. 
Оп11 образуются только въ весьма твердыхъ породахъ, гд'Ъ 
лахе при самомъ большоиъ приблихенш динамической оси 
къ берегу размыт11! посл^дняго было всегда незначительно, гд* 
въ тоже самое время., благодаря прйсутств1ю гальки и песку 
я больлюй скорости дно размывалось энергично и рЪка углуб- 
лялась почти вертикально. Ирим'Ъромъ могутъ послужить зна- 
«епитыя стремнины Дуная въ ЖелЪзныхъ Воротахъ. 

Рихтгофеиъ ') говоритъ, что форма русла завнситт. отъ 
р№прод'Ьлеи!я силъ во время половодья. Д'Ьйствительно въ это 
нримя р'Ька обладаетъ больнгей эноргЁей, больше ра:)нывастъ., 
•рольте перепоситъ и больше отлагаегъ., ч^мъ въ остальное 
время года. Можно сказать, что встречаются р1;кн., который во 
время лпзкаго состояния воды только пользуются русломъ,- соз- 
данпымъ половодьями. Къ сожал'Ьшю нопросъ о нависимостп 
формы русла отъ годнчпыхъ Е^м^иIеII^й расхода непосредстпо.н- 
посиязапъ съ тсор11'й перем'Инпагп соглояп{я р^къ, которая, какъ 

■) РиЬгег стр. 153. 
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ЭТО было замечено во вступденш и во второй глав'Ь^ находи- 
ся въ весьма неудовлбтворительномъ состояши. 

Поэтому мы ограничимся только н'Ькоторыми зан'Ьчан1Яни. 
Вольтманъ ^) указываетъ на то, что существуетъ некоторая 
форма русла (см. Г. 4), при которой средняя скорость и от- 
ношенхе глубины къ ширин* всегда (т. е. для какого угодно 
расхода) остается постоянной. Въ виду сохрапешя постоянной 
скорости можно бы подумать, что форма (4) есть прочная. 

Но не говоря о томъ, что для прочнаго состоятя нужнн 
но столько постоянныя средн1я, сколько непревытающгя нзвЪст- 
наго предала подонныя и прибрежныя скорости, не говоря о 
томъ, что прсдположещя, сделанный при теоретическомъ выво- 
де этой формулы произвольны, зам'Ьтимъ, что форма (4) новол- 
можна уже потому, что размытхс создаетъ не выпуклые (вверхъ) 
а вогнутые подводные склоны. Только склоны, образуемые ил- 
мывашемъ, могутъ быть выпуклыми. 

Ёслибы у изв'Ьстной р'Ьки русло образовалось и изменя- 
лось только во время половодья, а В7> остальное время года 
рЪка только пользовалась имъ, то оно им'Ьло-бы разм'Ьры, со- 
отв'Ьтствуюпце количеству воды, протекающему во время поло- 
водья, -а въ остальное время р'Ькп занимала-бы только са- 
мую нижнюю часть русла, покрывая дно бол'Ье или иеи*е тол- 
стымъ слоемъ воды. 

Но обыкновенно русло соотв-Ьтствуеть некоторому сред- 
нему С0СТ0ЯН1Ю р'Ьки, излитекъ воды во время половодья 
выступаетъ изъ русла. У р-Ькъ, возвыптающихъ свое русло, из- 
литекъ просто распространяется по заливной долин'Ь. У раз- 
мывающихъ р4къ, текущихъ въ глубокихъ уп^ольяхъ, разливъ 
заполияетъ уш,ельо до н4котораго уровня; но миогнмъ размы- 
вающимъ или размывавшимъ р^^камъ свойственно двухъярусное 



') См, КйЫгоапп Ну<1готес11ап1к стр 436. Связь между абсциссой х 
п ордийАтой у (си. Р. I) выражается сдИдующей Формулой 

х=яе1од пЫ.(у-\- У^у*— с*) '\-А. 
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(см. Г. V) русло, состоящее изъ нижняго бод-Ье узкаго русла, 
соотв'Ьтствующаго среднему состоян1ю р'Ькя (И1; шхпеиг) и верх- 
няго яруса, широЕой поймы, служащей вмЪствлищемъ для во- 
ды во время иоловодья (111; шазеиг). Зам^Ьчательный прям'Ьръ 
двухъяруснаго русла на Ян-тсе-к1ангЬ въ горномъ ущельи при- 
водятся у Ряхтгофена *). 

И русло в иойма ^) им'Ьютъ определенные берега (въ за- 
ливной долинЪ нЪтъ опред'Ьленннхъ вторыхъ береговъ). Оче- 
видно двухъярусная форма соотв'Ьтствуетъ двумъ состояшямъ 
водъ — среднему н самому высокому. — Кажется, что стрежены), 
р^зко выделяющейся среди русла, выражается зависимость фор- 
иы русла отъ третьяго^ самаго низкаго состояшя р'Ьни ^). 

Отяотеше между глубиною и шириною у поймы меньше, 

ч'Ьмъ у русла. Уклонъ рЪки одинъ и тотъ-же во всякое время 

года, породы, среди которыхъ она протекаетъ, одн^ и тЪ-же. 

Сравяимъ теперь двЪ рФкн, нротекающ1я среди одн^хъ и гЬхъ- 

хе породъ, всюду находявцяся въ однихъ и т'Ьхъ-же услов1яхъ 

я обладающхя однимъ и тФмъ-же уклономъ, но различаюпцяся 
расходомъ. Если введемъ услов1е^ чтобы обЪ рЪки находились 

въ приблизительно прочномъ состоянхи (т. е. въ томъ, въ ко- 

торомъ размыт1е делается ничтожнымъ), то окажется, что у 

большей р^ки отяошен1е между шириною и глубиною должно 

быть значительно больше, чЪмъ у малой. Именно, въ широкомъ 

и мелкоиъ руслЪ трен1е о берега и дно значительно больше, 

ч^иъ у узкой й глубокой, а потому скорости въ большей 
Р'Ьки точно также какъ въ малой могутъ остаться меньше 

гЬхъ лред'Ьльныхъ скоростей^ при которыхъ вода можетъ раз- 
иывать данную породу. И такъ, различ1е между относительиы- 
1и разм'Ьрами поймы и русла объясняется стремлешемъ къ то- 
ну, чтобы создать приблизительно прочную форму русла^ при- 
норовленную къ двумъ различнымъ состоян1ямъ уккя. 



*) РиЬгвг. е1уе. етр. 206. 

') Позволяю еебъ аридать еловаиъ «иойма» ■ «валиввая долива» я'кко- 
торыя е|1бЦ1альныя 8вячея1я. 

*) Въ такояъ случаК иожно-бы раялячать даже трех ьяруевыя русла. 



ГМВА VIII. 



ПеремФщешв русла подъ вл1ян1вмъ вн'Ьшнихъ при- 
чинъ и всл^^дств1б реаБЦ1й между р^кою и цритоБаки. 



Словцовъ ^) первый объяснялъ передвижете русла сибир- 
скихъ р'Ькъ съ запада на востокъ вл1ян1в11Ъ вращешя зеили. Не- 
зависимо отъ пего Бэръ внсказалъ подобное мн'Ьн1е относитель- 
но Р'Ькъ Росс1И и другихъ странъ. Но и Бэръ и Словцовъ, 
а за ними многхе даже современные геологи и географы пода- 
ли и полагаютъ^ что вращеше земли не оксязываетъ никакого 
вл1ян1я на р1>ки, текупця вдоль параллелей. Это мн'Ьше ложно. 
Въ механик'Ь доказывается^ что поступательное движете земли 
не оказнваетъ вл1ян1я на характеръ движешя гЬлъ^ движущих- 
ся по поверхности земли^ но вращательное движете даетъ по- 
водъ къ некоторому ускоретю, называемому ускорепхемъ Кор1о- 
лиса или сложнымъ центроб^Ьжнымъ ускорен10мъ. Ускорен1<' 
Кор10лиса дается формулой: 

2о}.о. згпа (1) 

гд'Ь (О есть угловая скорость вращен1я земли 

» и » поступательная скорость разсиатриваенаго т'Ьла отно- 
сительно земли. 

> а I уголъ между северной частью полярной оси зсили 
и моментальнымъ направленхемъ скорости: о. 



О ]11(1(1епс1ог<Г. 81Ь1г. Ке18е Мет. Аеп(1. 81. Ре1. IV томъ, I часть, 2 
вып., стр. 244. 
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Бсдя разсхатриваеиое 1*610 находится подъ широтою X 
и яаправлбН1е его движешя составляеаъ съ мерндганоиъ дан- 
наго иФста^ считаемый по часовой стр'Ьлк^Ь уголъ р (азииутъ), 
если обозначимъ вертикальную слагающую скорости тЬла по- 
средствонъ и^ а горизонтальную посредствомъ : щ то верти- 
кальная слагаюп^ая сложнаго центробЪжнаго ускорен1я будетъ: 

а горизонтальная: } (2) 

— %(л[го . 5гп Х+гг .соз^. сов X] 

Изъ этого видно^ что об'Ь слагающ1я сложнаго центроб'Ьж- 
яаго ускорешя зависятъ отъ а^жмута. Но^ если движен1е со- 
вершенно горизонтально ^)^ то и равно нулю и ускорен1е не- 
завнситъ отъ азимута. Вертикальная его слагающая равна нулю, 
а горизонтальная будетъ: 

— 2и^.го.8гпХ (3) 

Эта формула употребляется въ метеорологш и въ физической 
географ1И, такъ какъ, разсматривая движен1я воды и воздуха^ 
южно чаще всего пренебречь влхянхемъ вертикальной слагающей 
скорости. Ускорен1е Кор1олиса всегда перпендикулярно къ на- 
правлетю движенхя. Оно д'Ьйствуетъ въ сЬверноиъ полушархй 
вправо, въ южномъ въ влЪво отъ направлешя движен1я. 

Разсужден1я о влхяши вращешя земли переполнены заблуж- 
ден1ями. Такъ н. п. говорятъ о разности давленгй на л'Ьвый и 
правый берегъ, когда здЪсь д'Ьло въ движен1и а не въ давле- 
Н1И, сравниваютъ сложное центробежное ускореше съ ускоре- 



^^ Баег. ИеЪег в1п аИ^етегпсв Оеаеи 1п <1ег ^ев^аиипд уоп Р1о88ЬеЬ- 
^е^. Ва11е(. Аеа(1. 81. Ре1егвЪаг^ 1860 г. тоже 81а(11сп аав 4ет ОеЪ1е1е дег 
На!аг^188. етр. 120. 

*) т. е. совершается по поверхности шара. Д1я вцяпеоида нпшн ФОр* 
мулы в%рны Т01ЫО арибл18«те1ьно» 
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шеиъ силою тяжести ^) и, разуиЪется, яаходятъ^ что это по- 
сл'Ьднве несравненно больше и т. п. 

Кажется^ что только аиериканскхе ученые Жильбертъ и 
Бэнъ понимаютъ вопросъ^ какъ сл-Ьдуетъ. Жильбертъ ^) срав- 
ниваетъ усворенхе всл'Ьдствге вращен1я земли съ центроб'Ьж- 
нннъ ускоренхемъ въ извилинахъ Миссисипи и находитъ, что 
эти величины одинаковаго порядка. Бэнъ ^) заи'Ьчаетъ^ что уско- 
реше вслЪдствге вращен1я земли совершенно сравнимо съ ускс- 
ретемъ вдоль течен1я. Действительно^ съ этимъ ускорешеиъ^ а 
не съ величиною: д (9,8 метра въ секунду) сл*дуетъ срав- 
нивать ускоренхе Корхолиса, ибо вода въ рЪкахъ не падаетъ 
вертикально^ а стекаетъ по наклоннымъ поверхностямъ. Чтобы 
дать понят1е объ отношети между ускорешемъ вдоль течейя и 
ускоренгемъ Корхолиса, возьмемъ сл*дующ1й прим'Ьръ. Средняя 
скорость течен1я Волги равна 1,4 метрамъ въ секунду, у клонъ: 
0,00004, следовательно, ускореше вдоль течешя, если вм-Ьсто 
згпг подставимъ г *) будетъ: 

^.г=9,81Х0,00004 =0,00039 метр, въ сек. 
Съ другой стороны, подставляя въ формулу: (3), г1? в 1,4 

згп'к = згпЪО^ ■— 0,776, а)= одТ^*) ^д* тс=3,141..... най- 

демъ, что ускоренхе Корюлиса въ данномъ елуча* составляетъ 
0,000156 метр, въ сек. т. е. больше двухъ пятыхъ ускоретя 

^) Наеволько вижу изъ Гюятера (Обп^Ьег. ЬеЬгЬаеК <1ег СеорЬу81к 
II томъ, 81ии^аг1; 1885 г. стр. 602. (оригинальная статья Цэаарица была для 
меня недоступна)^ даже Пэаприцъ плохо понималъ это явлен!е. Онъ докавы- 
вастъ, что возвышение уровня воды у праваго берега неаначитвльяо. Это 
правда, но Д'Ало не въ во8вышен1и уровня воды, которое завигитъ отъ 
отношен1я ускорения Кор10лиеа къ ускорению силой тяжести т. е. къ р а въ 
сравнительно бол'Ьс сильноиъ подмыван1И праваго берега, которое завпсигь 
отъ отношея1я ускорон1я 1гор1олиса въ уекореи1ю вдоль течей! я т. е. въ дХ9»и. 
Гюптеръ, очевидно, тоже не пояииаетъ вопроса. 

*) О. К. ОНЪегЪ. ТЬе 8аШс]епеу оГ ^Ье 1егге81г1а1 го^аМоп Гог 1Ьс 
ДеИесМоп оГ в1геага8. Атег. Лопт. оГ 8с. 3 сер. 27 томъ^ стр. 430. 

') Вашеа. Оп (Ье 8иШс1епсу... Атег. Лоигп. оГ 8с. 3 сер. 28 томъ 
стр. 434. 

*) Это позволительно, такъ кпкъ ) есть весьма малая величиаа. 
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ВДОЛЬ течешя. Зан^Ьтинъ, что ускореше вдоль тбЧбн1я пропор- 
щонально уклону^ а ускорвн1б Бор10лиса пропорщонально ско- 
рости т. 6. (ср. гл. II) возрастаетъ ве только по м'ЬрЪ уве- 
1нчев1я уклова., во тоже по и'ЬрЪ увелячев1я размЪровъ русла. 
Сл'Ьдовательно^ при тонъ-же уклоне ускорев1е Бортолйса т'Ьиъ 
больше^ ч'Ьиъ больше разсиатриваемая рЪка. 

Не сл-Ьдуетъ полагать, что в. п. у Волги, гд* ускорен! е, 
происходящее отъ вращен1я земли равно двумъ пятыиъ усворе- 
йя вдоль течев1я, скорость, съ которой вэда подвигается къ 
правому берегу, равва двумъ пятнмъ скорости вдоль течев1я. 
Напротивъ того, скорость и ускорев1е дв'Ь различныя вещи ^). Но 
если ускорен1е Бор10лиса равно двумъ пятнмъ ускоренхя вдоль 
течен1я, то можно нав'Ьрво сказать, что значительная доля эвер- 
пи р'Ьки идетъ именно на разрувтеше праваго берега. 

Такъ какъ частицы воды движутся съ различными скоро- 
стями, а ускореше, происходящее отъ вращешя земли, пропор- 
цшально скорости, то къ правому берегу дМствительво ва- 
правляются только тЪ частицы воды, которыя обладаютъ ско- 
ростью большей, ч'Ьмъ изв'Ьствая критическая скорость; осталь- 
ныя оттесняются вазадъ къ левому берегу. Благодаря откло- 
нен1ю ваиболЪе быстро текущйхъ струй вправо, динамическая 
ось течен1я перемещается къ правому берегу. Зд^сь происхо- 
дить нечто подобное, какъ при движен1и воды въ извилинахъ 
(ср. гл. У), здесь тоже возннкаетъ медленная поперечная цир- 
кулящя, точно также способствующая перенесешю размытыхъ у 
праваго берега веществъ на левый. Такъ какъ въ извилинахъ 
вода подмываетъ то правый, то левый берегъ, а ускорев1е 
вследствхе вращен1я земли способствуетъ подмыван1Ю праваго 
берега но мешаетъ подмыван1ю леваго, то, хотя центробежное 
ускорен1е въ извилинахъ почти всегда больше ускорен1Я вслед- 



*) Чтобы теоретичесжи вычнеджтъ скорость, съ которой вода въ канаж-Ь 
данной велияииы еъ данныкъ укюнокъ устроил «етея къ арлвоку берегу нужно 
Р'Ъшить задачу, аревоеходящую средства сов репе янаго анализа. 
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ств1е вращен1я земля ^)^ въ конц^Ь копцовъ. если тому не м'Ь- 
шаюгь постоянный причины, сообщающгя ускоронге вд'Ьво дри- 
чины, р'Ька въ общеиъ должна передвигаться вправо. 

КроиЪ вращешя земли есть еще друпе факторы, дающ!б 
поводъ Бъ перем'Ьщешямъ русла. Стефановичъ ^) и Клвнгэ ^) 
придаютъ особенное значсше д'Ьйств1Ю в'Ьтра. Русло Дуная въ 
Венгр1и ежегодно передвигается на западъ на 0,47, а русло 
Тиссы на 0,31 метровъ. Стефановичъ объясняетъ это передвй- 
жеше д'Ьйствхемъ Болтавы, сильнаго юго-восточнаго в'Ьтра. Онъ 
указываетъ на удары волнъ^ возбуждсчемыхъ преобладающимъ 
в'Ьтромъ и размывающихъ преимущественно западный берегь, 
на занесете русла пескомъ, навЪваемымъ в'Ьтромъ ^). Блин1^ 
утверждаетъ, что сибирск1я рЪкй передвигаются на востокъ 
потому» что Л'Ьтомъ, когда он'Ь вскрыты отъ льда въ Сибири 
дуютъ западные в4тры, Волга-же потому отступаетъ на западъ, 
что въ Поволжьи л'Ьтомъ господству ютъ восточные в'Ьтры. 



*) Уекоренхе вед'Ьдетв1е вращен1я аеили пропорц10НАльно скороетш и 
Фожторъ оропорщональноети^ какъ это видно ивъ «ормулы (3), всегда полый. 
Цевтроб'Ькнос уекоре111в въ иввилинахъ ароаорц1овально квадрату отъ ско- 
рости и Факторъ 11ропорц1ональности: кривизна въ иныхъ елучанхъ бываотъ 
довольно большой. У Ивссисипи въ ивыхъ м'Ьстахъ центроб'Кжное уекорепю 
слишкомъ въ двадцать разъ больше^, ч11мъ ускорев1е всл%дств1е вращения 
вей ли. 

*) Си. В1в 8е1(ептег8сЪ1еЪ11п^ дог ?1йв8е. Оаеа. 1881 стр. 705. 

') КИп§^е. ХТеЪег с1вп Бгпйавэ дег ^У^п(1^^сЬ^апд е^с. Ёп§г1егр Во1ап. 
ДаЬгЪ. XI стр. 264. 

*) Является вопросъ, не вовбуждаетъ-ли в^^теръ нЪкоторыхъ теченгй^ 
способствующихъ пвренесен1ю веществъ съ одного берега на другой. 

Не вся 8нерг1я поредаваеиая вЪтроиъ вод-Ь (ср. гл. II), вдеть на вое- 
буждея1е волнъ. Часть ея вдеть на вовбуядевхе посту аательвыхь движенхй. 
Таяъ какъ берегъ М'Ьгаавтъ дви&ен1ю поперекъ русла, то оно должно неоре- 
и-Ьвио перейти въ поперечную циркуляц1ю въ род-Ъ той, которая поддержи- 
вается цвнтроб1(жныиъ ускорен1еиь и вращен1еиъ веилн. Раввица еоетонтъ 
въ тоиъ, что вътеръ дФйствуетъ непо бедственно только на ворхн1Й слой 
воды, крои'Ь того д%йств1е в1Ьтра не вависитъ отъ поступательной евороста 
чаетицъ вдоль русла. Эта царкуляща всегда слаба и ивнИняется вел-Ьдств!е 
и8М'Ьнен1я в-Ьтра. Весьма сомнительно, чтобы она могла имФть существенвое 
8начев1е для перемещены руеха. 






91 ОПЫТЪ ИЗСЛЪД. ГЛАВН. ЯВЛЕШЙ, НАБЛЮДАЕМ. У РЬКЪ. 197 

Хотя прйнципъ^ защищаемый Стефановиченъ и Клянгэ 
совершенно справедливъ, но нзъ этого еще не сд'Ьдуетъ, чтобы ^ 
какъ это д'Ьлаютъ указаные авторы, отрицать вл1ян1е вращен1я 
земли. Оба фактора то слагаются, то противуд-Ьйствують другъ 
другу. Точно также возд'Ьйств1е притоковъ и направленхе па- 
дешя пластовъ им'Ьютъ вл1ян1е на перем'Ьщеше русла. 

Доказательства приводимый Стефановичемъ и Клингэ вовсе 
не убедительны. Такъ н. п. Дунай и Тисса передвигаются 
вправо. Следовательно можно сказать, что ихъ передвижешс 
вызвано одновременно д'Ьйств1емъ Кошавы и вращешемъ земли. 
Съ другой стороны замЪтимъ, что вЪтры предполагаемые г. 
Клингэ всегда почему то дуютъ въ ту-же сторону^ въ кото- 
рую действуетъ вращеше земли, а истинные в^тры дуютъ по- 
жалуй не совсЬмъ такъ. На счетъ распределешя вЪтровъ въ 
Сибири у меня н^тъ достаточиыхъ данныхъ, но и г. Клингэ 
ихъ тоже не имЪлъ, если основалъ свое мн^ше на наблюден1яхъ 
Финша ^); который, кажется, былъ не особенно долго на Оби. 
Что касается Поволжья, то данныя есть, но онЪ не говорятъ 
въ пользу мнЪшя г. Клингэ. Вопервыхъ у Воейкова ^) нахо- 
дииъ следующее: 

В4тры л4томъ N НЕ Е 8Е 8 8ТУ \У К\У 
Пенза 14 10 5 10 6 19 15 22 

Самара 18 20 9 2 5 11 32 3 
Оренбургъ 20 16 13 4 7 11 17 12^ 
Астрахань б 16 15 19 6 12 12 14 

Изъ этого видно, что на станщяхъ сЬвернаго Поволжья 
л'Ьтомъ, когда на ВолгЪ н'Ьтъ льда, преобладаютъ западные 
в^тры, за то въ Астрахани балансъ слагается въ пользу во- 
сточныхъ в'Ьтровъ. Кром'Ь того изъ разсмотр'Ьшя лЪтописей глав- 
ной Метеорологической Обсерватор1И за 1886—1890 годы для 
станщй: Нижшй, Ка:тнь, Тетюши, Буинскъ, Симбйрскъ, Сама- 



1ое. еП. етр. 302. 

^) Воейювъ. Едцнаты зенвого шара. С-Пет, 1884 г. стр. 444. 
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ра^ Сызрань, Вольскъ, Саратовъ^ Дубовка, Николаевскъ я Еа- 
мышинъ оказалось^ что на станщяхъ скверной части Повоххьд 
до Сюрани и годичный и л'Ьтн1В баяансъ слагаются въ пользу 
вЪтровъ, дующихъ съ западныхъ румбовъ. Перев^Ьсъ ОБааалея 
я количественный и качественный, т. е. западные в'Ьтры сильн'Ье. 
На южнонъ Поволжьи отношен1я изъ году въ годъ бол^ю измен- 
чивы^ на н^которыхъ станц1яхъ наблюденгя недостаточно полнн^ 
но въ общенъ, кажется^ л'Ьтоиъ восточные в'Ьтрн преобладаютъ 
надъ западными. Следовательно по г. Елингэ Волга около Ка- 
зани, Симбирска, Самары должнабы передвигаться влФво, а 
дальше на югъ вправо, между тФмъ она всюду передвигается 
вправо т. е. решающее вл1ян1е въ данномъ случае принадле- 
жить вращен1ю земли. 

Вл1ян1е бращен1я земли и вЪтровъ должно особенно силь- 
но сказываться у рЪкъ, текущихъ въ мягкйхъ породахъ н ма- 
ло углубляющихъ русло, притомъ тамъ, гд* пласты залегаюгь 
горизонтально. Само собою очевидно, что вл1ян1с вн'Ьшнихъ 
причинъ отходитъ на второй планъ тамъ, гдЪ рельефъ разно- 
образный и тектоническое строеше сложно, тамъ, гдЪ быстрая 
р^ка врезается вертикально въ твердый породы, но мало ра^- 
мываетъ берега. 

Точно также перем'Ь1цен1е широкой но мелководной р^кя 
не можетъ достигать гЬхъ размЪровъ, что перемещенхе равной 
по расходу глубокой и узкой р*ки. Вообще зд-Ьсь можно по- 
вторить тЪ-же замЪчашя относительно благопрхятныхъ и небла- 
гопр1ятныхъ условШ^ который уже были высказаны по поводу 
перемещешя русла при образоваши извилинъ. 

Съ другой стороны, какъ это было выше отмечено, вра- 
щен1е земли оказываетъ большее вл1ян1е на больлия рЪкн, ч^хъ 
на малый, поэтому неудивительно, что подмываше правыхъ бс- 
реговъ особенпо заметно на иижнемъ равниниоиъ теченш боль- 
шихъ р4къ, а въ равнинной Росск, въ ея мягкйхъ почвахъ, 
заи'Ьчается ж на малыхъ рЪкахъ, какъ это за тмвогимн до- 
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иючегаям наблюдается н. п. на р<Ькахъ Ннакегородсно! гу- 
берн1Я ^). 

Одна йзъ прнчннъ передвижешя русла состоитъ въ нак- 
юиностн пластовъ, разунЪется^ за нсключешенъ того случая, 
когда рФка течегь перпендикулярно въ нхъ простирангю. Со- 
пропвлете^ оказываемое размнт1Ю^ больше въ направлеши пер- 
пендякулярномъ къ напластован1ю^ чЪнъ въ продольнонъ [об- 
ратное бнваетъ только танъ^ гд'Ь есть ц^^лая сЬть перпенди- 
кулярвнхъ трещннъ]. Поэтому рФка какъ-бн соскользаетъ по 
пдаетамъ. Разум'Ьется^ значбН1е наклонности пластовъ усили- 
вается твердыми прослойками. Этотъ способъ передвижешя осо- 
бенно вазкенъ для гЬхъ участковъ р'Ькъ^ которые находятся въ 
разянвающемъ состоян1Н. 

В'Ьрннмв признаками передвижешя русла служатъ сл'Ьды 
етарнхъ руслъ^ обрывистые берега^ состоящ1е нзъ породъ^ не- 
соинЪнно неотложенныхъ р'Ькою въ связи съ несомн'Ьнно р'Ьчными 
наносами на противуположномъ низкомъ берегу. 

Въ конфигуращи долины встр'Ьчаются очень часто черты^ 
на первый взглядъ указывающ1я на перемЪщеше р'Ькй, но обу- 
словленный неравном'Ьрнымъ развнтхемъ склоновъ долины. Такъ 
н. п. склонъ^ выставленный на д'Ьйств1е обяльныхъ дождемъ 
в^тровъ^ бываетъ иногда бол'Ье крутой ч'Ьмъ противуположный ^)^ 
водоразд'Ьлы^ находящхеся между параллельными притошьми боль- 
шой рЪки ')^ удаляются отъ одного притока^ и приближаются къ 
другому^ благодаря неравном'Ьрному размыпю склоновъ долинъ 
вторичными притоками (т. е. притоками притоковъ) и т. д. 

Когда притокъ приноситъ больше продуктовъ размыт1Я^ 
ч'Ьнъ р'Ька можетъ переносвть^ то у устья его накопляются на- 
носи. Очень часто накоплешя достигаютъ такнхъ разм'Ьровъ^ 
что главная рЪка принуждена обходить нхъ. Разум'Ьется, 



О Дожучаевъ. ]1атер1яды и т. д. вып. XIII гл. I стр. 64. 

*) Каек(ёвеЬе1. 1Т1191е18Ь8е1ивке1« еге. Ре1. ^ШЪ. 1889 г. е<гр. 224. 

*) НиЪег. АвуштеСпвеЬе ТЬ&1ег. Ре^. МШЬ. 1886 г. стр. 171. 
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ЭТО ВОЗМОЖНО ТОЛЬКО тогда^ когда рЪка усп^ваеть соответственно 
подмывать противуположный берегъ. Въ противномъ сдуча'Ь 
д'Ьло можетъ дойти до запруженхя и до образовашя озера. 
Форель ^) склоненъ думать, что н*что подобное способствова- 
ло образовашю Женевскаго озера. 

Рядъ притоковъ, впадающихъ съ одной стороны и прино- 
сящихъ иного наносовъ можетъ отодвигать течете главной рЪ- 
ки. Такъ какъ обильные продуктамб размытгя притоки выхо- 
дить изъ высокихъ горъ, то Пэгаель ^) говорить, что р4ки, 
текущгя параллельно къ высокимъ горамъ, стремятся удалиться 
отъ нихъ. 

Миссисипи вм'Ьсто того, чтобы перемещаться вправо, ото- 
двигается вл^во. Давно ^) уже было высказано мнФте, что 
это результатъ возд'Ьйств1я правыхъ притоковъ, бол4е много- 
водныхъ и приносящихъ бол-Ье наносовъ. Реклю *) сомневает- 
ся въ многоводности правыхъ притоковъ и склоненъ думать, 
что это результатъ общей покатости страны и пластовъ къ 
востоку. 

Полагаютъ тоже, что кром* односторонняго запружен1Я 
русла и долины передвижен1ю Миссисипи содействуетъ само 
толканье водою притоковъ, въ подтвержденхе чего приводятъ. 
что поел* впаден1я Красной Р^ки (Ее(1-К1Увг) *) Миссисипи 
принииаетъ направлен'ю своего притока. 

Н^тъ сомн'Ьн1я, что подобное толканье всегда им-Ьегь 
мЪсто, но выражается-ли оно въ перем*щен1И русла, это дру- 

*) Роге!. Ье Ьётап. Ь&аааппе 1892 г. стр. 247 я сдш. 

*) РевсЬеЬ Кеие РгоЫете 1870 г. стр. 134. Ср. 8в11;епт*гвсЫеЪап8 
в*с.... Оася 1881 стр. 712. 

*) Ьуе11. Ргше1р1ев (во фр. пер. II томъ Рапе 1842 стр. 352). 

•) Квс1ав. СеодгарЬ1е 1Тп1уегвв11е томъ XVI Раг18 1892 г. етр. 352 

*) $Ьа1ег. РгезЬ ^а|;ег Могавэев. 10 Лпа Кер. II. 8. Оео1. 8агт. 
стр. 279. 

Вопросъ о перем'Ъщенхя Миесвсипи вл'Ьво иовядвмону не мсчерпанъ. 
Кавотея^ что точныхъ данныхъ о ■одичоств'Ь твердыхъ веществъ, прянося' 
мыхъ каядынъ арятококъ отд'Ьльно, вовсе н'Ьтъ, а потому ведьяя высжазатьеа 

ВТ» арЛЬЗУ того ЦМЛ другого НЯфВ1Я, 



' > 
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гоВ вопросъ. Состояше рЪки всегда одновременно зависитъ отъ 
множества различннхъ условхй^ а потому т'Ь хе причины въ 
разлнчныхъ сдучаяхъ производятъ различные результаты. Такъ 
н. п. €^ рпоп» ногно сказать^ что толкпнье оказнваетъ са- 
мое незначительное д'Ыств1е на р'Ьки сильно углубляющ1я свое 
русло. ТЬ хе рЪкн обыкновенно въ состояши подобрать нано- 
сы^ приносымые притоками^ а потому не подвержены односто- 
ронне! у запрухешю русла. Съ другой стороны, заставляя свои 
притом тоже вр'Ьзываться все глубже и глубже, он*Ь вм'Ьст'Ь 
еъ гЬмъ способствуютъ упрочен1Ю устья посл'Ьднихъ на одномъ 
м'Ьст'Ь. Напротивъ того^ р'Ьки, мало углубляющ1яся, несущ1я 
много продуктовъ размыпя, отлагаютъ свои наносы у устьевъ 
притоковъ. Струя воды, выходящей изъ притока д'Ьйствуетъ какъ 
запоръ и даетъ поводъ къ мгновенному уменьшешю скорости и 
выд'Ьлетю наносовъ. На любой картЪ можно зам'Ьтить, что 
ирнтокй, подходящ{е къ главной р'Ьк'Ь среди наносныхъ рав- 
нинъ, поворачиваютъ какъ бы отталкиваемые главной р'Ькою и 
наконецъ соединяются съ нею подъ острымъ угломъ. Прим^- 
рохъ могутъ послужить притоки Рейна между Базелемъ и Майн- 
цомъ ^). Однако не всегда можно сказать, что соединен1е подъ 
острымъ угломъ произошло отъ передвижен1я устья притока. 
Генкель ^) приводитъ случай подобной конфнгурацш, проис- 
шедшей отъ того, что притокъ воспользовался старымъ русломъ 
павной Р'Ьки. Когда рЪка возвышаетъ свое русло бол'Ье бы- 
стро ч^мъ притоки, то въ результат'Ь оказывается запружеше 
устьевъ послЪднихъ и образоваше озеръ. 

Наконецъ, какъ 'замЪчаотъ Стефановичъ ^), передвижен1е 
русла въ тропическихъ странахъ можетъ быть иногда обуслов- 
лено заросташемъ. 



') ср. Ьаррагеп(. 1ос. е11;. стр. 212. Онъ ошибается^ говоря, что еко- 
иеа1я наноеовъ не обряауютея понаже еоедмвепгя двухъ р11жъ. 

*) Невке!. Вав итЫсдеп Дег КеЬепЛйвве. Го1егпа. ШИЪ. 1889 г. 
стр. 176 

') Ср. 8в11ептвг8еЬ1еЪип|^ ек. .. етр* 718, 



ГЛАВА IX. 

Мвоторыя зам']^чатя объ образованги долинъ. 



На разныхъ участкахъ, даже въ разныхъ м'Ьстахъ того- 
же с^яешя р'Ьки приходятъ въ соприкосновенхе съ различными 
иороданй. Результаты вхъ дЪятельностя въ высокой степени 
зависятъ отъ свойствъ породъ. При томъ же расход'Ь^ форн'Ь 
и величине русла^ при т'Ьхъ-же своростяхъ, размыт1е береговъ 
и дна^ состоящаго изъ гранита ножетъ быть въ сотни и тысячи 
разъ меньше^ чЪмъ разиытхе береговъ и дна^ состоящаго изъ 
глины. Уже въ глав! объ извилинахъ иы указывали на то, что 
размыт1е твердыхъ породъ совершается путемъ истиран1я пс- 
скомъ и галькою^ а потому идетъ усп'Ьпшо только при боль- 
шой скорости^ что оно сосредоточивается на дн'Ь рЪки^ а ио- 
тому ведетъ къ образован1ю узкихъ и глубокихъ долинъ. Раи- 
ныиъ образоиъ мы указывали на то, что въ рыхлыхъ породахъ 
даже при малой скорости размытхе береговъ значительно. По- 
тому то въ рыхлыхъ породахъ р'Ька псре.п'Ьщается и подъ вл1Я- 
Н1емъ внЪшнихъ причинъ^ какъ н. п. вращешя земли и подъ вш- 
Н1емъ свойственной р'Ькамъ наклонности къ образовашю изви- 
линъ. Если ея д'Ьятельность характеризуется преобладашоиъ 
размнт1я^ то въ результате оказывается образоваше широкой 
[сравнительно съ глубиною] долины^ если же ея д-Ьятельность 
характеризуется преобладашемъ отложешя^ то въ результате 
оказывается образоваше широкой наносной равнины. 



1 



97 ОиЫТЪ ИЗС1ЪД. ГЛАВН. ЯВДВН1Й, НАВ1ЮДАБМ. У ПКЪ. Ш 

Если р^Ька попербн%нно протекаетъ то среди лучше со- 
противляющихся^ то среди хуже сопротивляющихся разиытхю 
лородъ, то ато очень часто сказывается на горизонтальныхъ 
очерташяхъ ея течешя. 

Зюссъ ^) сравЕиваетъ Дунай съ веревкой^ висящей на нФ- 
екольмхъ гвоздяхъ. Подобно тому, какъ веревка свисаетъ ду- 
гами *) отъ одной точки пов4са до другой, точно также Ду- 
най зац'Ьлляется за горы ^), а между горс^ми изгибается огром- 
ныии дугами вправо. Веревка свисаетъ лодъ вл1ян1вмъ силы 
тяжести, Дунай изгибается вправо вслЬдств1е вращешя земли. 

На течеши Волги есть тоже одно м4сто, гд4 она зац*- 
плябтся за твердый породы, именно за твердый горный ^) из- 
вестнякъ каменноугольной формащи. Это м'Ьсто находится на 
Самарской Лук'Ь у Жегулевскихъ высотъ. Уже баронъ Розенъ *) 
высказалъ мысль, что Самарская Лука вероятно образовалась 
всл*дств1е того, что Волга повыше и пониже Жегулевскихъ 
высотъ въ лродолжен1е многихъ вФковъ передвигались вправо, 
а па этомъ мЪст'Ь или очень мало или вовсе не передвинулась. 

Въ самомъ факгЬ передвижен1я Волги вправо нельзя со- 
ивЪваться. Высок1й правый берегъ сопровождаетъ р'Ьку отъ 
Нижняго-Новгорода до разд'Ьленгя на рукава. Л'Ьвый берегъ 
ННЗК1Й и страна постепенно поднимается къ востоку. Однимъ 
слокомъ поперечное сЪчепхе долины именно такое, какое долж- 
но образоваться у рЪки, отступающей на западъ да притомъ 



*; См. РеСегд. те Оооаа 1.е1р2)в 1876 г. стр. 351. 

') Собственно говоря это оеобыя кривыи^ тажъ ял8. цИпочки. 

*) Дуявй вр'Ьзывяетея въ тверд ыя породы около Крсм4;а (Богеиск1И 
«аееявъ) около В'Ьяы (въ отроги Альпъ), дальше около 1<айц«зна, оотомъ око- 
ло Ореовы (Жел'ЬЗяыя ворота) яаяонвцъ въ 11ачинск1я горы въ сИверо >а- 
падномъ углу Добручи. Ср. Ре1ег8 1ос. сК. стр. 368 тоже Зиевв АпЬИи (1ег 
Ыв I томъ Ггад 1886 г. стр. 612. 

*) Павловъ. Самарская Лука и Жегули. Труды Геол. Ком. тоиъ II, 
X 5 стр. 62. 

') Статья Роаева пом-Ьщеяа въ Трудах7> IV Съ-^ада. Къ сояал'Ьв{ю 
ояа осталась для мевя ведоетупной. 
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весьма медленно углубляющей русло. Современныя ^) наблюдс- 
Н1Л свид'Ьтельствуютъ о томъ, что по большей части подин- 
вается правый берегъ, историческ1Я ') данныя доказывают^ 
тоже самое. 

По самой величине Самарской Луки можно судить, что 
Волга передвинулась вправо въ общемъ на бол'Ье чЪмъ во- 
семдесятъ верстъ. Для такого перемФщешя нужеиъ весьма боль- 
шой промежутокъ времени. Въ сравнительно недавнее геологи- 
ческое время въ исторхи Волги случилось собыпе.^ всл'Ьдств1е 
котораго ея отступленхе къ западу было временно прекращено, 
ибо сама р'Ька ^) временно перестала существовать. Мы гово- 
римъ о касл1йской трансгресс1и^ во время которой море въ 
вид'Ь длИннаго залива простиралось до ни:ювьевъ Камы. Оче- 
видно^ трансгресс1я воспользовалась готовой низменностью т. с. 
старой долиной Волги. Ея западная граница была обозначена 
старымъ нагорнымъ правымъ берегомъ Волги. Въ пастоящее 
время этотъ старый берегъ уже не существуетъ. ПослЪ отсту- 
плен1я трансгресс1и Волга потекла по старой долине, опять 
стала передвигаться вправо, подступила къ своему старому на- 
горному берегу, игравшему некоторое время роль морского бе- 
рега, подмыла его и унесла. Только тамъ, гд* всл'Ьдств1е за- 
цЪилен1я за Жегулеиск1е твердые известняки рЪка не передви- 
гается вправо, тамъ на праиомъ нагорномъ берегу Волги, пя 
южномъ склон* Самарской Луки, на высот* 104 м. надъ уров- 
немъ Каси1я находятся касиШск1е осадки, какъ это было об- 
наружено Павловымъ ^). 



*) Ср. Докучаевъ Иатер1ялы для оц-^авв аомель Нижегородской губ. 
вып. XIII С.-Пет. 1886 г. тж, I, стр. 7 и сл*д. 

*) Ср. Ваег. в^а^хеп айв дет СеЫе(е Лег Ка1иг\^1вэеп8еЪаАеп 8.-Ре- 
гегвЬаг^ 1873 г. стр. 127. 

Тоже Мушастовъ Фпв. Геол. II часть С.-Пет. 1888 г. стр. 247. 

') По врайнсй м-ЬрИ яа участк-б отъ устья Каны до впадея1я въ норе. 

*) Сн. Никитянъ, Иав Геол. Кон. V етр, 252. 
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Въ настоящее время ^) на лЪвомъ берегу за полосой со- 
врененнаго аллюв1я^ ширина которой достигаетъ 3 — 15 верстъ^ 
т. е. за дойной Волги сл'1дуютъ постлл10ценовыя прЪсновод- 
ння отложен1я Волги и ея притоковъ; за нини находятся осад- 
ки отчасти неопред'Ьленнаго характера^ отчасти несомн'Ьнно 
оставленные касшйской трансгресс1ей. Все это совершенно на^ 
турально и не даетъ повода къ какимъ-бн то ни было сонн'Ь- 
н]я1ъ или затруднен1яиъ. Но сл'Ьдуетъ отметить важный фактъ, 
ято подъ касл1йсЕИми осадками на востокъ отъ Волги и на 
югъ отъ Еаны, находятся песчано-глинистые или песчано-га- 
лечнйковые слои прЪсноводнаго происхохдвн1я ^). По всей ве- 
роятности это наносы древней Волги й ея притоковъ^ отложив- 
т1еся раньше вторжешя Басп1я въ долину Волги. Еонечно та 
древняя Волга^ которая существовала до касп1йской трансгрес- 
С1Н, во многомъ различалась отъ современной^ но она тоже 
П'кла съ севера на югъ, тоже зац'Ьплялась за Жегулевск1я 
высоты и образовала уже, хотя меньшую ч'Ьмъ теперь, Самар- 
скую Луку. 

О прйчинахъ касптйской трансгресс1И зд'Ьсь говорить не 
1'Ьсто. Зам'Ьтимъ только мймоходомъ, что слЪдуотъ ^ рпог! 
исключить ПОДНЯТ! я й опускап1я въ области самой Волжской 
долины, такъ какъ зд'Ьсь н^тъ сл^донъ какихъ-нибудь геотек- 
тоннческйхъ измФнен1Й, относящихся къ этому времени. Во вто- 
рыхъ, сл'Ьдуетъ исключить вл1ЯН1е притяжен1я скандиново-рус- 
скииъ ледникомъ. Поел* работъ Гергезеля, Дрыгальскаго, осо- 
бенно же Удварда ^) не остается никакихъ сомн^Ьн1й, что из- 
яЪнепя геоида, обусловленный притяжвшемъ ледяныхъ покро- 
вовъ, въ большинств'Ь случаевъ незначительны. 



*) Ср. Кроговъ Казанское Заканье. Труды Казанскаго Общ. Еетеетв. 
XXII етр. 67 ■ сЛ1Д. 

Ризеяъ. Отчетъ о геол. экевурсляхъ. Каз нь 1879 г. 
Никятинъ статьи въ И8в11сТ1яхъ Геол. Ком. тонъ V и УН. 
Чернышевъ статья въ Изв'Ьстхяхъ Гео1. Кон. томъ VII. 
*) Кроговъ. 1ое. с\1. стр. 298 и 299. 
') \Уоо(111гагй. О. 8. Оео1. Загтеу ВаНеПп № 48. 
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Когда вдоль течешя твердня породи первхежаютея съ 
мягкиии^ то на участкахъ съ твердыни *) породами должна 
образоваться узБая^ на участкахъ съ нягкиии широкая долина. 
€ Долина Миннесоты» говорйтъ Уорренъ ^) расширяется всюду, 
гд'Ь ст^ны ся состоять нзъ мягкихъ породъ^ съуживаетея, гдЪ 
породы тверже». Долина въ родЪ долины Миннесоты на пер- 
вый взглядъ наводить на иысль, что зд'Ьсь былъ рядъ озер'ц 
впосл'Ьдств1и соединившихся въ р^Ьку. Такъ какъ озеровидныя 
расширеи[я очень Чс1Сто попадаются у р'Ькъ южной и среднеВ 
Роес1и^ то Докучаевъ ^) высказываетъ мыслц что и эти р^кн 
по большей части образовались изъ рядовъ озеръ, хотя пер- 
воначально эта теор1я была создана для р'Ъкъ той части Рос- 
С1и^ которая н'Ькогда находилась подъ ледииковымъ покровомъ. 
Противъ этого взгляда были высказаны *) мног1я вЪск1я возра- 
жетя. Указывалось на то, что озеровидныя расширен1я долинъ 
всегда продолговаты, что онЪ наблюдаются у степныхъ рФкъ 
т. о. въ м'Ьстахъ, гд'Ь пожалуй никогда не было клинатическнхъ 
УСЛ0В1Й, благопрхятныхъ для образован1я озеръ. КромЪ того 
имФеиъ н'Ькоторое право предполагать, что въ даиионъ случа'Ь 
истинная причина заключается во вл1ян1И различнаго сопротив- 
лешя породъ. По крайней и'Ьр'Ь Докучаевъ зам'Ьчаетъ % что 
въ Нижегородской губерн1и съужешя долинъ чаще всего сов- 
падаютъ съ возвышеп1ями нагорнаго берега. Это совпаден1о 
объясняется весьиа просто., если доп}Хтииъ, что гЬ-же саиыя 
породы, который лучше сопротивлялись р[из11ЫТ1Ю атмосфорноВ 
водою, палыми рЪчкаии и т. д. и всл^Ьдствхе этого остались 
въ видЪ возвышенностей, ви'ЬстЪ съ т^иъ лучше сопротивля- 
лись и сопротивляются размыт1ю р'Ькою. Это т'Ьиъ бол'Ьб в^- 

<) Ср. К1еЬ(ЬоГвп РйЬгсг стр. 168. 

') \'^аггеп. УяИеу оГ Шипеэои ап(1 11188181р1. Агоег. ^оп^п• оГ8е1епее 
3 сер. 16 томъ стр. 424. 

*) Докучаевъ. Способы обрй8ован1я додннъ. Стр. 215 — 218 я др. 

*) См. Нивитянъ. Общая Геол. карта Роее1и ллетъ 56. Труды Гео1. 
Ко», томъ I ^6 2|, стр. 118 я слИд. 

*) Докучаевъ. 11атер1ялы в т. д. 1 гл. стр. 23. 
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рояяго, что вовсе неособенно значЕтельныя раз4ич1я , въ твер- 
дости породъ достаточны для того, чтобы дать породъ къ ,об- 
ра:]оватю заиЪтннхъ расширен1Й и съужешй. Что-же касается 
озервыхъ отложешВ въ долинахъ р'Ькъ, то съ уцотребленшмъ 
ихъ какъ доказательства озернаго происхождешя р^^къ слЪдуетъ 
быть весьма осторогнымъ, такъ какъ они весьма легко , иогутъ 
происходить отъ древнихъ старицъ р'Ьки. 

Долина Рейна отъ Базеля до Бингена рн'Ъетъ видъ боль* 
шого иродолтоватаго озернаго бассейна. Она сл'Ьва ограждена 
Вогезаии, справа Шварцвальдоиъ, спереди прир.ейнсднии ге- 
рани ^). (Таунусъ, Гундсрюкъ). . Узкая и глубокая доли- 
на отъ Бингена до Боннъ служитъ истокомъ для этого бас- 
сейна. МиЪн1е, что зд'Ьсь д'Ьйствительно было н'Ькогда озеро, 
попало даже въ Бэдекеръ, однако Раизей ^) дуиаетъ, что, пред- 
полагаемый озерный бассейнъ вымыть самииъ Рейномъ. Есть 
ел-Ьды того, что вся эта долина была прежде заполнена 
11оденовнии отложешями до высоты 300 — 500 футомъ 
надъ современнымъ дномъ долины. По Рамзею эти м1оценовыя 
отложе11Я вмЪстЪ съ девонскнии пластами прирейнскихъ .^) горъ 
некогда образовали одну покатость, по которой Рейнъ стекалъ 
въ томъ-же направлеиш, что и теперь. Но русло его постоян- 
но углублялось, въ одно и тоже время въ твердомъ Девон'Ь 
Рейнъ вымнлъ узкую, а въ иягкомъ М10цен'Ь, перемещаясь то 
вправо, то влфво, широкую долину. Вся толща М10ценовыхъ от- 
ложеи1й, заполнявшихъ теперешнюю долину, была вынесена 
сквозь узкое ущелье въ Девон*. СлЪдуетъ однако зам-Ьтить, что 
инопе, между прочими Гонселль ^), защищаютъ теор1ю озерна- 
го происхожден1я этой долины. 

*) КЬе1п1зеЬе8 СеЫг^с у Н'Ьиецкихъ пвторовъ. 

*) Каговау. Оп ^Ье рЬузтеаГ Ъ18Ьогу оГ1;Ье таНеу оПЬе КЫпе. ^иа^^. 
^оаш. Сео]. Зое. Ьопдоп лХХ. 1874 г. стр. 81. Оетшьныя гипотезы Ранвюя 
н. а. о точны, что н11К0Гда рфки этой и-Ьетиоети теяжя еъ сквера на югъ^ 
вб еъ юга на е'кверъ не предетавляютъ для наеъ интереса. 

*) Катвау 1ое. еК, стр. 92. 

*) НопвеИ Оег К11е]П8(гот. ВетИп 1889 ер. ^аЬ^Ъ. Гйг А81гоп. апА ОеорЪ, 
8я 1890 г. стр. 206. 
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Точно также вл1ян1в разнообраз1я породъ сказнвается и 
въ очерташяхъ вертякальнаго профиля р'Ькъ. Углублеше дна 
на участкахъ съ бол'Ье мягкими породами обыкновенно ^) опе- 
режаетъ углублеше на участкахъ съ бол'Ье твердыми. Всл'Ьд- 
ств1е этого на течеши образуются какъ бы ступени. Скорость 
течен1я достигаетъ минимума сейчасъ повыше внходовъ твер- 
дыхъ породъ или въ самомъ ихъ начал'Ь^ максимума сейчасъ 
пониже выходовъ. Ч^Ьмъ разности въ твердости больше^ ч'Ьмъ 
среднШ уклонъ больше^ тЪмъ покатость при переход'Ь отъ твер- 
дыхъ породъ къ мягкимъ больше. Рихтгофенъ ^) зам^^чаеть^ 
что переходы бываютъ бол'Ье рЪзки^ когда пласты падаюгь 
противъ иаправлешя течешя^ ч'Ьмъ когда они падаютъ по его 
направлешю. Причина очевидна само собою: во второмъ слрьч^ 
на д'Ьйствхе размытхя выставлены поперечные р'лзрЪзы пластовъ, 
оказывающ1е меньшее сопротивлен1е. За то В1| этомъ случа'Ь 
на выходахъ твердыхъ пластовъ очень часто происходить раз- 
дЪлеше на рукава^ течен1е усЬяно скалами и дорогами. На 
тЬсгЪ перехода отъ твердыхъ породъ къ мягкимъ образ}'ются 
водопады особенно^ если пласты залегаютъ горизонтально. Бла- 
годаря выхревому двйжен1ю на днЪ водопада случается^ что 
задняя его стФиа подмывается, водопадъ отступаетъ, а отсту- 
пая, роетъ въ твердыхъ породахъ ущелье. 

Образован1е долины Рейна по теор1и Рамзея, о которомъ была 
выше р'кчь, относится уже къ разряду такъ называемыхъ элнге- 
нетическнхъ образовашй т. е. такихъ, когда современная фор- 
ма долины объясняется бывшими, теперь уже не существую- 
щими чертами рельефа или тектоники. Въ данномъ случа'Ь 



*) Обыжвовепяо, но не всегда. Иногда деятельность рикн в(М'Ьдетв1С 
разяыхъ обетоятел.етвъ сяльн'Ье въ твердыхъ, чФяъ въ мягкихъ породахъ 
я вполн1| преодолфваетъ большее сопротввлен1е. Съ другой стороны^ кпкъ 
это было отиЪчеяо выше, ступени образуются тоже по причинамъ, неяи'Ью- 
щимъ ничего общаго съ ра8лич1ями въ твердости породъ. Повтоиу по ори* 
сутств1ю ступеней нельвя ещь еудять о равлич1яхъ въ твердости, У Лэвлв. 
(Ьи\у1. 1ТеЪег ТЬа1Ы1(1ап^ стр. 73 я слИд.) находятся многочисленные орм- 
н11ры, дока8ывающ1е ошибочность подобныхъ ваключенШ. 



• 
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исчезнувшая черта рельефа это однообразный склонъ^ об- 
разованныВ отчасти изъ и1оценовыхъ, отчасти изъ девонскихъ 
дластовъ. 

Классячвскииъ прнн'Ьроиъ эпигенетическаго образовашя 
долины считается каньонъ р'Ьки Липа въ Соединенныхъ Шта- 
тахъ. Онъ проложенъ въ одинокой твердой известковой гор'Ь, 
торчащей среди слегка холнистой страны^ состоящей изъ ияг- 
кяхъ породъ. Очевидно холмъ былъ н-Ькогда скрыть подъ одно- 
образной толщей иягкихъ породъ, р'Ька углубляясь, попала на 
твердый известнякъ и вр'Ьзаласъ въ него. Въ послЪдствш 
разиытхе атмосферной водою и мелкими р'Ьчками снесло мягк1я 
иороды^ но оставило одинок1й твердый холмъ. 

Согласно Рихтгофену эпигенетическ1я образован1я распро- 
странены въ странахъ^ какъ юго-восточный Кнтай^ весьма дол- 
го подвергавшихся деятельности размыт1я^ не прерываемой вм'Ь- 
шательствомъ другихъ геологическихъ факторовъ и кром* того 
обладающихъ нЪкоторымъ спец1альнымъ геологическимъ строе- 
шемъ. Особенность строен1я состоитъ съ томъ, что существуютъ 
дв'Ь системы пластовъ^ верхняя и нижняя. Верхняя въ юго-во- 
сточномъ Кита* уничтожена размытхемъ, за исключенхемъ не- 
болыпихъ клочковъ. Глазамъ наблюдателя обыкновенно пред- 
ставляется нижняя система, въ настоящее время уже тоже 
сильно разрушенная размыт1емъ. Главный р^ки очевидно обра- 
зовались еще въ то время^ когда верхняя система определяла 
орограф1ю страны^ поэтому течен1е главныхъ р^ки по большей 
части обнаруживаетъ странный несоглас1я съ современнымъ 
рельефомъ. Малыя р^ки верхней системы очевидно не могли 
сохраниться и были заменены новыми, сформировавшимися въ 
зависимости отъ новаго рельефа. 

Въ юго-восточномъ Кита* верхняя система соститъ изъ 
красныхъ^ горизонтально залегающихъ песчаниковъ^ нижняя изъ 
Езогнутыхъ и потресканныхъ пластовъ, некогда принадлежав- 
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шихъ складчатымъ горамТ) и въ 11осл'Ьдств1И ср*ааейы5[ъ ' дея- 
тельностью волнъ ври морской трансгреос1и. 

Когда рЪка ири углубяонхн попала на иласты пижясВ си- 
стеигн ивриендикулярио бъ нхъ простиран! ю, то въ конфягура- 
Ц1Ц течен1я не загЬчаотся ничего особвннаго^ кромЪ расншро* 
нШ & съужепШ^ стремнинъ и т. и. 

Интересны я формы течешя попадаются танъ^ гд^ прежнее 
течвН1е было въ среднемъ параллельно простяран1Ю породъ и 
гд!; рФка прн углублен1и врЪзалась въ н'Ькоторыхъ м-Ьстакг въ 
твердыя^ а въ другихъ въ мягк1я породы. Бели црнтомъ ила- 
сты валегаютъ наклонно и падаютъ отъ рДкн наружу, то гЬ 
участки^ которые сначала вр'Ьзались въ^ мягк1я породы^ доВда 
до поверхности твердыхъ пластовъ соскользаютъ но нииъ н 
удаляются отъ тЪхъ участковъ^ которые, вр^аавншсь сразу въ 
твердыя породы, углубляются почти вертикально. 

сВъ то время, какъ» говорйтъ Рихтгофенъ ^) твердыя по- 
роды торчатъ въ вид'Ь горъ, мягк1я снесены и окр}тлены раз. 
мыт1емъ. Наблюдатель зам4чаетъ съ удивленхемъ, что р-Ька 
вм'Ьсто того, чтобы продолжать повидимому легк1й путь въ 
мягкнхъ породахъ, нзбираетъ мен'Ье удобный и вр'ЬзаетЁя въ 
твердыя горы. 

Для пояснен1я присоединяемъ схематическШ чсртежъ (см. 
Е. 6), составленный несколько иначе, чЪмъ у Ряхтгофена; подъ 
А помещены горизонтальныя проэкцги течешя въ разныхъ фа- 
захъ, подъ В пом'Ьщеяъ вертикальный разр'Ьзъ пластовъ. Стрел- 
ка показываетъ направлеше паден1я и вм'Ьст'Ь съ т'Ьмъ поло- 
Жбн1в вертикальнаго разр'Ьза относительно горизонтальныхъ про- 
ЭКЦ1Й. Когда направлен1е прежняго течен1я оказывается д1аго- 
нальнымъ къ простиран! ю пластовъ нижней системы, то при 
углублеши всл-Ьдствте такого-же скольжетя по твердымъ пла- 
стамъ, совершается разложен1е теченхя на рядъ прододьныхъ 
участковъ въ мягкнхъ породахъ й поперечнихъ въ тверднуь. 

') 1ос. С1е. стр. 167. 
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Для пояснеюд ирн^оедн&ямъ зд'Ьсь . сх^му Рихтгофьн^к М (9114 
Р. 7). Стр'Ьлка опять обо;^на^1бтъ шшрамеЕш иад^нгя. На- 
иравлете течеюя безразлично. 

На первый ьаглядъ вйдно^ что для тогоу чтобы д1агональ- 
Н06 течбв1е сд'Ьлалось лопаннынъ^ пуждо, чтобы некоторые егО' 
участки иоворнулнеь вокругъ {^ж^ Г. 8)'Н'Ь1М)торыхЪ: точекъ- 
Пря этонъ вращеши^ соедкнбиномъ съ углубленшмъ, необходи- 
и образуется долина формы н^Ьоколько сходной оъ той^ кото- 
рая наблюдается у рЪкъ^ углубляющихся и въ то-яю время 
образующмхъ извилины^ какъ Дц'Ьстръ^ Семуа и др^ (см. стр. 
71) формы характеризуемой неравоом'Ьрнымъ развнт1(;мъ скдо- 
иогь^ изъ которыхъ одинъ долкенъ быть крутой а другой но- 
лег1й^ цричемъ долина должна въ однихъ всЬстахъ. расширяться 
а въ другихъ съуживаться» Рихтгофенъ^) отм*чаетъ иесимме- 
трячность СБлоновъ долины въ иродольныхъ участкахъ^ но слЬ* 
дуетъ зам-Ьтитц что слЪды вращошя должны точно также быть 
аам^тны на иоперечиыхъ участкахъ^ ироложенныхъ въ твердыхъ 
иородахъ^ особенно, когда эти посл'Ьднгя составляютъ широкую 
полосу. Бели нЪтъ слЪдовъ враш.ен1я на понеречномъ участк'Ь^ 
это значить^ что зд'Ьсь сохранилось прежнее направлснае рФкви 
Тогда поперечная долина должна им'Ьть оба склона одинаково, 
ирутые и можетъ составлять какой угодно уголъ съ прости- 
ран1е11ъ пластовъ. 

Когда вращеше завершено, то дальн'Ьйшее углублен1е мо- 
хетъ происходить совершенно вертикально^ но слЪды вращен1я 
югугь сохраниться въ высшей части долины. 

СлЪды вращен1я могутъ послужить какъ критерхумъ для 
опред'Ьлешя происхожден1я горной долины. Доманння течешя, 
образовав1Л1ЯСя изъ иродольныхъ и поперечныхъ р^Ькъ всл'Ьд- 
сше удллнен1я оосл'Ьднихъ верхнимъ концомъ и захвата иро- 
дольныхъ р'Ькъ (теор1я регресс1и), могутъ оказывать некоторые 

*) 1ос. сИ. стр. 169. 

•) 1ос. с\%. стр. 17а 

') Ра87Х'ксте&, не говорнмъ о томъ е1)[«1аЪ, вогдфь всяпе с^ФАЫ( унич- 
тохецы. 
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сл'Ьды первм'Ьщвн1я особенно въ продольныхъ участкахъ, но^ 
очевидно^ нб должны оказывать сл'Ьдовъ вращенгя. 

Рихтгофенъ ^) указываетъ на то^ что при образован1я до- 
дины по способу антецеденц1и [теорхя Поуэлля % Тице ') н 
Медликотта ^)] дожно точно также произойти разложете на 
продольные и поперечные участки. 

Д'Ьйствительно^ все равно опускается-лн рЪка на систему 
горъ, скрытую подъ сверху налегающими пластами^ или-же 
кряжи сами возвышаются на встр'Ьчу рЪк'Ь. Противъ теор1и 
Тице возражалъ Лэвль % доказывая^ что при поднят1И кряжа, 
рФка всегда должна подвергнуться запруженш^ ибо уже съ 
самаго начала образован1я складки, уклонъ на задней ея сто- 
рон* уменьшается, скорость течен1я и размыт1е слаб'Ьютъ, а по- 
тому р'Ька должна въ этомъ мЪст'Ь сначала перейти въ отла- 
гающее состояше^ а потоиъ запрудиться. 

Все это правда, т*Ьмъ не менФе изъ десяти р'Ькъ, девять 
могутъ подвергнуться запружен1Ю, а десятая можетъ удержать- 
ся, ибо, какъ это много разъ повторялось другими (между про- 
чими Тице и Рихтгофеномъ) все зависитъ отъ услов1й т. е. 
отъ скорости образовашя горъ, отъ силы р'Ькй^ отъ ея насн- 
щешя и т. д. 

Гораздо бол*е в-Ьское возражеше •) состоитъ въ томъ, что 
поперечный долины по большей части почти перпендикулярны 
къ простиран1ю пластовъ. Д'Ьйствительно, былобы странно, что- 
бы складки образовались перпендикулярно къ направлен1Ю су- 



*) 1ос. с11;. стр. 192. 

') Ро^еИ. Ехр1ога<;1011 оГ 1;Ье Со1ога(1о Я1тег в1е. ^а8111пд1о11 1875 
г. Къ гонйл^нш 8Т0 сочинев1е остаюсь для меня ведоетуанымъ. 

') Т1е(2е. Б1п1§;в Ветегкап^еп ХТеЬег (Не ВНАап^ уоп ^ае^^Ьа1егп. 
ДаЬгЬ. ОеоЬ Ве1сЬваа8г. 1878 и 1882 г. 

*) 11е(1Исои. Си. Н11Ъег Оео ВгМап^г ^ег ВагеЬ^ап^<;Ь&1ег Реигш. 
ШиЬ. 1889 г. стр. 11. 

•) ЬоМ. ПЬег ТЬа1Ы1<1ипег Рга^. 1884 г. стр. 98. 

*) Ср. ННЪег. 1ое. еН. стр. 16. 
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ществующихъ р^^Бъ. Отчего поперечиня долины не пересЪкаютъ 
горъ подъ каким ъ угодно угломъ. 

Но^ если при поднятш горъ сущвствуюш,1я уже р'Ьки из- 
|'Ьняютъ свое нанравлешс^ если течешс ихъ становится попе- 
рокъ кряхей и выходовъ твердыхъ породъ^ то^ очевидно^ важ- 
н'ЬКшее возражешо противъ теорхи Тице (и тоор1И суперфор- 
1ашц или эпигенезиса) само собою падаетъ. 

Интересные прим'Ьры поперечныхъ долинъ имеются на за- 
падномъ склон* Урала ^). Рфки: Ай, Юрезань^ Симъ, Инзеръ 
н притоки посл^Ьднихг протекаютъ сначала въ вид'Ь потоковъ 
(уклоны доходятъ до 0^006) по продольнымъ долйнамъ, затЬмъ 
яоворачиваютъ на западъ, пересЬкая въ узкйхъ ущельяхъ за- 
падные кряжи Урала. На этомъ участк* течете ихъ еще очень 
стремительно, но характеръ потока уже теряется (уклоны 
0,001 — 0,002). Наконецъ поел* выхода изъ горъ, он* текутъ 
ухе плавно и тихо среди пермокарбоновыхъ мягкихъ породъ, 
(уклоны 0,0005— 0,0008) отлагаюгг. наносы, им*ютъ широк1Я 
въ несколько верстъ долины съ рЪзко выраженными продоль- 
ными террасами. Такимъ образомъ^ за исключен1емъ н*кото- 
рыхъ участковъ на равнинномъ течеши Юрезани иАя, гд* эти 
Р'Ьки, вр*заясь въ твердый каменноугольный известнякъ^ опять 
съуживаютъ свою долину, р'Ьки заладнсьго склона Урала под- 
ходятъ подъ избитый типъ р*къ, вытекающихъ изъ горъ: 
стремительное верхнее теченхе, тихое нижнее, на среднемъ по- 
степенный переходъ отъ одного характера къ друго^»^. 

Изъ рЪкъ западнаго склона Урала ни одна не пересЬ- 
каетъ хребта Уралъ-Тау. состоящлго изъ счрхейскихъ породъ, 
изъ рфкъ восточнаго склона только небольшая р*ка Бхолимъ, 
притокъ М1аса имЬетъ свои истоки на западной сторон* Уралъ- 
Тау и переходитъ на восточную. Сл*дующая зат*мъ къ запа- 
ду бол*е высокая ц*иь, носящая въ различныхъ м*стахъ на- 
зваи1я: Таг.шая, Уреньгн и т. д. перес*кается только одной 

*) Кйрриясв1й и Червышсьъ. Труды Гсо^, Ком ПТ, 2 етр. 39 ■ СЛ1Д. 

« 
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Р'Ькою Ав въ хавописнокъ ущелья м^щу горами Коеотуръ и 
Уреньга. Эта ц'Ьпь тоже состоять язъ архейскихъ породъ, но 
иэтрографйчески различннхъ отъ т4хъ породъ \ изъ которнхъ 
состоять Ураль-Тау. Дальше кь западу слЪдують кряхи^ со- 
стоящ1е язь девояскяхь и камеяяоугольныхь породь. Эти то 
кряжя пересекаются узкянн поперетонми дояякамя р'Ькъ. 

Ц'Ьпя Урала перерезаны нногочясленнымя дислокащши, 
направленны]! я нетолько вдоль хребтовь^ но и поперевъ йхъ. 
Даже тавхя вранный р^кя^ вавь н. п. Сямъ ') иногда пропа- 
дають вь трещинахь береговыхь утесовь яля вь воронкообра;^ 
ныхь провалахь. Проиадан1е бываеть яля совершенное^ или 
яестное яля неполное. Совершенное ясчезновен1е выражается 
вь томъ, что р*ка, уйдя вь разсЬляну, больше уже не появ- 
ляется, местное ясчезновен1е выражается вь то»ь, что рШ 
уходить вь разселину горы^ а затЪмь несвольво ниже опять 
вытеваеть однимь или несволькяня роднявамя въ прежнее 
русло. Неполное исчезновеше завлючается вь томъ, что въ 
разселяну уходить тольво часть р4кя, остальная-же продол- 
жаеть струиться по старому руслу. Иногда одна и та-же р*ка 
вь меженную воду представляеть местное, но полное исчезно- 
веше, вь половодье-же разделяется на часть исчезающую и 
неисчезающую. 

Еслибы долины образовались изь бывшихь разселянъ^ то 
мы-бы имели вь этой местности целый рядъ переходныхъ 
формь оть подземнаго течен1я вь разселяне до отврытаго въ 
узкой горной долине. Но на деле някавихь промежуточннхъ 
формь, нивавихь на половину преобразованныхь вь долины 
подземныхь ваналовь неть. Есть только крайшя формы. Та- 
вимь образомь здесь имеемь еп].е однимь доказательствомъ 
больше, что поперечный долины не происходять изь разселинъ. 



^) 1ос. с1«. стр. 10. 
•) 1ос. С11. стр. 41. 
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По Большой и Малой Сатк'Ь въ продольныхъ долднахъ 
въ одндхъ м'Ьстахъ есть неболы1Т1я озера^ въ другихъ клочки 
озернаго аллюв1Я. Подобные клочки существуютъ и во верх- 
нему течвн1Ю Ая тоже въ продольной долин*. Однако, судя 
по малому пространству^ занимаемому этими отложешями^ ка- 
жется, что озера нетолько въ настоящее^ но и въ* прежнее 
время составляли второстепепную черту въ гидрографш запад- 
наго 'склона Урала. Поэтому они скорее составляютъ резуль- 
таты временнаго и частнаго^ ч*мъ совершеннаго запружен1я 
р-Ькъ. 

РЪки западнаго склона Урала состоятъ изъ поперечныхъ 
и продольныхъ участковъ. Большинство изъ нихъ им^ють толь- 
ко одинъ продольный я одинъ поперечный участокъ^ иныя н. п. 
Ай состоятъ изъ двухъ поперечныхъ и двухъ продольныхъ. 
Продольные участки собираютъ справа и слФва притоки почти 
перпендикулярные къ главной рЪк* и къ направлен1ю кряжей. 
Мажно-бы с|;азатц что присоединеше продольныхъ участковъ 
произошло путемъ регресс1и н'Ькоторыхъ изъ поперечныхъ рЪкъ. 
Но зд-Ьсь есть некоторая черта, несогласная съ теорхей регрес- 
ск. Очень часто случается, что въ продольной долин* дв* р*- 
и текутъ на встр-Ьчу другъ другу й, разумеется, соединяются. 
Поел* соединешя начинается поперечный участокъ, перес*каю- 
щ1б горный кряжъ. Особенно типично собдинен1е рЪки Еала- 
шн съ Юрезанью въ долин* между хребтами Бакты Нургашъ 
и Зигальга. Эта черта характеристична для эпигенетическихъ 
рЪкъ ^) или для р*къ, удержавшихся во время образованхя 
горъ. 

Наоборотъ, очень часто случается, что въ одной и той- 
хе продольной долин* истоки двухъ продольныхъ тбчен1й на- 
ходятся близко другъ отъ друга, но р*ки текутъ въ прямо 
протйвуноложиыхъ направлешяхъ. Это т. н. € развилки». Сл*- 
довательно въ самомъ характер* течен1Я зд*шнихъ р*къ есть 



*) Ср. К1еЫ11оГеп 1о€. С1Г. етр. 170. 
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цризнаки, указывающхе на то^ что ломанное течеше по Край- 
нев м'Ьр'Ь нЪкоторыхъ йзъ нихъ не есть результатъ соединешя 
продольныхъ и поперечныхъ р'Ькъ вбЛ'Ьдств1е регреши поел'Ьд- 
нихъ и что ножадуй н'Ькоторыя дзъ ндхъ образовались иутехъ^^ 
указаннымъ твор1ей Тице дли теор1ей эндгенезиса ^)« 

Однако нельзя сказать ничего оиред^^леннаго. Факты, при- 
водимые Карпинскимъ и Чернытевымъ^ недостаточны для р'Ь- 
шен1я этого вопроса. Сл'Ьдовало-бы прежде установить^ что 
бсть несомн'Ьнные слФды вращешя н'Ькоторыхъ участковъ и 
что зд'Ьсь не было никогда системы самостоятельныхъ продоль- 
ныхъ рЪкъ, Нельзя даже к рг10Г1 сказать^ которая нзъ теор1& 
лвляется въ даниомъ случае бол'Ье в'Ьроятной^ теорхд-ли эпн- 
генезиса или Тице. Притомъ повторяю еще разъ., что деталь- 
ное изсл'Ьдованхе^ быть можетъ^ покажетъ^ что, не смотря на 
сходную конфигураидю.^ различныя р'Ькн западнаго склона Урала 
юбразовались и развивались различными способами. 

11о поводу разсФлинъ въ Урал'Ь мы упомянули о предпо- 
лагаемой СВЯЗИ разсЬлннъ и трещинъ съ направленхемъ тече- 
шя р-^къ. Теор1Ю^ по которой рЪкд пользуются готовыми раз- 
сЬлинаии или-же^ сл'кдуя по трещинамъ^ размываютъ яхъ, мож- 
но считать окончательно погребенной. Посл'Ьдяими ея защитни- 
ками были Пэшель *), Черульфъ ^) и Добра *). Шшель ста- 
рался защитить ее для поперечныхъ, Черульфъ и Добрэ для 
всякихъ дочднъ. Но разсуждеше Черульфа ^) (тоже самое мож- 



^) Иы уже выше отн'Ьтидя, что р^кя западнаго екюна Урала выте- 
ваютъ Н8ъ архвйекихъ яряжей и пересЬваютъ бод[1»в юные. Это на первый 
взпядъ говорить въ подьву теор1и Тнце, но 1) е1«доваяд> бы уетановить, 
что архейсв1е яряжи поднядись раньше. 2) нужно довавать, что это не есть 
ревультатъ просто большей твердости архвйевихъ породъ, всж'йхетвге чего 
регресс1Я въ »хъ области незначительна. 

•) РевсЪе!. Неие РгоЫеше. Ьехрг!^ 1870 г. стр. 143. 

') КЗегаК. Б1п ЗЬйск ОеортарЫе 1п Ког^е^^еп. 2е11веЬг. Оез. № 
Бгакппае га ВегИп XIV 1879 г. 

•) ВааЪгёе. вео1о^1е Ехрег. Раг1в 1879 г. стр. 358 и сл-Ьд. 

*) Ср. Ьд^1. 1ос. сН. стр. 21. 
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НО ска^ть о Добрэ) сводется къ тому^ чтобы, гд^Ь окажется 
Р'Ьчнпя должна^ таяъ предполагать существоваше трещинъ^ не 
спрашивая еуществуюггь-ли овЬ на д'Ьл'Ь. 

Факты показываютъ^ что мелк1Я рытвины и ручьн часто 
«л4дуютъ по трещинамъ, что сопротивлеше, оказываемое раз- 
внпю завясигь отъ распред'Ьлетя трещинъ. Но съ другой сто- 
рены постоянно наблюдаемъ, что даже т* р'Ьки, въ конфигура- 
т которыхъ ясно сказывается вл1ЯН1е рельефа и тектоники^ 
вовсе не сл4дуютъ по трещинамъ. Ничего удивительнаго въ 
тояъ н'Ьтъ. Трещины почти всегда весьма узки. Если он* за- 
полнены какимъ-нибудь непроницаемымъ для воды веществомъ^ 
то тонкая прослойка различнаго отъ окружающей породы ве- 
щества не можетъ оказать серьезиаго вл1ян1Я на размыт1е; если 
он* не заполнены^ или заполнены водопроницаемымъ веществомъ^ 
то нхъ вл1ян1е СВОДИТСЯ къ тому, чтобы способствовать пере- 
дач'Ь воды изъ р'Ьки въ окружающ1я породы и обратно. 

Въ больптяхъ з1яющихъ трещин(%хъ р'Ьки просто пропа- 
даютъ или совс^мъ или отчасти. 11ропадан1е особенно часто 
наблюдаются въ и.^вестковыхъ горахъ н. п. въ Карст*, гд* 
узЕ1я скважины расширяются всл'Ьдств1е химическаго разхыпя 
просачивающеюся водою. 

Трещины способствуютъ передач* воды, но главной при- 
чиной передачи воды въ породы я изъ породъ въ р*ку явля- 
ются йхъ собственный физическ1я свойства. Различаютъ водо- 
упорный породы^ какъ глины, глинистые сланцы и водопрони- 
цаемыя, какъ пески, лбссъ и т. д. Отъ распредйлетя т-Ьхъ и 
другихъ породъ въ связи съ метеорологическими услов1ями и 
распред'Ьлен1емъ притоковъ зависитъ количество воды въ р*к*. 
Утверждаютъ н. п. что маловодность н'Ькоторыхъ австрал1йскихъ 
р*къ нроисходитъ нестолько отъ сухости климата, сколько отъ 
особенной водопроницаемости породъ въ ихъ бассейнахъ. Такъ 
н. п. Дарлянгъ несетъ у устья только немногимъ больше 1% 
всей воды, выпадающей въ его бассейн*. Полагаютъ, что ра- 
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страта атмосферной воды въ дапномъ случа* пройсходитъ не- 
только отъ испарен1я^ но тоже отъ просякаюя въ пубоме пла- 
сты. Конечно слЬдуетг предположить.^ что вг такихъ м^стахъ 
подземныя воды ым4ютъ гд* нибудь (подземный) истокъ къ морю. 
Напротивъ того, при н*которолъ распределен!» водоупорныхъ и 
водопронйцаемыхъ пластовъ р-ЁЕи получаютъ обильные подзем- 
ные притоки. Такъ н. п. по Фишеру (ТЬеоЬаЫ Г18сЬвг) По 
отъ Валенщй до Олонетты на пространств* ЬО кил. получаетъ 
отъ подземныхъ притоковъ столько-же воды^ сколько несетъ 
Тичйно при выход* изъ Лаго-Мадж1оре. Онъ зд^сь течетъ 
посреди продольной котловины, состоящей изъ водоупорныхъ 
пластовъ, выполненной водопроницаемыми породами. Русло его 
проложено въ водопронйцаемыхъ пластахъ, но дно достигаетъ 
до водоупорныхъ. Такимъ образомъ р-Ька собираетъ всю воду, 
циркулирующую по водопроницаемымъ пластамъ. 

Китайск1Й лёссъ есть порода въ высшей степени водопро- 
ницаемая. Онъ поглощаетъ дождевую воду какъ губка. Эта вода 
собирается на поверхности породъ, подстйлающихъ лёссъ, или 
на поверхности прослоекъ ручного и озернаго десса, потеряв- 
птаго губчатую структуру, и образуетъ подземный теченхя, своды: 
которыхъ въ посл'Ьдствш проваливаются. Сначала образуются 
провалы въ вид* отд*льныхъ колодцевъ, загЬмъ разростаются 
и образуютъ сплошной каньонъ. Еаньоновидная форма иодобнаго 
ущелья объясняется способностью лёсса къ вертикальной от- 
дельности и къ тому, чтобы удерживать вертикальные склоны. 
Эта последняя способность у такой рыхлой породы, какъ лессъ 
опять таки объясняется его водопроницаемостью. Атмосферная 
вода всякаетъ въ лёссъ, но не образуетъ поверхностныхъ раз- 
мывающихъ ручьевъ. 

Вообще въ тЬхъ мЪстностяхъ ^), гд* на поверхности за- 
легаютъ водопроницаемые пласты, атмосферная вода прося- 



*) Ср. Ьаррагеп( 1ос. с!*, стр. 180. 
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каегь въ почву^ не застаивается на поверхности въ разннхъ 
и'Ьстахъ^ не стекаетъ многочисленными ручьями по склонамъ^ 
но собирается въ крупныя и постоянный^ изредка разсЬянныя 
р'Ьки^ питаемыя родниками и источниками^ выходящими обык- 
новенно на границ'Ь между водопроницаемыми и водоупорными 
пластами. 

Напротивъ того^ въ м4стностяхъ, гд4 на поверхности за- 
летаютъ водоупорныя породы^ атмосферная вода на равнинахъ 
застаивается въ болотахъ^ по склоиамъ стекаетъ многочислен- 
ными ручьями. Р'Ькй и р1^чки многочисленны^ подвержены зна- 
чительнымъ изм'Ьнен1Лмъ расхода^ сильно разливаюгь посл!^ 
дождей, пересыхаютъ во время засухи; ключи встречаются р4дко. 

Местности съ водоупорной почвой могутъ быть, какъ это 
показалъ Болыранъ ^\ различены на хоротей топографической 
каргЬ, он* отличаются отъ сосЬднихъ местностей, обладаю- 
щихъ водопроницаемой почвой, многочисленностью малыхъ ре- 
чекъ и ручьевъ. 

Точно также Бельгранъ *) показалъ, что водопроницае- 
мость имеетъ немалое вл1лн1е на конфигуращю долины. Если 
река, протекая по узкой долине, возвышаетъ дно, а склоны 
долины состоятъ йзъ водоупорпыхъ пластовъ, то дождевая вода, 
стекая по поверхности склоновъ увлекаетъ много матертяла на 
дно долины, если- же склоны состоятъ изъ водопроницаемыхъ 
породъ, то дождевая вода проникастъ въ почву, количество 
стекающей по поверхности склоновъ воды и увлекаемыхъ ею 
на дно долины матер1ядовъ €се1ег18 рапЬия» меньше. Вслед-. 
ств1е этого въ первомъ случае имеется больше шапсовъ для 
того, чтобы отложете наносовъ у подножтя склоновъ преобла- 
дало надъ возвышев1емъ русла, во второмъ возвышенте русла 
будетъ скорее преобл<ядать надъ накоплеп1емъ наносовъ у 



*) Ьаррагеп!. 1ое. е11;. етр. 181. 
') ЬвррагепЬ. 1ое. еК. етр. 210. 
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П0ДН0Ж1Я скдоновъ. и такъ^ въ первоиъ случа'Ь имеется боль- 
ше шансовъ для образован1я вогнутаго внязъ дна долган, во 
второиъ ии'Ьется больше шансовъ для образованхя долины съ 
выпуклостью на середине, соотв^Ьтствующей области отлоген1я 
собственно р'Ьчнылъ наносовъ (см. Е. 9). 

Кром'Ь того слЪдуетъ обратить вниманхе на слЪдуюоця 
обстоятельства. Вопервыхъ, всякая мерзлая почва является въ 
тоже самое время водоупорной. Первый весенн1я воды стекаютъ 
по поверхности даже въ м'Ьстахъ съ сильно водопроницаемой 
почвой, если только климатическ1я услов1я слагаются такъ, что 
почва замерзаетъ зимою. Такимъ образомъ правило Бельграна 
въ Росс1И прим'Ьнимо въ бол'Ье гЬсныхъ пред'Ьлахъ, чЪмъ во 
Францхи. Во вторыхъ, если водопроницаемая почва обладаетъ 
малой толщиной, а подъ ней залегаютъ мен'Ье водопроницаемые 
пласты, то вродолжительные дождя могутъ совершенно напи- 
тать верхшй слой водою и вода, происходящая отъ новнхъ 
осадковъ, уже не проникаетъ въ почву, а стекаетъ по поверх- 
ности и размываетъ рытвины точно тякъ, какъ въ случае во- 
доупорной почвы. Наконецъ вл1ян1е водоупорности или водо- 
проницаемости сказывается т'Ьмъ слаб'Ье, ч-Ьмъ данный склонъ 
круче, по очень крутымъ склонамъ вода мчится по поверхности 
и мало проникаетъ въ почву, хотя-бы обладающую большой 
водопроницаемость^. 
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главн'Ьйшихъ явлен1й, яаблсбдаемыхъ у р'Ьвъ. 

Томъ ХЛ"*!!. Л^. Панченко. Солнечное лучеиспусшае. Ц'Ьна 1 р. 50 к* 

Томъ ХЛ'*Ш М. //вмчеихо. Солнечное лучеиснус1Гаюе. ЦФна 1р. 50 к. 

Въ «Заоиекахъ математичесяаго ^Отд'алея1и Новоросеайскаго Общества 
Естествоиспытателей» пом11щаются статьи по высшей и низшей жатематяя^, 
ФИЗИКИ и прикладныжъ наукамъ. Статьи присылаются аъ еов^тъ Новорое- 
с1йскаго Общества Естествояспытателей и жогутъ представлять: а) самоето- 
ятельвыя изсл'адован1я, б) рьФсраты, в) элементарвую рааработв]^ ваучяахъ 
аопроеовъ и теорхй еъ цалью ихъ большего распростравен1Я. 



ЗАПИСШ 



мАИАттгаАго отдмешя 



ЕоворошКскаго ООщества Естешовшшелей. 



!••»• 



ТОМЪ XVI. 



1|ф||| I 



ОДБООА. 

Тш. А. Шудьще, Лавжероаовскаа уя., д. Каруао К 38. 



Печатано ио опред'Ьлен1ю СогЬта Новоросс1йскаго Общества Ёотествоисаы- 
тя гелей, Секретарь Общества Л. Ь^^чинекгй, 




1е 1а хесИоо шаАМще 

(1е 1а $0С1ё1ё ()е$ па1игаП$1е$ ее 1а Ноиуе11е-Ви$$1е 

(0(1е8М). 
Т. ХУ1. 



С0ДЁРЖАН1Ё. 
ТАВЬЕ 0Б8 МАТ1ЁКБ8. 



Стр. 

1. и. Тжнченко. Ос нованха теорхи аналитичеокнхъ функц1й . . 1 
Д. Т1т1е11евса. Роп(1етет$ с1е 1а (Ьёог1е 6е$ Гопсиопз апа1уг1яие$« 



р * »" 



тт^ 



^ Т 



Шшш тщ шштшт М! 



-' 1 



.■.•'■.•,.'.■ •''-' >''■ 



ЧАСТЬ ПЕРВАЯ. 



ИСТ0РИЧЕСК1Я свъдьнт 

о развил П0ИЯП1 и 1етодовъ лежащш въ основан» теори ана- 

лштвиъ ШШ. 

(11родолоюеш*€} ел, XII т. Зап. Мат, От,), 

Ивана Тимченко. 
Ропёетеп18 с[е 1а 1Ьёопе ^ез ГопсМопз апа1у1;^^11е8. 

Раг «/. 'Пт$с1шнео. 



-11111111- 



Восьмой перходъ. 

Въ эпоху Лейбница и Ньютона были накопженн огромные 
1атер1алы — глубок1Я идеи^ остроумные ш плодотворные методы^ 
уднвительные факты. Уже въ самомъ начад'Ь посл'Ьдующато ле- 
ршда, геометры^ опираясь на работы своихъ предшественнйковъ, 
прябавилм К1^ ихъ трудамъ много своихъ собственннхъ откры- 
ли. Собрать БсЬ эти многочисленные матерхалы въ одно связ- 
ное ц'Ьлое^ дополнить и развить его части и распред'Ьлить ихъ 
въ строВномъ порядкФ^ нзъ котораго потомъ легко и естественно 
должно было возникнуть великое здате математическаго ана* 
лиза — такова была одна изъ главныхъ задачъ. которую пред- 
стояло решить математикамъ Х\'*111-го в'Ьва^). Исполнить это 

*) НаибогЬе распространенными и уважаемыми изъ сочннен1й по- 
скащенныхъ систематичесвому изложешю ана1иза и надисанныхъ въ духФ 
до ЭЯ1еровской эпохи были въ первой додовин'Ь прошлаго стод'Ьтгя : 1) 

т. ХУЬ Зм. Жлт. Отд. 1 
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въ совершенств^^ сообразно съ идеями и знашями времени^ 
удадось только одному изъ вешчаВшихъ геометровъ прошжаго 
в4ка — Леонарду Эйлеру^). 



Лпа1у$е Лёто/игёл е1с. раг 1е В. Р. Квупваи^ РгбЬгв (]е Г0га(х>1ге. 1-е её. Рат 
1707. 2-е ё<1. аи^тешёе <1е8 Ветагдпеа (1е ЛГ. <и Уапдпоп. ТЫ&.Идв. 2у18Ш 
4^ Объ этомъ сочинешн см. отзывъ Дадамберта въ Елеуе1арё<ие тИНоЛ^ле 

йТЬ, АпЫуше, 2) ХтННшот атЫШеке еЬс, (И В-па Мапа ОаеШта Адпем МИапезе 
2 У. 4"" МОапо 1748. О М. Г. Авьези (1718—1799) и ея сочивев1И см. Моя- 
гис1а Ша!. (1. М. Ь. Ш, р. 135. О друтихъ сочинен1Яхъ во анализу конечн. 
в б. мажыхъ см тамъ-же РагЬ. V, 1ауге I, XIV, КпсуЫ. М4А, лтЬ. МдкЬге, 
Въ 1749 году Рез^ена* переведъ на французсшй языкъ «трактатъ о ф1юк- 
С1яхъ» Макдорена (см. 7ой дерходъ стр. 244 прим. 1), въ 1753 г. Ье-Соме- 
« алгебру» того же автора (посмертное сочннен1е 1748). О руководствах! 
принятыхъ въ антл1йскихъ университетахъ см. }V, IV, Еошл ВаЦ, А Ш- 
оГ Ше 81. оГ т. а! СатЬп(1ве рр. 9и 8^^. 

^) О жизни и Д'ЬятеЛЬНОСТИ Леонарда Эйлера (роД. ВЪ БаЗОЛ'Ь Ун -^"Р* 

1707 г., ум. въ С.-Петербург* 27 Авг. (7Свнт.) 1783 г.) см. ЛГ. Ры»ш. ЬоЬ- 
ге(1е апГ Неггп ЬеопЬагс! Ба1ег 1п (1ег Уег8атт1. (1. Кауз. Ак. (1. '\^. га 
8«;.-Ре1;. (1еп 23 Ос!;. 1783 У0Г8е1е8еп. Ваве! 1786.— 'ЕХо^е (1е М. Еи1ег рго- 
попсё й 1а гепЬгёе йе ГАс. г. Д. 8. 1е 6 Гёуг. 1785 раг Ж 1е Магд. ее 
Соп<1&гее(. (см. 1п81;. С, (1Ш. а. Ь. Еа1его Т1о. 1787 рр, IX— ЬШ Ь. I).— X 
Мапв, ЯЫ, и УШ, рр. 94—114. Къ б1ограф1и Фусса приложенъ полный 
списокъ сочинешй Эйлера (рр. 123—181); см. также 1п8<;. с. (1. Тк. 1787, 
рр. 815—844, I. П; Согге8роп(1апсе та(;Ьёт. еЬ р1|у8^^пе (1е ^пе1^ае5 сё- 
1ёЬге8 ^ёот. с1а ХУШ-ёте 81^с1е ргёсё<1ёе (1*а11е по^се 8аг1е8 (;гауаахс1е 
ЬёошмгЛ Еииг \лт]Л 1трптё8 ^аЧпё^^и еЬ раЫ. 8. 1. апзр. йе ГАс- I. (1- 
8. (1е З.-Рё*. раг Р. Я. Рш$. З.-Рё*. 1843 1. I, рр. XXXIX— СХХХ : это из- 
дан1е заключаетъ въ себЪ переписку Э. съ Гомдбахомв 1729—1764. (I. I), 

и письма къ Эйлеру— Яваиа Бернулли 1728—1746, Датила Бернулли 1726-- 
1755 и Николая Бернулли (плем. И. И Я.) 1742, 1743. Въ XIV томЬ П01Н. 
собр. сочинен1й Лагранжа (Рапз 1892^ пом'Ьщена переписка его съ Эйле- 
ромъ 1754?— 1775; см. также ЬеопагИ Еы1€п орега ров^Ьпта та111. е! рЬу- 
81са ппрег (1е1;ес1а ; ейй. Р. В. еЬ N. Рш$. Ц. I, II Рекг. 1862 (этого со- 
чинешя ми*, къ сожал^шю, не удалось видеть). 6 писем ъ Эйлера къ Да- 
Ламберту (1747- 1749) опубл. СА. Нтгу въ XIX том* (Магз 1886) ВиЦ, 
Ваяе. Переписка Эйлера можетъ служить лучшимъ матерхаломъ для сужде- 
В1Я о немъ какъ о математик*; для сужден1я объ немъ какъ философ* 

см. его Ьеигеш й ипе рппеемме (1'Аиетадпе (приНЦ. АнгалЬТЪ-ДеСС ПЛемЯН. 

прусск. короля) зпг (Ну. 8^^е^8 ее р1178^^1Iе еЬ (1е рЫЬзорЫе, 1-ое издан. 
8.-Рё1. 1768 3 Уо11., изд. Соп(1огсе1;. 1787—89, ЬаЬеу 1812, 2 Уо11. А. Сонг 
по1; 1842 2 уоИ. Б. За18зе1 1859. 2 уо11. (съ интереснымъ введен1емъ) : . . • 
аа 1о1а1, говорнтъ ЗЫмеИ^ сЕт11ег а ё(;ё реп1;-61;ге пп езргК; р1т18 Гегте 
да'ёЬепдп, р11]8 1п^ёп1епх ^пе рго1оп(1, еЬ 11 зешЫе ^ие 1а па^иге, ^ш 1е 
бона 81 псЬешеп^ сотше дёотё1;ге, 1ш ауаН геАшё 1е §;ёп1е <1а тёи1- 
рЬузшеп». 
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До Эйлера иатеиатическИ аналязъ бнлъ лишь систекой 
«етодовъ служившихъ для р'Ьшешя разлнчннхъ конкретныхъ 
вопросовъ^ систеюй слабой, безъ прочной внутренней связи — 
саюстоятельнаго абстрактнаго объекта ^). Эйлеръ нашелъ такой 
объектъ въ понят1и о функц1я — великой иде^ Лейбница и Бер- 
яуллн — и гЬиъ положилъ основаше иатекатическаго анализа 
какъ отд'Ьльной науки ^). Ухе въ первнхъ своихъ работахъ — 
объ уравнешяхъ съ частными дифференщалаии— Эйлеръ столк- 
нулся съ поняпеиъ о функщи во всей его общности^); посл'Ь- 
/(уюиЦя нзыскашя^ безчисленныя работы по анализу въ его со- 
прйкосновеши со в&ктя отд'Ьлаии иатеиатическихъ наукъ, и 
споры съ другими геоиетраия дали ему поводъ углубиться въ 
т поняпе, обнять его во всей возможной въ то время пол- 
ногЬ и разобрать съ различныхъ точекъ зр'Ьнхя. Наконецъ свои 
бо1ьш1е дидактичвск1е труды онъ посвятилъ изслФдовашю функ- 



^) Ср. напр. Веупваи, Ап. с1ёт. Ауегиааетеп!;, рр. ХУ щ^. съ си- 
стеиоА издожен1я дЙ1ерова «Введвн1я>, разборъ котораго слФдуетъ ниже. 

)) Ср. Н. НапкЫ. Ые ЕпЬтскеХпщ <1. МаШ. 1п (1е11 1е1г1;еп ^а1^^^I. 
Е1п УоПгав Ь. Е1п1г1и ш с1. Ак. 8епа1; й. Пшу. ТоЬшвеп. ТиЪ. 1869, 
р. 15. 

*) Бе 111&п11;18 СагУ1в е]П8(]ет ^епеш. Соштепиги Ле, 8е, 1трег, Риг. 
Т. ГЦ. Ай аппоз МБССХХХХУ & МВССХХХУ, Ре1г. МБССХЬ, рр. 
174—188. Л<иИат€пЫт^р^, 184—200 8иг 1е8 у1Ьгаиоп8 йез сог(1е8. М4т, 
(игЛе. д. <^. 5с. 46 ВегИл Т. IV Апп. 1748 рр. 69-86. ХпУвзИваио ЛтсИо- 
1шт ех (1а141 сИбегепиаипш сопёШопе. N0^ еотт. Л, 8, I. Р. Т. IX рго 
Апп. 1762 & 1763. Ре1г. 1764 рр. 170-212. Бе то1и У1Ьга*опо согйагит 
и1е4паИ1ег сгаазагшп , •&•</ рр. 216 — 304. Ьеигев & Ьадгап^е (О. с. 
^е Ьа^г. Т. XIV): Ввго1 2 осЬ. 1769 (1ае. рр. 162—164), Вег1. 23 ос1. 
1759 (рр. 164-170), ВегЬ 1 ^шп. 1760 (рр. 178—188, нааеч. во второмъ 
том^ ЖИалде» 4е рЫ1, Ы Ле таО^, Не 1а 8ос. Н. <1е Тшчп р. 1. а. 1760—1761 
[Ш»ии. Тамг.] рр. 1—10 ее 1а 2-е рагЫе), Вег. 2\ ^шп 1760 (рр. 193-198). 
— Въ § 32 ирибамешя (А(1(1.) къ своей первой работе Эйлеръ говоритъ 

о подученной имъ общей фориуд-Ь : « ехетрИв рат1;1са1аг1Ьиз ргоро- 

81Ш ассото(1а110 8аер1881те епЬ с11Шс1Ита. Сшиз ге1 га(;1о I1е^па^пат 
ше^Ъо^о 1га(11(ае ее! МЪнеп^а, 86(1 1трег!ес1;ае {ипс1;1опит совпШош, 
Чш^е аЛЬпс 11аЬе1аг. ^аатоЪ^его поп 8о1ит 1п Ъос пе8о1]о, зес[ ш р1ппт18 
е^1ат аШв са81Ъав тах1те уШе (оге!;, а1 ]Рапсиоа11т с1ос1гша та§;18 регА- 
сеге1;пг е! ехсо1еге111Г». 
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цШ послФдоватвдьно представляющихсл въ систекатнческокъ 
раавитш внсшаго анализа^). 

Эйлеръ изложилъ внсш1й аналнзъ въ трехъ класснческяхъ 
соч1нешяхъ^ до сихъ поръ не ии'Ьющихъ себ^ равннхъ^ въ 
своеиъ родЪ^ по глубин'Ь своихъ ученШ, простоте й лсносп 
ИЗЛ0Ж6Н1Я. Это суть: Введете въ анализъ беаконечио мальт^ 
изданное въ двухъ томахъ въ 1748 году^ Основангя дифферен- 
щальнаю исчглсленъя^ нзданныя въ одноиъ тоиЪ въ 1755 году 
и Основангя интегрального исчисленгя въ трехъ томахъ^ вн- 
шедшЕхъ въ 1768 — 70 годахъ*). Кратк1й разборъ этяхъ сочи- 
нешй послужитъ намъ лучшямъ введешемъ въ истор11> учешя 
о функц1яхъ въ разсиатриваеиый перходъ ; при этомъ наиъ пря- 
дется останавливаться несколько дольше на разбор'Ь наибол'Ье 
вазкныхъ для насъ теорШ и сопровождать его заиФчангяии о 
другихъ работахъ по этимъ теорхямъ сакого Эйлера и совре- 
иенннхъ ему геоиетровъ. 

^Введенге въ анализъ* ^ представляющее изъ себя элекен- 
тарную теор1ю аналитйческихъ функцхй^ разд'Ьлено на двЪ книги : 
первая— содержитъ въ себ'Ь теорхю аналитйческихъ функщй 1п 
аЬвкасЦ ихъ происхождете и классификащю, ихъ взаимную 
связь и преобразован1я^ вторая — теор1Ю т^хъ же функц1й 1п 

^) превосходное изложеше ъо^хъ главнМшихъ изысванИ произведен- 
ныхъ въ области матеиатичесваго анализа Эйлероиъ и его современинканя 
читате^ь няйдетъ въ соотв'Ьтствующихъ статьяхъ 1Глюгелвва иатематическа- 
го словаря: Ма^^Ьет. ^У'дг^егЪпсЬ п. 8. ^. уоп Оеогд 8*тт Юйде1, Егз^е АЪЬип^. 
В1е геше МаиютаНк : I ТЬеП Ьрг. 1803, П ТЬ. 1Ь. 1805, Ш ТЬ. 1Ь. 1808; 
{отЬ^евеЫЬ уоп СаН ВгапНт ММ^мИе : IV ТЬ. Ьрг. 1823 ; Ъееа<11§( Vоп 
/оА. Аид, Сгипеп: V ТЬ. Ьрг. 1831, 8ирр1етеп1; 1Ь. 1836. см. также ЬйсгЫх. 
Тгаиёйи са1с. (1110Г.е1; <1и с. ш(;. П. 1-3.2-е ёс1. Рапе 1810-1819 (ср. 1Ыс1. 
I. Ш ТаЫе (!. та*, рр. 746-748). 

2) 1п1;го(1ис110 1п апа1у81п 1пйп11отт 2 уоИ. 4. Ьаиз. 1748. Я поль- 
зовался французсБимъ переводомъ съ прим'Ьчатями «Г. В. ЬаЬеу : ТйЬго&пс- 
Поп ^ Гап. !пЯпиё81та1е раг Ьёопагй Еи1ег &с. Рапз 1835 2 уоП. 4*.— 
11181;11аиопе8 сакпИ (ивегепИаИз. Ре1;гор. 1755. 4**. Я пользовался издашемъ 
1787 года (ср. прим. настр.258).— ХпзиЪпиопев са1сп11 Ые^гаИв. 3 уо11. 4*, 
Ре1;г. 1768—70. У меня подъ рукою были 3 первые тома Петербургскаго 
же И8дан1Я 1824 — 27 л., и 1У томъ Ре1;г. 1794^ содержапцй интересныя 
добавлешя къ Эйлерову ннт. исшслешю. 



™^ 



!^Р 
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еопсге^о, по скольку он<Ь нотутъ представжяп кривня ляяш ж 
поверхности со всЬми кхъ геометрическими особенностями ^). 

Э1леръ начинаетъ первую книгу съ опрод'Ьленхя понятШ 
о постоянныхъ и перем'Ьнныхъ ведичинахъ^ ихъ функц1яхъ и 
общнхъ соображешй о рааличныхъ видахъ алгебрическихъ функ- 
1ЦЙ. с Перен'Ьнное количество»^ говорить онъ между прочимъ^ 
«есть количество неопред'Ьленное^ или^ если угодно, всеобщее 
количество (^иа^^^^аз ашусгваИз), заключающее въ с^бЬ всЪ 

опред'Ьленння величины Его можно сд^Ьлать опред'Ьден- 

ны1ъ безчислеинымъ множествомъ способовъ; понят1е о пере- 
я-Ьинонъ количег.тв'Ь можетъ считаться исчерпанннмъ только 
тогда^ когда мы вообразямъ себ'Ь на его м'Ьст'Ь всЬ опред'Ьлен- 
ныя числа какъ положительныя, такъ и отрицательный, ц'Ьлыя 
и дробныя^ ращональння, ирращональныя и трансцендентный; 
не должно исключать отсюда даже нуля и мнямыхъ чиселъ»^). 

сФ)'нкц1я перем'Ьннаго количества есть аналитическое вы- 
ражепе составленное какииъ бы то ни было образомъ изъ са- 
ито дтого количества и постоянныхъ чиселъ или количествъ...». 
Функщя есть также перем'Ьнное количество:— невозможно пред- 
ставить себ'Ь никакой определенной величины, которую функц1я 
не могла бы принять при изв'Ьстномъ значеши переменной, 
такъ какъ, сообразно съ выше сказаннымъ, эта переменная 
заключаетъ въ себе и мнимыя значен1я> ^). Не редко встре- 
чаются только кажупцяся функц1И, сохраняющ1я одну и ту-же 



^) «Книга 1-я содержащая объяснеше ра81ичннхъ родовъ фуимщй 
и т. д., и иекоторыхъ другихъ вопросовъ служащихъ къ облегчешю иву- 
чен1а анашза безконечно иа1ыхъ». 1тгЫш Т. I. «Книга 2«я содержащая 
теор1ю кривыхъ 1ишй ви'Ьст^ съ вратвимъ трактатоиъ о поверхностяхъ». 

Т П - Ср. ЮйдЫ, ЖбтЬ. Аг!. « Апа1ув18» « Еп^^уигГ дег Апа1у818 еп<1И- 

сЬег Сггбввеп, т11; АпввсЫпаа (1ег ВпсЬв^аЬепгесЬпппд ипс! (1ег А1иеЪга>... 
«рр. 79-84 Ег81. ТЬ. 

а) 1т$го11. Сар. I, Ь. I, аП. 1—3, ЬаЬ. рр. 1, 2. 

*) 1Ш. аг1. 4, бп ЬаЬ. рр. 2. 3; посл'Ьдиее утвержден1е справедливо 
вообще лишь для однозначной моногенной функцзи, ес1и виючить въ 
число В08М0ЖН. значешй лереуЬнной и оо;— строгое доказательство этого 
предложен1я данное въ первый равъ Коши, не могло быть конечно из- 
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величину, какое бы значеше мы не придавали перейденной ; та- 

щ аа — аг 
ковы выражешя !г\ 1'' — — — , которыя подъ видомъ фунЕ- 

щй переи'Ьннаго г суть на саиомъ д'Ьл'Ь количества постоян- 

ння ^). 

Отд'Ьливъ потоиъ функщи трансцендентиыя отъ алгебри- 

ческихъ, Эйлеръ разд'Ьляетъ эти посл'Ьднхя также какъ это 
обыкновенно д'Ьлаютъ и теперь въ классическихъ руководствахъ. 
Ирращональныя функцш д'Ьлнтъ онъ на явныя, вырахенныя ра- 
дикалаии, и неявныя^ зависящ1я отъ рЪшетя уравненШ : €такъ^^ 
говорить онъ, с 2 будетъ иррац10нальной неявной функщей огь 
г^ если она представится такимъ уравненхемъ 2'^=^а!г^2^'-к\ 
ДМствительно отсюда нельзя извлечь явнаго значенхя 2^ даже 
и прибегая къ знакамъ радикаловъ, по той причине, что ал- 
гебра не пришла еще къ такой степени совершенства» ^). 

кЬстно Эйлеру:— онъ, в'Ьроятно, разум'Ьетъ зд']Ьсь «мвимыя значешя* какъ 
неопред'^иенныя символы невозможности рЬшешя даннаго вопроса, подобно 
Деварту въ €Гвометр1и» (ср. стр. 127 и прим. 4 тамъ же); ср. Ммыек 
ЯЫ. I. Ш, р. 28. 

') /|||г. аг!;. 5. ЬаЬ. р. 3. Эйлеръ считаетъ, тавимъ образом ъ, перелаи- 
ностъ нелрем'Ённымъ признавомъ функщи; постоянная есть какъ- бы выроя- 
ден1е аналитической функц1и, еа пред'Ьльный или особенный случай. Эйле- 
рово оиред']^лен1е Сопред']^лен1е ъскхъ старыхъ аналистовъ) аналитической 
функщи конечно не вполне точно и обо^е (оно не обнимаетъ, налрим^ръ. 
неявныхъ функщй). Невозможно дать въ короткихъ словахъ такого дол- 
наго опред'Ьлетя не предпославъ обстоятельныхъ предварительныхъ объ- 
яснен1й; мы зам'Ьтимъ только^ что въ основаши этого опред'Ълешя лежитъ 
поняпе объ авалитическихъ д'Ьйств1яхъ совершаемыхъ надъ переуЁнными 

количествами^ и что ПрИр.да ЭТИХЪ Д'ЬЙСТВ1Й должна быть совершенно неза- 
висима отъ частныхъ значешй этихъ перем']^нныхъ. Ср МАтау, Ье^опз 
поиуеИез впг ГАпа1у8е 1пйп11;ё81та1е. 1-ге раг1;1е. Рагха 1894, аг1. 27. р. 18. 
') Первая статья Эйлера объ алгебрическомъ р'Ьшенхи уравнен1й 
находится въ VI том'Ь Сотт. Ас, 8с, 1тр, Ре1г. а(1 Апп. 1732 еЬ 1733, 
Ре(;г. 1738, рр. 216—231: Бе ^огпиз Ва(11спт Аедоаиоппт спшадпе ог(]1' 
п]в сошесШ10. Въ IX том'Ь N09. Сотпмя!. Ае. I. 8е. Рв1г. рго апп. 1762 
е1; 1763 (Рекг. 1764} рр. 70—98 Эйлеръ пом'Ьстнлъ статью подъ замав^емъ: 
Бе Ее8о1ииопе ае^паиопиш сшпзшз ёга(1п8, гд'Ь пытался дать общ1й ме- 
тодъ для р']^п1ен1я уравиен1й высгаихъ степеней помо1Щ»ю радикаловъ; см. 
также 8пттаппт этого тома рр. 13—16. О другихъ изсл']^доваи1яхъ от- 
нос, къ тому яе предмету см. Мол$ыс1а^ ВЫ. Т. Ш. Рагк, V, Ь. I, V* 
рр. 41—57. 
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сСд^Ьдуегь затЬнъ обратить главнБшъ образоиъ внишапе 

на разд'ЬлбН1б финкщВ на од' означння я многозначныя » ^)' 

Ё61Н ^ опред'Ьляется алгебрическижъ уравнешеиъ ^-ой сте- 
пени^ въ которонъ Бозффищентн однозначныя фунБщи переи'Ьн- 
ной 2.^ 2 есть многозначная функц1я отъ 2>^ принимающая для 
кахдаго значбН1Я этого перем'Ьннаго столько значешй сколько 
едияицъ въ показател'Ь п'). 

«Бслй 2 есть многозначная функц1я отъ г^ которая не 
юхетъ никогда получить болФе одного вещественнаго значен1я^ 
она приближается по этому свойству къ однозначнымъ функ- 
ц1ямъ и по этой причине иожетъ бнть причислена къ этинъ 
поблФднииъ»^). 

Бели у есть функц1я отъ г^ то, наоборотъ и г есть 
фунБЕЦя отъ у. Бели у ш X суть функщи отъ ^г^ у есть функ- 
щя отъ X и X — функщя отъ у, Какъ однозначная такъ и мно- 
гозначная функцш могутъ быть еще четными и нечетными^). 

Форму функ1ци можно изм'Ьнять двоякимъ нутемъ: сохра- 
няя прежнюю перем'Ьнную или вводя вм-Ьсто нея новую; въ 
нервомъ случа'Ь^ строго говоря^ не проислодитъ изи'Ьнен1я. < Но 
всякое преобразоваше предполагаетъ другой способъ выражешя 
той же функщи; такимъ образоиъ Алгебра учитъ насъ, что 
одно и тоже количество иожетъ принимать различныя формы. >^). 

^) ЫЫ. аг!;. 10, ЬаЬ. р. в. 
») ШЛ. аге. 14, ЬаЬ, рр. 7-8. 

*) IЫ^^. аг1. 15, ЬаЬ. р. З.—Это зам'Ьчаме им'Ьетъ 8начен1в пътеорхи 
крнвыхъ. 

•) Ьаго4. аП. 16, 17, 18—25, ЬаЬ. рр. 8—13; аг1. 26, рр. 13- 14 даетъ 
ПОНЯПе о подобиыхб фунвц1яхъ; орим. -2ва+Ь«-|-с*' и У=а-|-6у-|-су\ 

*) Л|(/. сар. п. аг!. 27, ЬаЬ, рр. 14, 15 ; это зам-Ёчате въ сущности 
заиючаетъ въ себ'Ь дадьн'Ьйшев изложепе лоняпя объ аналнтич. функ- 
т: форма функц1и не представляетъ собою существеннаго признака 
этого П0НЯТ1Я; такимъ признакомъ является лишь совокупность значешй 
Ф7НК1(1И соотв^тствующихъ значешямъ переменной по изв'Ёстному закону 
устанавливаемому данной или другой эквивалентной ей въ этомъ отноше- 
ши формой. Возможность быть выраженной алгебрической формой (въ общ. 

СН. С1.) Характеризуетъ только функШЮ ВаКЪ аналитическую^ отводитъ ей 

и^сто въ особомъ влассгЬ функщй ; ср. ниже изложеме началъ 2-й книги 
61еАен1я. 
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Объ этихъ прбобразован1яхъ перваго рода трактуеть вторая 
гдава Введешя. 

Одно язъ самнхъ важныхъ преобразован1Н этого рода для 
адгебричесмхъ функщй ость Гаррготово ') и Декартово разло- 
хен1б цЪдаго полдиома на лянейныхъ мнохятелей^ язъ кото- 
рнхъ каждый есть разность между перем'Ьннымъ и тЪмъ его 
значея1емъ^ пря воторомъ полянонъ обращается въ 0. Этя зна- 
чен1я иогутъ быть и иняиышя^ но мняине иножятеля въ поли- 
яоиахъ съ вещественны и я коэффищентакя бываютъ всегда по- 
парно сопряженнымн я пряводятъ въ ввадратнымъ трехчленныяъ 
й вещественныяъ проязводятелямъ ^). Теоремы о существован1и 
корней вяда ^4-^]/ — I во всякомъ алгебряческоиъ уравяеши 
Эйлеръ во Введен1я не довазываетъ. Отъ разложетя ц'Ьлахъ 
поляномовъ на множители онъ переходятъ въ разложешю ра- 
Ц10нальныхъ дробей на частныя я зтямъ заканчяваетъ вторую 
главу. 



М См. стр. 109 прим. 2, стр. 114 прим. 3^ стр. 126, 127. Я восполь- 
зуюсь олучаемъ, чтобы разъяснить недоразум'Ьше прим. 1 на стр. 115. 
На стр. 16 своего труда Гарр1отъ говорить : « . . . . Nат а! ропа1аг №=^ 
епк в— ^^О.-РозНо х^иаг а=5 етИа—Ь «() Е81; аиЬеш ех ^епез! а-Ь 



л 4- с 



5=ав— 6я+са— &с ^пав 081 ае(1иаио оп^паШ Ыс с[е812па<^а — Ег^^о — аа— 
Ьв+св— ^=0. Ег^о ..аа- Ьа+са='\'Ьс диае 681; аедпаЫо ргороаЛа. АвянаНо 
1^11;иг сапошса ргоро811;а аЪ оп{^па11 <1ез1^па1а, ро811о Ь 1рз1 а аедааИ с1е- 
(1ас!1;иг». АгИш АпсЛу^гсав Ргахы ^с, Ъоидхт 1631. -ЗесНо Зесипйа — Сапош- 
сашт ^пас|^. ог(11п!8 сКеппаио.— Ргоров. рпта. Ср. ^Ы(^, Сапоп. спЬ. ог(1- 
(1ег. Ргор. 3. рр. 17— 19.— Сап. Ь^^. огс1. (1ег. рр. 20 8^^.— СоИесМо аедиа- 
иопит аи^аа^11т сапошсагат сит Ы! ШзровШопе, рр. •49-61. Все это 
лиохь вомментар1п въ гл. XIV Вьетова трактата Ое Етепё. Ае^^а1;. Тер- 
минъ <сапоп1са аея.» принадл. Гарр10ту. <Каноническая> форма у неп) 
таже что и у Вьеты и форма съ О во втор, части ^шшь переходная. — 
Первый прим':Ьръ этой формы М. Канторъ нашелъ у Штифела, АгИкт. 
1п1;еяга, КйгпЬ. 1644 Го1. 283 ггс^о.: 216+У} 41472- 18й— N/5 643} аедпап" 

иг О (т. е. 216+ 1^41472- 18а; - Уб48 х^ш^О); см. М. Сапи>г Уог1. иЬ ОевсЬ. 

а. МагЪ. Т. II, Ьрг^. 1892, р. 406. 

»} 1ЫГ04, аг1. 28—37. Ь. I. сар. П, ЬаЬ. рр. 16—21. 
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Въ третьей пав'Ь ^) говорится о преобразован1яхъ втораго 
рода — посредствоиъ подстановки и именно: о преиращен1И ир- 
ращояальныхъ функщй въ рацшальныя и объ извлвчен1И яв- 
ныхъ аначепй нЪкоторыхъ алпбрическихъ фуикц1Й. 

Къ лреобразовашямъ перваго рода можно отнести и раз- 
ложеше фунБц1й въ безконечные ряды^ которые служатъ иред- 
ибтоиъ четвертой главы ^). 

• Формула А+В^-|-Сг^+0^'''4-&с.>, говоритъ Эйлеръ, 
<не можетъ представлять ни дробныхъ ни иррац1ональныхъ функ- 
щй отъ ^ ; тЪиъ не мен'Ье^ обыкновенно ищутъ для ихъ вы- 
ражен1я строки того же вида^ который предиолагаютъ состав- 
ленными изъ безконечнаго числа члоновъ. Бъ тому же по по- 
добнымъ рлдамъ^ хотя и безконечнымъ^ можно повидимому лучше 
узнавать природу и трансцендентныхъ фуикц1й. Въ самоиъ дЪл'Ь. 
если природа д'Ьлой функц1и хорошо опред'Ьлена^ когда эта 
функц1я разложена по различиымъ степенямъ г и сл'Ьдовательно 
приведена къ упомянутому выше виду^ то таже формула ка- 
жется также самой удобной для выражешя характера всЪхъ 
другихъ функц1Й^ хотя число членовъ въ ней и безконечно. 
Если бы кто соми'Ьвался въ томъ^ что такое выражете воз- 
можно для всЬхъ функщй — действительное разложеше отд'Ьль- 
ныхъ функц1й не оставитъ м'Ьста сомн'Ьшю; но для большей 
общности^ на ряду со степенями г съ ц'Ьлыми и положитель- 
ными показателями^ слФдуетъ допустить как1я угодно степени. 
Такимъ образомъ не останется никакого сомн'Ьн1я въ томъ^ что 
всякая функц1я отъ % можетъ быть преобразована въ рядъ та- 



*) ЫгоЛ, ап. 46—58, ЬйЬ, рр. 35—45. -Перем'Ьнную величину функ- 
ции—совокупность ея значешй иногда улобн'^е разсматривать какъ обра- 
зованную по другому закону^ отличному отъ того которые связываетъ ее 
съ данной перем'Ьной, и сл'Ьдоватехьно какъ фунвщю новой перем']^нной 
зависящей соотв'Ьтствующнмъ образомъ отъ данной; тавъ это бываетъ въ 
Н'Ькоторыхъ вопросахъ аналитической гвометр1И и интегральнаго исчясле- 
н1я, къ которымъ и приложимы павнымъ образомъ результаты 3-ей 
павы. 

») ЬЛгоЛ, аге. 69—76, ЬаЬ. рр. 46- 68, 
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Еого вида: А^^+ В^Р+С;г ^^Вг &с, гд4 показатеи а, р, ^^ ^ ^ 
суть каБ1я нибудь числа ^). 

Раз1ожен1б въ бвзконечнай рядъ является таквиъ обра- 
воиъ^ по ин'Ьшю Эйлера^ лучтимъ средствонъ постигнуть при- 
роду трансцендентной функц1И какого бы то ни было происхох. 
ден1я. Такое разложенхе сблкжаетъ ее съ алгебрическиии функ- 
щяии няприи'Ьръ съ ц'Ьлыми полиномами — д'Ьлаетъ ее олотроп- 
ною по выражен1Ю н'Ькоторыхъ нов'Ьйшихъ аналистовъ^); бу- 
дучи определена безкоиечнымъ алгебрическимъ рядомъ^ транс- 
цендентная функц]я пр1обрФтаетъ смыслъ для всЬхъ возмож- 
ныхъ значен1Й перем'Ьннаго^ какъ вещественннхъ такъ и мни- 
мыхъ и вполне подходитъ подъ общее опред'Ьлеше данное Эй- 
леромъ въ начале Введешя; функщи разлагающ1яся въ таие 
ряды могутъ быть разсматриваемы какъ настоящхя аналитн- 
ческ1я функщи^ который могутъ быть сравниваемы между со- 
бою^ и для изучешя которыхъ можно воспользоваться всЬми 
срествами доставляемыми обыкновенной алгеброй. 

Разложепе дроби даетъ первый и проетЪйш!! 

01+Р^ 
примФръ безконечнаго ряда, геометрическую прогрессш^) ; бо- 

*) 1ЫЛ, аг1. 59, ЬаЬ. рр. 45, 46. Ср. стр. 215 и слгЬд. 

*) С4. М^гау Коитеап ргёс18 (1'апа1у8е шЯпИ;ё81та1в. Рагхз 1871, аП- 
45, рр. 42—43 ; см. также Ьедопз попу. Ас- аН;. 139, р. 110,— Л^ш«г. 8ш* 
168 рппЫрев <1е 1а 1Ьёопе §^ё11ёга1е ёез 1о11сМоп8, Рап8 1891 аг1. 12, рр. 
15 — 16. Въ несколько иномъ смысле употребхяютъ терминъ Ьоито^т^— 
Впы н ВоыдиЫ: СМ. ТЬёопе (1е8 {опсиоп8 еШр1;^^ае8 раг ММ. Вг. & В. 
2-е ё(111;юп. Рап8 1875, аг(. 15, р. 14. 

■) 1п1Ы. аг(;. 60, ЬаЪ, рр. 46— 47— На бевкон. геом. прогресс1и об- 
рати1Ъ впервые внимаше Вьета: см. интересныя и своеобразныя зам'Ьча- 
шя его въ Орега Жа1Ь. ей. Гг. й 8сЬоо1еп. Ьи^й. Ва*. 1646, рр. 397-398; 
Уапошт йе геЬ. та1Ьет. гезропвогат ЫЬ. УШ Сар. XVII: Рго^гито 
(?ео«в1г1С(1.— Полную теор1ю безконечныхъ геометрнческнхъ прогресс1й далъ 
Огедтпиш д 8, У^теепНо: СМ. Ориз беотекпсиш диа(1г. С1гсии е% зеск. сот. 
Апе\егр. 1647, ХлЬ. П. ВеГ. I— Ш рр. 54-56, Рго^. веош. рагз 8ес11пс1а 

1егттит ешим^ипд, ргодгемпопа (п т/гпИит сопЫпиайае ЛпгдпоЛ : ргор. ЬХХ V 8^^. 

рр. 95 8^^. кв. Бе^. III, р. 55 и ^сМ*<т рр. 101—103. Къ сожа1^н1ю я 
не им'Ьаъ додъ рувою зам'Ьчательной книги Гр. йе С. Виацента при со- 
ставдеши предъидущнхъ тшвъ моею сочинешя. 
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Ль слохння рац10нальныя дроби приводятъ къ возвратныиъ ря- 

дамъ Де Муавра^). 

Ё6ЯЯ О сяухйтъ тп-кратныиъ корнеиъ знаиеяатедя^ то 

дробь разлагается въ рядъ^ содержащШ въ себ'Ь отрнцательння 

степени ^г съ показателями — 1, — 2 и т. д. до — т вмючи- 

1ьно'). Преобразовывая дробь въ друпя посредствоиъ рац10- 

нальныхъ подстановокъ^ иохно получить безчичленное ияохе- 

ство разлячныхъ разлохешй ея въ возвратные ряды^). 

сИрращодальння функщи обыкновенно преобразовываются 

ш 

въ безконечяые ряды при похощи общей теоремы; (Р-|-'^)'^ = 

т т— п т— 2 п 

рп I т р"~п~о -Ь ш (Д^ ~ Р) р п Л2 I т (т— п) (т-'2 п) 

^ "^ п ^ ^ "*" п. 2"п ^ Ч "Г п. 2 п. 3 п 

т—Зп 

Р ^ ^^ + &с. » % Чтобы сд4лать приложен1е этого 
ряда бол'Ье удобнымъ^ его преобразовываютъ въ такой: 

:«_'| 1. 2. 3 3 к 

}А=— , а 2 =^-. Оставляя доказательство этой формулы 

дифференц1альному исчислен1ю, Эйлеръ лоясняетъ ее въ прило- 
жен1и къ прост'Ьйшимъ прим'Ьраиъ ^), 

Элементарная теорхя алгебрическихъ функц1й заканчивается 
пятой главой Введетя^ гдЪ говорится со функцтяхъ двухъ или 
и'Ьсколькихъ перемФнныхъ » , о распространен1и на нихъ уста- 
новленннхъ раньше поняпй я о н'Ькоторыхъ свойствахъ, отно- 
сящихся къ однородности ихъ самыхъ^ или ихъ частей^). 

*) ЫгоН. йтХ. 61—68, ЬаЬ, рр. 47-53; ср. стр. 219, 220. 

*) /я/гос!. аП. 69, ЬаЬ. рр. 63-54. 

*) IЫ(^, лП. 70, ЬаЬ. р. 54. 

*) Объ истор1н Ньютонова ряда въ разсиатриваеную эпоху см. Мал- 
л«^, Н181;. (1. т. Ь, Ш рр. 272—274, Юидв1, ^бг1;егЬ. 1 ТЬ. рр. 338-342* 
ОеасЫсЬ^е ^ев ЫпотхвсЬеп ЬеЬг8а(2е8. 

•) 1п$го<1, аП. 71—76, 1»в6. рр. ?4— 58. 

•) 1ЫН, аП. 77-95, ЬаЬ. рр. 59—68: N3. аЛ. 92 (ыассиф. лмомрвз- 
дядмнхв Ф7ВБЦ1Й— до числу однор. частбЯ), ах!. 93 (превращ. неодн. ф. в^ 
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Изучен1е трансцендентныхъ функщй— одинъ язъ главннхъ 
предметовъ интеградьнаго ясчисяен1я^ которое доставляетъ сред- 
ства для точнаго выражешя безчисленнаго множества трансцен- 
дентныхъ величинъ^). БезБонечные ряды внрахающхе всЬ воз- 
можныя аналитичесш функщи^ даже и так1я^ которыя не «о- 
гутъ быть выражены символами исчислешя иалыхъ^)^ могли бн 
съ аервыхъ шаговъ анализа служить исходинмъ пунктомъ об- 
щей теор1и аналитическихъ трансцендентныхъ. Самостоятельное 
развит1е такой теор1и представило бы однако большхя труд- 
ности й въ изв'Ьстной своей стад1и было бы даже совершенно 
немыслимо безъ предварительнаго всесторонняю нзучен1я н^- 
которыхъ особенныхъ^ прост'Ьйшихъ^ элементарныхъ^ или типич- 
ныхъ функц1й. — Къ числу такихъ функц1й принадлежать лога- 
риемы и тригоноиетрическ1я функц1И и ихъ обратный. Поняпе 
о логариемической функцхи сложилось первоначально изъпред- 
ставлен1й заимствованныхъ йзъ области безконечно малыхъ^). 
Лейбницъ связалъ теорхю этой функц1И съ аналйзомъ конеч- 
ныхъ величинъ^ обобщивъ понятге о степени и введя обратную 
функщю логариема — показательную ^). Сл'Ьдуя Дейбницу Эйлеръ 
пачинаетъ изучен1е элементарныхъ трансцендентныхъ съ раз- 
смотрЪн1я показательныхъ функп;1Й. 

Правильная теор1я логариемовъ зависитъ вполнЪ отъ точ- 
наго и яснаго опред'Ьлен1я показательной функщи^ опред'&лен1я 

однор. посредств. подстав.), лтЬ. 95 (разд-^!. цкл, функц1й на состаеп. н 

нееоставныя), 

^) 1шго<1, аг^. 96. Сар. У1, ЬаЬ. р. 69 ; ср. /ям. еак. Ы. Ве^. б е! 
СогоП. I. 2, 3, ЗсЬо!. 1, 2, 3. рр. 9-12. 

*) Ср. мемуаръ Эйлера въ Лы. Аеаё. 8с. 1тр. Рв§г. рг. аппо 1780 Рагз 
ро81;. Ре1;г. 1784: Ве р1аг11Ш8 чвап^НаИЪав 1гап8сеп(1епЫЪ118, чаав па11о 
то(1о рег (огпийав 1п1ебга1е8 ехрптеге ПсеЪ; рр. 31—37. 

') Ср. стр. 132 н прим. 5 (гд*!^ въпосд. стров-Ьсл^д. чит.1^(а1о§;вл;): 

*) Ср. стр. 186, прим. 2. Я прибавлю еще что раньше опублнвовашя 
теорш Ив. Берн, (въ 1697 г.), Варидьонъ (въ 1695 г.), пришежъ въ гЬнъ 
же результатамъ о чемъ и составилъ записку, которая была опублико- 
вана впрочемъ только посл'Ь его смерти ; см. Ёс1а1гс188етеп18 ваг 1'Апа' 
1у8е дев шбп. раНи раг Ж. УаН^шт. Раш 1725, рр. 100, 108—118. 
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обстаменнаго нФкоторнми трудностяши^ которыя прежде всего 
ся'Ьдовало преодод'Ьть. Ботъ каБъ разсухдаетъ объ этоиъ 
Эйлеръ ^). 

Пусть будетъ дано поБязательное количество а' или^ что 
тоге саиое^ степень постолннаго а^ ии'Ьющая показателеиъ пе- 
реи'Ьнное г, Этотъ показатель 2; закдючаетъ въ 066*6 всЬ оп- 
ред'Ьленныя числа, и очевидно, что подставляя виЪсто г посл'Ь- 
довательпо всЬ цЪлыя положительныя числа, ин получииъ для 
а* опред*ленныя значетя а*; а^] а^; а*; а^; а®; &с; что 
при подстановБ'Ь вм*сто г отрицательныхъ чяселъ — 1, — 2,-3, 
&с^ количество а' будетъ становиться последовательно равнымъ 

д' д2' дЗ^ д4' &с; и что если сд-Ьдать ;г=0, то получится 
всегда а^=1. Но если подставлять ви'Ьсто ^ дроби^ какъ -^; 
Т' "Т' т» Т' &<^-; въ результат* явятся количества Уа; Уа; у'а*; 
уа^; которыя, будучи разсиатриваеин саии по 006*6, ииЪютъ 
по два или по большему числу значепй, ибо извлечен1е кор- 
ней всегда доставляетъ ихъ несколько. Между т'Ьмъ въ дан- 
нонъ случа'Ь обыкновенно допускаютъ т'Ь значеихя, которыя 
представляются первыми, т. е вещественный и положительный, 
ибо разбиатриваютъ количество а* какъ однозначную функщю 

отъ 2. Такииъ образомъ а ^ будетъ занимать изв'Ьстное сред- 
нее положеше между а^ и а^, и будетъ всл'Ьдств1е этого ко- 

5 

личествомъ того же рода ; и хотя а ^ им^отъ двойное значе- 
те — аа]/а и -^аа^а^ однако принимаютъ въ разсчетъ только 
последнее. Такъ же сл^дуотъ поступать и тогда, когда пока- 
затель 2 становится ирращональной величиной, довольствуясь 
разсмотрЪтемъ одного вещественнаго значешя, такъ какъ въ 
этомъ случаЪ трудно и представить 006*6 число значешй пред- 

ложеинаго количества. Такъ^ а есть опред*Ьленная величина 
заключенная между пред'Ьлаии а^ и а^> ^). 

') 1тгоН. Сар. VI, аг1;. 97, ЬаЬ. рр. 69—70. 

2) Пока8ате1ьная функщя не можетъ быть тавикъ образомъ опре- 
А'блена формулой а»^ безъ дододнятельныхъ, не алалтнчесвяхъ усдошй; 



-.---.. 
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Разсматривая ' затЪмъ своВства показательной функц1и^ 
Эйлеръ говоритъ о неудобствахъ введен1я отржцатедьннхъ чи- 
сегь для а^ при которн&ъ изиЪнвше ;г на даетъ непрерывнаго 
ряда опредЪденныхъ вещественныхъ значешй функщи и зам!- 
чаетъ дал^ке^ что а* не иожетъ стать отрицательной величиноВ 
при вещественноиъ значешй г ^). Это последнее заи^^чате дало 
ему право., при излохеши теор1И логариеиовъ^ сразу стать на 
сторону Лейбница въ знаменитоиъ спорномъ вопрос!^ о реаль- 
ности логариеиовъ отрнцательныхъ количествъ : ^) столько по- 
ложительный числа могутъ им1)ть вещественные логариеиы»^ 
говоритъ онъ, с .... что же касается логариемовъ отрицатель- 
ннхъ чиселъ^ то они совсЬмъ не вещественны^ но мнииы . . . . >^). 

Такъ какъ а* есть функц1я однозначная и непрерывная, 
то въ формул* а" = 1 + Ф*) Щ^ ^»> безконечно маломъ, я '^ 
безконечно мало; полагая его равныиъ Ксо мы можемъ напи- 
сать: (1). . . .а*" = 1 + Ко), или, что все равно: (2). . , . 
ш=/(1+К(о)*). Изъ этихъ форму лъ не трудно вывести раз- 
ложен1Я показательной и логариемической функпдй въ безко- 
нечные ряды: изъ первой формулы (1) сл4дуетъ: а*«'»=(1 + 

г Ш-и гГг— П(г— 2) 

КсоУ = 1+Г^«+^ХТ *^'"^' + 1. 2 3 ^ '^'+&с. 

каково бы ни было число %\ полагая «=-^. или со=— исчи- 



такими УС10В1ЯМИ служатъ для Эйлера требоваля однозна<гности и непре- 
рываости опред'Ьляемой функщи. Геометры лредъидущаго пергода избе- 
гали этихъ затру днешй^ првб'Ьгая къ разсмотр'Ьшю кривой лян^и — лога- 
риемики, что тоже могетъ привести къ н^которымъ иедоразум'Ьшямъ о 
воторыхъ мы будемъ говорить ниже; ср. напр. 1ок. Бет. и Уащп, П. ее. 

*) ЫгоЛ, аП. 99, 100, ЬаЬ, рр. 71-72. 

*) См^ стр. 210—215. с Аизя уоИ оп ^ив Еп1вг — аёор1а 1е зепИтеп^ 

йе ЬехЬпНг Се ЬаХ 1е втце* с1'ип сопипегсе ее 1еиге8 еп1ге 1ш е! Ба- 

1етЬег1; ре11<]ап<; 1е8 аппёез 1747 е! 1748> Мотис1а Н. (1. М. Ь. Ш, р. 376. 
Мы просл^димъ ниже подробно исторхю этого вопроса. 

*) 1ыго4. аП. 103, ЬаЬ, р. 73. Опред^леше логариема какъ функщи 
обратной показательной Эйлеръ даетъ въ аг1;. 101, 102, рр. 72, 73. 

*) ЬигоН, Сар. У1: «О разложеши показательныхъ я логарненн- 
^е^кихъ количествъ въ ряды», аг1;. 114, ЬаЬ. рр. 84—86. 



г 



^1»' 
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тая такяжъ образохъ % беяконбчно болыпииъ^ мн легко полу- 

чжмъ а- = 1+2^ 1.2.3....3 • • • •<^^)')- 

Изъ второй формулы (2) заключаемъ: го>— 2(1-|-'К<»У ; 
полагая (1 Ч-Ксо)* = (1 4-х)...(3) — , мы найдемъ: /(1 4 х)=га)^ 
что при конечномъ х иожетъ быть только тогда когда г без- 
конечно велико; изъ равенства (3) слФдуетъ далФе, что 

1 1 

—г 1 г "^ 4*Т 

1 + Ка)=(1+ж)', .... г«)=^(1^-x)=^^ [(1+л;)' — |^]^ 
ш^ разлагая по форнул'Ь Ньютона н принимая во внпате, 

что » безконечно веико, — (11)....?(14-х)=— / I ( — 1) _ '" 
Изъ атпъ форяуяъ (I) ш (II) внтоваютъ так1я уравнвн1я связываю- 

Щ1яаиК:а=1+2и 1 2 3 ]" •^=2(-1)''~ ^^')- 

Значен1я этихъ величинъ опред'Ьляютъ ту или другую систему 
югариеиовъ; при К=1 получаются натуральные или гипер- 
боличесюе логариемы. основаше которыхъ ЭВлеръ обозначаетъ 
буквой е^); въ этой систем'Ь^ при ш безконечно маломъ и г безко- 



') Ша. аП. 116, 116, рр. 85—86. 

>) 1Ш. аЛ. 117-119, рр. 86-88. 

') 1ЬЫ. аг1. 116, р. 86, аг!. 120^ р. 88.— Выводъ Эйлера для равло- 
ген1я въ радъ /(1+^) совпадаетъ въ су1ЦНости съ выводонъ Галлея 1. с. 
въ прям. 4 на стр. 216. Эйлеръ однако первый вполн'Ь оц'Ьнилъ 8начен1е 
формулы разложешя бинома въ теор1и логариомовъ. Ср. ^гв|/. СгввсЬ. (1. пп. 
К. рр. 40, 105, 107. 

*) 1ыгос1. аг(;. 122, ЬаЬ. р. 89; Эйлеръ даетъ зд'Ёсь число в съ 23 десят. 
знав.; буква е для обознач. основ, пат. лог. встр'Ьчается уже въ ппсьм'Ь 
Эйлера къ Гольдбаху Рв^^. 25 NоV. 1731. Соггир, Т. I, р. ба Ср. еще письмо 
къ Гольдбаху Ре1г. 8 1ап. 1730, Соггвяр. 1. I, рр. 13—15, гд4 Эйлеръ объ- 
ясвдетъ Г. разницу между обывн. и гилерб. логар. (въ отв'Ьтъ на вопр* 
Г. въ письме Мовс. 1 Бес. 1729 •Ш, р. 9. 
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вечно бодыпомъ, янФютъ нФсто таки равенства : — (3) . . . . е* = 

(1 + |)^^(1+2)=♦ [о+л:)*'- !]•). 

Восьмая гдава сВведешя» подъ заглавхенъ — О трансцен- 
дентЕыхъ воличвствахъ происходящихъ отъ разсмотр'Ьшя Кру- 
га — содержить въ себ^ одно изъ самыхъ зам^Ьуатедьныхъ тво- 
рен1й Эйдера въ области анализа — исчислепе тригонометрн- 
ческихъ фунщ1й^) сПосдЪ разбмотрФн1я догариековъ и пока- 
зательннхъ кодичествъ»^ говорить онъ, сл'Ьдубтъ разсиотр'Ьше 
дугъ круга и ихъ синусовъ и иосивусовъ, столько же потому^ 
что они образуютъ новый родъ трансцеидентныхъ количествъ^ 
сколько и потому^ что они происходятъ изъ саиыхъ логариеми- 
ческнхъ и показательныхъ количествъ^ когда эти посл'Ьдшя 
заключаютъ въ себ'Ь инииыя величины»^). 

Различные элементы теорхи круговыхъ функщй возникли 
еще въ эпоху Лейбница и Ньютона въ связи съ развипеиъ 
символической алгебры^ съ успехами интегральнаго исчислен1Я 
и трансцендентной геометр1и. Бще раньше чФмъ Майеръ ввелъ 
въ тригонометрхю алгебрическШ символизмъ/) Котесъ^^) Де 
Муавръ^) и Иванъ Бернулли'^) прилагали тригонометр1ю къ 
р'Ьшетю вопросовъ алгебры связанныхъ съ интегральнымъ ис- 
численхемъ — изслФдовашя^ которыя дали поводъ обобщить по- 
нят1е о тригонометрическихъ функщяхъ на случай какихъ угодно 
вещественныхъ аргументовъ^). 



*) 1тгоё. аг!. 125, рр. 91-92; это основный формулы Эй деровой тео- 
р1и догарием. и показат количествъ : огЁ опред'Ьляютъ эти волчеотва 

вакъ аналитическая функц1и (ср. СТр. 266). 

') Ср. РА. М1у. Ве Еи1еп тепИв <1е (ипс*. С1гси1. ргаесей. Ь181;ог. 
еашт а(1 Еи1. соп!;. Не1(1е1Ь. 1834. 

•) 1п1го4. Сар. УШ, агк. 126, ЬаЬ, р. 92. 

•) Ср. стр. 256. 

•) Ср стр. 203-204. 

•) Стр. 204—207. 

О Стр. 207-209. 

*) Ср. стр. 256. 
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Иванъ Беряулли^ генхальнмй учитель Эйлера, сд'Ьлалъ 
еще гропадпай шагъ виередъ^ связавъ круговня функц1и съ 
югариомаии «нймыхъ количествъ ^) ; ему же прянадлежитъ пло- 
дотворная идея введен1я характеристичетиосъ сииволовъ /, 
ш, со8^ ... о какъ знаковъ трансцендентныосъ операщй надъ 
переменными воличествамм и ихъ фунщ1ями^ подобннхъ сим- 

воламъ Лейбница Г я с1^). Изъ всЬхъ этяхъ злементевъ Эй- 

^) Ь, с. Въ 1879 году 6. Епевлгот нашедъ въ 6иб11отек'Ь Стокгольм- 
ской академш наукъ письмо И. Бернуии къ Эйлеру Ваз. 18 Арг. 1729, 
нзъ которато видно что знаменитый Базельск1й математикъ пошелъ го- 
раздо дальше въ теор1и мнимыхъ логариемовъ, 4*6 мъ это можно было пред- 
по1агать по его другимъ, изв'Ьстнымъ ранФе, работамъ. Я еще буду им1|ть 
с^учай говорить додробн'Ье о содержан1и этого письма. См. Тгохз 1еиге8 
шё(1ие8 (1е ^еап Ьег ВегпоаШ ^ Ьёопаг(1 Еа1ег Игёез де 1а согг. ее ^• 
1-ег В. ^агс1ёе (1ап8 1а Ъ. с1е ГА. В. й. 8. (1е 81. раг Оыча/ Ьме91гдт, Ко1е 
рг. й ГАс. В. (1. 8с. й. 8аёс[е 1е 8 ОсЬ. 1879. 81. 1880. — ВШап» Ш! К. 
Зуепака Уе^. Асас!. НапсШп^аг. Вс!. 5. К: о 21. рр. б, О, 21, 22. 

') См. Рг. Сак. Ехроп, Ор. 1;. 1 р. 181, 8о1 <1'ип ргоЫ, сопс. 1е сак. Ы. 

Не. Ь. I. рр. 393-400; письмо къ Эйлеру Вам, 9 Вес. 1739, Оогг. II, р. 29; 
^ас. Вегп. Ор. р. 777, Лы. Ег. Ь. 1697 На!); ср. стр. 201 прим. 4, стр.212 
прим. 1, стр. 256 прим. 2. Со^ез употреблялъ верт. черту для обозн. логар.: 
<.... СЕ ае4иаЪипг тепзпгае гаиошз дпат ЬаЬе! « а(1 с рго Мо(1п1о 

СЗ, — : дпат ае^паШа^ет 81с (1е81впаге 8о1ео, СЕеС8{у** Натт, М*п». 
р. 37. «....1е1о8аг11Ьте с1е— -^- — ей то<1111е — ^, ^и'оп тагдпе йе сеие 

1а^п — ~- ( ^"*" ■■).> т1тей1еу. Апа1. Л. Мев Ас. Рапа 1753 р. 33. — 

Не совсЬмъ справедливо сравниваетъ И^. 1IV, Яоиме Баи Эйлерово изложе- 
н1е тригоиометр1и съ изложегаемъ в. Симпеона : Тпдопоше^гу р1апе апс1 
зрЪепса1 &с. Ьопс!оп 174Я. Симпсонъ въ своей зам^^чательной въ другихъ 
отвошеи1яхъ княтФ употребляетъ при изложеши теор1и обозначешя Май- 
ера, въ другихъ слуиаяхъ сокр. обозн. е. д. р. 71 : •Со'1апд \ АС: Тапд, \ АС: : 
5(А-|-АСЕ): 5(А — АСЕ).» Ср. Т^. ^. Л. Ва11 А ЗЬог! АссоппС. Ас. р. 
367, прим. и мою зам'Ьтву въ )^ 135 Влстника Оп, Фаз. и Эл. Мат, (Одесса 
1892); стр. 51, 52.— Эйлеръ ввелъ сокр. характ. обозначепя и для обрати. 
тригонометричесБихъ фунвщй : см. Сотт, Ас. 8с, I. Р. Т. IX ао[ Апп. 
1737, Ре1т. 1744, Ве тагиз тосИз С1гсп11 чиа(1га1агат патепз ргох1те 

е1рг1тепа1, § 17, р. 234 : . А!— = А1^^^+ А1— », 1тгоё аг1. 140, 

^ *^ у ау+х а ' ' 

Ш' р. 104: *^апд»'^^.^ .... »^»А(апд$ь, Ср. ВиЬп^Иит еакиЫ ппиит Апс!. 

1г. Еиип. N071 Сотт. Ас. 8с. 1тр. Ре1;г. Т. V. а(1 Апп. 1764 е* 1755, 

Ре1г. 1760., рр. 164, 165. 

т. ХП. 8»в. Х*т. (Угщ. 2 
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леръ и составилъ впервые полную аналитическую теорию кру- 
говыхъ функц1й, «этйхъ удивите л ьньгхъ ведичинъ, безъ помощи 
которнхъ не можетъ обойтись ни одна часть математической 
науки» '). 

Мы конечно не будемъ останавливаться на основныхъ фор- 
мулахъ тригонометрхи, данныхъ въ глав* о круговыхъ функ- 
щяхъ^) и упомянемъ только о т4хъ разсужден1яхъ, посредствомъ 
которыхъ Эйлеръ устанавливаетъ зависимость между тригоно- 
метрическими и показательными величинами, между круговыми 
дугами и логариемами. 

Разлагая первую часть равенства (81п ъ)'^ + (Соз /)^ = 1 
на два динейныхъ множителя, Эйлеръ получаетъ сопряженные 
мнимые биномы Созг -|- у — 1. 8шя и Созг — V — 1- Зшй, 
разсмотр'Ьн1е которыхъ сдужйтъ главнымъ источникомъ всЬхъ 
посл'Ьдующихъ выводовъ^). Перемножая два или н'Ьсколько 



') «1п1;ег 1псгетеп(;а 8р1еп(11881та, ша^Ьев! рег гесепйопип 1аЬогез 
а(11ес1а^ 1;Ьеопа ^псИоппт а с1гси1о реп(1епМи1П ргоси! с1пЫо 1осит 1т- 
рпт18 1П81^пвт 1;епе!:. Си! т1гаЫи ^папШакит §епеп, ас! ([йог! 1п (Из^п!- 
з1ио1]^1Ьи8 тах1те Ье(:его^епе18 8аер1881тё (1е^еп1паг, оп^и8^ие 8пЬ$1(11о паПи 
Ма(Ье8ео8 рагз сагеге ро(;е81 — > (^оии В18дш8Шопе8 ап111те1;1сае. Ь^рв. 
1801 аП. 336, Р^егАв, В(1. I, 1863 р. 412. 

^) 1тго€1, аЛ. 126—131, ЬаЬ. рр. 92—96 ; въ аг1. 12*> Эй1еръ даетъ 
ЧИС10 1т съ 127 десятичными знаваин *, ср. первыя изсл'Ёдовашя Эйюра и 
Гольдбаха о рядахъ служащихъ для вычисления числа г^ въ Сотт Ас 8с. 
I, Р, Т. IX ад апп. 1737, Ре1;г. 1744: Уапае оЬзегуаИопез с1гса вепез 
1пйш1а8, рр. 160—174, ^Ы(^. Ь. XI ай апп 1739, Ре1г. 1750: СопвШегаИо 
рго§пгезв1оп18 са1а8(1аш а(1 С1гсиИ ^иа(1^а(;и^ат 1пиешепс1ат Шопеае. Апс^оге 
Ь. Вм1вго^ также мемуаръ упси. въ прим. 2 иа стр 273; иисьмо Гольдб. въ 
Эйл. 7 NоV. 1739 я Эйл. къ Г. 12 N07. 1739 81. V., Гольд, къ Э. 24 Хот- 
1739, Э. къ Г. 26 Коу 1739, безъ числа (XXIX въ Согг.) Согг. т. «" рк, 
Ь. I рр. 81-96, 1тгои. аП. 142, 168, 169, 171-183, 190, 198, 277-280. 
285 — 295. Ьадпу первый опред'Ьлилъ п съ 127 дес знаками принЬц. для 
своего вычисл. безв. ряды ; см. Шз!;. (1е Г Ас. К. (1. 8. Апп. 1719 яу. 1. 
Мёт. йе М. & с1в Р. р. 1а тбте Ап. Раг18 1721 ; ср МоЫиЫа. Шзи 
йез гесЬегсЬеа зпг 1а дпайг. (1п сегс1е е1с, Копу М гсу. еЬ согг. Рапз 
1831 рр. 166-162 еЬ 8ШУ., Ас1(1. рр. 279—282; Н181. с1. та^Ь 1. IV 3-ше 
аарр1. рр. 639, 640. 

•) 1тго4. дьП. 132, ЬаЬ. рр. 96-97. 



^■^-^^^■ 
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равннхъ биномовъ иежду собой, легко получить^ при помощи 
полной йндукц1н, формулу де Муавра, которая сейчасъ же даетъ 

(С08Я-Ь У—\. 8Ш2)П +(008 2 — 

выра2ен1я — (4). . . Со8П2=^ — т-^^ 

У-\. 81пг)° й (5) . . . . 8ш П2 ^ № г + У - 1. 
8ш 2)" — (Со8 2 — у — 1. 81П 2)° \ или, по раскрыпи 

27—1 
скобокъ и приведеиш: (6).. . . Сое п2=(Со8 2)^^ — "' ^ Г" ^ 

1С08 2)^^-2(8111 2)* + 2^^^5^=^^^ Т. Д. 

I (7).. . .8111 П2 =-=. (Со8 2) ^'^ 8ш 2 — З^!»^ -^М^^:2) 

(С08 2)>^ 3(8т2)3 + и т. д. 2). 

Замечая дал-Ье, что при 2 безконечно мпломъ 81 п 2=2, 
а Со8 2=2 1 й полагая в безконечно болыпииъ, такъ что про- 
изведен1е П2 равно конечной величин'Ь V, мы легко получимъ 
изъ предъидушихъ формулъ (6) и (7) изв'Ьстныя разложен1я 
Со8V и 8шV по восходящимъ степенямъ числа V. Формулы (4) и 
(5) прит'Ьхъже предпо ложен! яхъ обращаются въ так1я: Соз ^= 



и8шу= 



— у 



. 2 2 1/-1 

принимая въ сооображеше равенство (3)^ мы находи^ъ: 



'3 Эта формула была открыта независимо отъ Де-Муавра Николаемь 
Бернулли (идем. я. и и.) въ 1828 году; см. письмо его къ Эйлеру Ваз. 13 
Ы 1742, Согг. Т. II, рр. 632-683, письмо Дан. Верп, къ Гольдб. 81. Рё1. 
(запа (1а1е) и отв*тъ Гольдб. Мовсои 18 Коу. 1728, Согг, Ь. II, рр, 272, 275. 
Сот». Ае. 8с. I. Р. Ь. Ш ас1 а. 1728, Р. 1732: Вач. ВетоиШ ОЬзегу. йе 
аепеЪиа е1;с рр. 86, 99—100. 

») 1Ы<1. Аг1. 133, 1л6 р. 97 ; отсюда Эйлеръ выводитъ формулы раз- 
ложвн1я въ ряды по восход, степ, перем. Со9 9 и 8т г, какъ сказано ниже; 
1тг. аП. 134-137, ЬаЬ. рр. 97—102; ср. МшиЫа. Н. (1. М. Т. Ш, рр. 
389, 290. 
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V У— 1 —у }/— 1 V 1/^-1 —V V— 1 

Со8у= 2 -и 8111 V= ^ от- 

куда е =Со8у±1/— 1. вшу.'). 

1 

Если п безконечно яало и равно— гд'Ь г безконечно боль- 

шов число, то Со8 п2=Со8 . =1. а Зш П2=8ш— ^=-г^; 
д'Ьлая эти предположешя въ формулахъ (4) и (5) и заи'Ьчая 

что всл4дств1е равенства /(1-{-х)=г(1+х) * + !■) — Щ^ 



^) Эти аам'Ьчательныя формулы, поныражешю Лаграняа (КНпеЬе^* 
8. 1. с. с1. Г.) «Гопе (1е8 р1из ЬеПез (1ёсоауег1е8 апа1уидие8 ^и'оп а1(; Ы<;е9 
(1ап8 се 81ёс1е», были открыты Эйлеромъ 1ъ вачал-Ь 1742 года и опублико- 
ваны въ УГ1 ТОМ'Ь МиееНапла ВегоИпем'ш ; ОНЪ Нашелъ НХЪ, СравВИВЯЯ 6. 

ряды вырагающ1е /^апл?, Омх и «^ . См. письма Эйлера къ Гольдбаху 

Вег1. 9 Бес. 1841. ]^ ^—жш Со8(39М21 51" 52»" 9^^У)^ , 6 Шп 

\ +РУ-1 

1742, 8 Ма! 1742 ( — тК те1пет (тепега1-<;11еогетаЪе, (1а88 а + 

-р у-1 г 

а »2 Со8. Агс. р/а.... ( 30 1ат 1742 и Гольдбаха въ Э. 31. РеЬ. 

13 ГеЬг. п. ^1. 1742, 12 Арг. 1742, Мозсоп (1. 7 ^пш п. а!, 1742, Сеттер. 
\,. Т, рр, 111, 112—113, 117, 122, 124, 125—126, 133. Первые сл*ды нзсл*- 
дован1Й Эйлера въ этомъ направлен1и можно зам'Ьтить еще въ статье: 
Ое зеНеЬпз ^а^Ьп8<1ат сопв1(1ега11опе8, пом'Ьщ. въ XII т. Сотш- Ас. Зс. 

1Г У-"Ч 

I. Р. а<1 а. 1740, Ре1г. 1750, р. Нб, гд* дается такая формула — г= 

1С Уц, 81П7Г у-^ 

1г Уд. ^ . ср. Вв1у. Сг. й. и. К. рр. 103—105. ^Ьез ехргевзюпз (1и 

^2тс|/д 
е — 1 

8. е! (1а с. еп ехр. ш — *, говоритъ Ьаетомя (Тг. с1. с. с1. еЬ ^. с. 1п(. 1. III 

рр. 604— 605) «зоп1^ои^оиг'« аипЪпёез раг Бп1ег й 1еап ВегпоиШ еИез 

зоп1 пае сопаёдпепсе ^гёа-ргосНаше с1еседи*011 Щ й 1а ра^е 400 ёа^оте 1-ег (т. 

е. соч. Ив. Берн. ср. стр. 208 прим. 1). II зе реа1: айва! ^и'Ёп1е^ 1е8 аН сопппез 

раг 80П соттегсе ауес ^еап ВетоиШ, о[оп1; 11 ё1а11; 1е (11зс1р1е>. -Въ письм'Ь 

И. Берн, въ Э. отврытомъ Эвестрбмомъ Ваз. 18 Арг. 1729 мы дМстви- 

^ Со8я+>^— 18т2 22 У- 1 
тельно находимъ формулу эквивалентную такой: -; — — — =«е 

С08 2— У— 18Ш2 

изъ которой непосредственно сл'Ьдуютъ посл'Ьдв^я формулы ап. 138. 1»»го- 
4иеЫ от 9§ ; Еяи§г. 1. с. рр. 5, 21. 
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\ 1 

у=(\ +х), у —\ + — ^^у, мы подучимъ вм4сто формулы (4) тоже- 

1 1 

ствв -^ /(Со82+у^ — 1.8и12)+-^/(Со82 — }/— 1. 81П2)=0; 

1 

формула же (5) превратится въ такое равенство: 2= о ^ "т- 

, /Со8. 2-1- ]/— 1. Зш. 2\_ 1 ; I + V — 1. 1апе. 2 
\Со8. 2— V— 1.81П. 2/ 2 }/— 1 1 — т/— 1. *апб."2' 
наВхенное раньше Иваноиъ Бернуии посредствомъ интеградь- 
наго исчислешя ^) ; нзъ этого равенства непосредственно поду- 

чается разложенхе 2 = 2^ С — 1 ) Оап^ г) , дающее при 

Л Л Л 

2яву рядъ Дейбница 1 — "о+т — "7"'"*'^* '^ ^Р' иныхъ зна- 

четяхъ 2 друпе^ бнстр'Ье сходящхеся ряды для вычислепя 
числа тс*). 



Для перваго прйложенхя аналитической гошометрхи послу- 
жило Эйлеру р'Ьшеше задачъ Котеса и Де Муавра и друтнхъ 
болФе общихъ задачъ о разложенш ц'Ьлыхъ фунвц1й на трех- 
члеиннхъ множителей ^). Опособъ Эйлера^ который распростра- 
няется на ц'Ьлыя трансцендентныя функпди выраженныя безко- 
нечннми рядами расположенными по восходящимъ степенямъ пе- 

Р //^ 
рен-Ьниой^ состоитъ въ подстановке вместо 2 — (Сов ср 

р р 

+ V — 1 81П ср) и — (Со8 ср — у — 1 81П ср) и опредйленхи — 

ч н 

и ^ такъ, чтобы функц1я обращалась въ О при этихъ значе- 



*) 1тго(1, аг!. 139, ЬаЬ. рр. 102—103 •, ср. про дъидущ. примеч. 
») 1тго<1, аг1. 140--142, 1аЬ. рр. 103—106. 

*) 1Ы<1. Сар. IX: о розыскапи трехчденныхъ множителей^ аг!., 
14»- 164, ЬаЬ. рр. 106-126. 
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шяхъ переиЪнной^ что даетъ уравнешя 0[1рвд^Ьляющ1я рядъ 

триномовъ вида рр — 2р^2. Сое '^+^^22 *). Эйлеръ получа^тъ 

таЕинъ образомъ вс*хъ множятедей функц1й а" + г^^ , а" — ъ^ , 

а2п — 2а° 2^^ Со8. ^+22", найденныхъ уже раньп1е англзйскими 

геометрами^) и находитъ впервые разложен1я трансцепдентныхъ 

функц1Й въ произведеигя безконечнаго числа множителей^]. 

X г 
Онъ разсватриваетъ внражен1я е^ 1р е-~* — (1+-) 



X ^ г .X 

(I — -^) приводящхяся къвидуа" ^г 2^1 при п=г, а= 1 +— 



X 

и 2=1 — —г. При верхнемъ знакФ^ крон* множителя х суще- 
ствуютъ друпе, общ1й видъ которыхъ есть 2+-^^— 2(1 --^1 

Со8. -^тс; при ннжнеиъ знак'Ь получаются множители вида: 

2хх /^ хх\ ^ 2к+1 „ . ^ 

2 Н — г^ 21 1 — -тг I Со8. — ^ — тт. Всл*дств1е оезвонеч- 

•) 1п1г<н1,. аП. 146—149, рр. 107-109. 

») 1Ыа. аП. 150-154; рр. 109-116; ор. стр. 202 прим. 1, стр. 204 
прим 3 и 4 

') Произведепя безвонечвато числа множителей были вяедены въ 
первый разъ въ апализъ Эйлеромъ> по прим'Ьру Валлиса, для нвтерпои- 
рован1я рядовъ по поводу возбуждеипяго Гольдбахомъ вопроса о нахож- 
ден1и «общаго члена» гипергеометрическаго ряда: 1^1.2,1.2.3^1.2.3.4, — 
См. Сотт, Лс, 8с. 1тр. РIв^^. I. Ш ай апп. 1728, Ре{;г. 1732 : Ве Тегпишз 
йепегаИЬиз зепегит. Апс1оге С. О. (ОоИЬ.), рр. 164—173. Сотт, Ле.8е. 1. 
Р. &й апп. 1730 е( 1731, Ре(г. 1738: Ое рго^гез810п1Ьи8 1;гап8Сеп(1епиЪпз, 
зеи (|иагит (егтш! $епега1е8 а1^еЪга1се (]ап псциепп!. Аис1. Ь. Еи1его^ рр. 
38, 39 8д(1., также письма Э. въ Г. Ре1г. 13 Ос!. 1729, Ре(;г. 8 ^ап. 1730, 
—Г. къ Э. Мозсиае 1 Вес. 1729, Согг. 1;. I, рр. (3) зс^с!. - Одновременно съ 
Эйлеромъ Дангилб Бернулли пришрлъ КЪ подобннмъ же формуламъ : см. 
письма его еъ Гольдбаху 81. Ре!. 6 ос!. 1729, 20 (31) оск. 1729, 10 поу. 
1729, Согг и П рр 325, 330—331, 333. ср. также п. Г. къ Д. Б. Мозсои 
18 поу. 1728, Согг, <;. И, рр. 273- 274.~Эйлеръ потомъ связал ъ этотъ во п- 
росъ съ интегральнымъ исчпслен1емь: Соттеш, Ас. 8с. I. Р Т. XI, а(1 
а. 1739, Ре1г. 1750, рр. 3-31: Ве Ргос[ис1Ь ех хпймиз Гас1опЬи8 огШ 
Аис^оге Ь* Еи1его, 
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^ 2к ^ 2кк1ггс ^ 2к+1 

ноЁ величины числа 1; Соя. -:-7:= 1 — — — — и Сое. — : — ^л = 

г гг г 

^ (2к+1)27Ц7: 

1 — ^^ — к-^. ; такъ^ что найденные множители приводятся 

. XX XX ^^ 4хх 

къ внражен1ямъ: ХЧ-тт: — — ~7^ ^"ь пврвомъс1уча'Ьи(6)....- •• 

(2к+1)^ „ , 

+ ^^ — ~ — 7СТС - ВО второмъ. Пренебрегая безконечно малыми 

XX 

вехнчинами происходящими отъ члена — -^^ мы легко полу- 

е^ — 0"^ 
чяиъ известное разло»ен1в функц1и к О- — Для по- 

1учен1я такого же разложенхя для ^ мы зам'Ьчаемъ^ 

. XX X* 

что эта функд1я рыражается рядомъ 1 + Т"~о"Ь 1 о о л ^^^'ч 

откуда сл'Ьдуетъ^ что ея множители должны им'Ьть видъ 

1-|-(ххх и приводимъ къ дтому виду выраженте (6) разд'Ьляя 

(2к4-1)'1пс , . 
его на ^^ : общ1й видъ множителей станетъ тогда та- 

4хх 
ки1ъ : 1 + /'1и I ^ла — •) ГД* У*^ больше не содержится без- 

лонечнаго числа г ^). Полагая х=2 у — 1 мы переходимъ къ 
къ разложен1ямъ 81п г я Соз г; при значешяхъ г соизм'Ьри- 
1ыхъ съ 1С отсюда получаются^ кроиЪ выражен1й для самаго 1г^ 
удобныя формулы для вычислешя логариемовъ тригонометри- 
ческнхъ функц1Й^). Подобнымъ же образомъ Эйлеръ находить 

разложейя для д-- — - — я другихъ, происходящихъ изъ 



') 1ыгоа. аП. 155, 156, ЬаЬ. рр. 116-118. 

1) 1Ы^. аг!.. 157, р. 118. 

*} 1Ы. АтЬ. 1ба рр. 118—119; Сар. XI; О другихъ безконечныгь 
»ыражен1яхъ д^я дугъ и синусовъ, аг1. 184- 198, ЬаЬ. рр. 141—155. -Еще 
И- Вернули сд'Ьлалъ зан'Ъчапв о беввонечнонъ числк корней уравнешя; 
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дтихъ функщй^ показательныхъ и тригонометрическяхъ внра- 
женШ ^). 

Если во второй чалтя равенства: 1-|-^4;г-|-1?2^-|-С^^+ 
Вг^+^с. = (1 + а^)(1+р^) (1+-г^)(1+8^) &с. раскрыть 
скобки и приравнять другъ другу коеффищентн при одина- 
вовыхъ степеняхъ ^г въ л'Ьвой и правой части^ то получинъ 

рядъ новыхъ равенствъ: А=^а, ^=^^^ч У!^^!^-) • • • • Д*»- 
щихъ Сумин безчисленнаго иножества безконечннхъ строкъ; изъ 
нихъ можно получить суммы рядовъ: 7=^а, ^=]2а^ В= 
]2а', .... помощью такихъ уравнешй: Р=А, ^=АР— 2В, 
К=-А^— ВР+ЗС, 8=АК-В^ + СР-4^ и т. д.^). Прила- 
гая 8ТИ соображешя къ пайденнымъ рааложешямъ функцш 

2^х +2^4 5* —93 7* +&С. — у=0. «Сшп8 вхп^ике гасЦсев, (о(а- 

йет агсиз ехЫЬеп^еа, е1<1ет вши! у ге8ропс1еп1»; см. ^оН, Вып. Ор. АNЕЬдотА 

Апа1уЫса, Ор. Отп. I. IV, N. СЫ1.~8итта1;10 вепе!. чиа(1га^огит гшр- 

госае, II, р. 20. Въ 1739 году Эйдеръ нашелъ формулу раиоаюшя тнпер- 

боли?, н кругов, синуса въ безконечныя п{)оизведен1я, суммируя эти проив- 

во 






ведетя такъ : Ьзав/ ^ Ь — -« , откуда _^« — + — п^ ,/^ , а 



/1о Ап 2 е 7Г(1а 
полагая р=^^;-^ = —1^<^^ —)^^^'\-—(у=. , откуда затъмъ легко наЯтм 

е —1 

в —1 П 1^*— 14 
ЧТО 8= ; такимъ же путемъ можно доказать что II 

2в т: У^Р * 

81П А. 710 _ 

«= ^ уг . См. въ XI том* Сотт. Лс, 8с, 1 Р. а^ат, 1739^ рр. 194—230, 

диссертащю : МеШо^пз ГасЛхз сотрп(;ап()1 ап^1оп1т зшив ас Тап^п^ев иш 
па1иг. ^иат агИГ. РгоЫ. 1, СогоИ. I -6, РгоЫ. 2, ОогоИ. 1—6, ррЛ94— 2008^^. 

') 1п1го(1, аП. 159-164, ЬаЬ, рр. 119—126. 

2) 1Ш. Сар. X : Объ употреблен1и вышенайденныхъ множителей длл 
суммовашя безконечоыхъ рядовъ, аг1. 165, 166, ЬаЬ, рр. 126-128; ср.: 
ОЬ8егиа1;10пе8 Апа1у<;1сае уапае йе СотЬшаЫошЬиб, Аис1;оге Ь. Ь'«/«г. 
Остт. Ле. 8с. I. Р. Т. ХШ, а(1 апп. 1742—43. Ре(;г. 1761, рр. 64-93. N. 
рр. 69 з^^. Вопросъ о выраж. суммъ один, стелен, корней дани. у-1я быдъ 
Р'Ьшенъ впервые А. Жираромг въ 1пуеп<:. Коиу. (ср. стр. ИЗ) ; Ньютоиъ 
далъ изв'Ьстныя возвратный формулы въ АпШга. Пп1У.; ср. ЛгЬодаИ. Са1с. 
а. Бёпу. ЗегааЬ. 1800, р. 59, 



^ « ъ 
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^ въ рядъ И произведете безконечнаго числа множи- 



телей, мы находимъ суммы обратиыосъ степеней натуральныхъ 

^"^ 1 

: М= 7г~т — , а следовательно и рядовъ: 1 + 



адселъ 



2«-1_1 
&€.= ^^^_^ М. ^). Поступая также съ разложетями другихъ 

трасдендентныхъ функц1й Эйлеръ суммируетъ еще бол*в слож- 
ння чнсловыя строки^). 

Способъ опрвд'Ьлвн1я трехчленныхъ множителей даетъ еще 
возможность находить вещественныя разложен1Я сложннхъ рац1о- 
нальныхъ дробей на прост^йпия ^), который, кром4 своего зна- 
чен1я для интегральнаго исчислешя яграютъ важную роль въ 
учеши о возвратныхъ рядахъ. Эйлеръ посвящаетъ ХШ главу 
Введенгя теор1й этихъ рядовъ *) и дал-Ье, въ глав* XVII *) 
прилагаетъ ее, сл-Ьдуя Дангилу Берну лли •), къ розысканхю кор- 
ней алгебрическихъ и даже трасцендентныхъ уравнешй. 



*) Ыго(1. кти 167—170, ЬаЬ, рр. 128—131, ср. прим. 2 на стр. 274. 

2) Ьигоа. лП. 171- 183, ^аЬ. рр. 131-141. 

•) Ыго4. Сар. XII, аП. 199-210, ЬаЬ. рр, 156-168. О равло». рац. 
др. на прост, ср. письмо Э. къ Гольдб. ВегЬ 9 Арг. 1743^ Ссгг. I I, рр' 
216-218. 

•) та. аЛ. 211-233, рр 168-187. 

*) Зи1, аге. 332-356, ЬаЬ. рр. 257-276. 

•) 1Ы<1. агк. 332 ; см. Сатт. Ас. 5с. 1тр Р. Т. Ш ас1 а. 1728, Ре*г. 
1732: ПатвОш ВшгпаиШ, ^о. Б11. ОЪаегуаИопев (1е зепеЪав с^иае Гогтап1;аг ех 
а(1(1Шопе уе1 аиЫгасиопе ^аасап^ие (егтхпогпт ее та1ио сопзедпепипт 
еЬс, рр. 86-100; 1Ыё Т. V а(1 а. 1730 еЬ 1731, Ре1;г. 1738: Вап, ВегпоиШ 
N0^(10068 <1е вециаиошЬпз, дпае ргортеЛшп^иг 1п ]п6ш1;пт, еагпт^ае 
гевоШопе рег те1110с1и1п вепегпт геспггеп1;1ит : и!; еЬ с1е иоиа вепегит 
9рес1е, рр. 63—82. Бъ ваше время этотъ вооросъ послужилъ лредметомъ 
статьи : 8аг 1ед вёг1е8 тёспггеп1ез ^ап8 1е11Г8 гаррог1;8 ауес 1ев ёдпаиопв; 
раг С.-^. Ьа4§аш. Ви11. <1. 8С. та1;Ь- 2-е 8ёпе 1;. У. 1881 ; ср. Н'Ък. истор. 
св^д. на 2й страниц'^ этой ст.; ср. еще мем. С. Влпде въ Аоа Ма^кет. 
1. У1, 1886 рр. 304 щц. 
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Поел* ири10жен1й къ алгебр*, другой областью, въ ко- 
торой помощь анали'ццчесБОй тригонометрш существенно важна^ 
является гоометрйчесБ1б вопросъ объ умножеши и д'Ьленгн уг- 
ловъ *). Уже сотецъ анализа», Вьета усмотр-Ьлъ въ теор1и уг- 
ловыхъ сЬченгй такую область, гд-Ь алгебра всего т-Ьсн-Ье со- 
прикасается съ геометр1ей, гд'Ь он'Ь, такъ сказать, переиле- 
таются между собою тончайшими нитями своихъ тканей, гд'Ь 
эти дв'Ь наука доставляютъ другъ другу безконечное разнообра- 
310 задачъ и методовъ для ихъ р'Ьшенхя *^). Въ ноиМшее вреия 
велиБ1й Гауссъ обиаружилъ въ этомъ вопросе гл7боча8Б11я 
тайнц науки о чйслахъ, и въ наши дни ученхе объ умножеши 
и д'Ьлен1и аргумента составляетъ одинъ изъ важн'Ьйшихъ от* 
д'Ьловъ теор1и всякой трансцендентной функщи^). 

Въ аналитической трйгонометрхи теор1я угловыхъ сЬчеяЦ 
въ самомъ общемъ вид'Ь имЪетъ предметомъ розыскаите соотно- 
шен1й между тригонометрическими лин1ями дугъ соизи'Ьрниыхъ, 
или сумма или разность которыхъ соизмерима съ окружностью. 



^^ 1п1гоЛ, Сар. XIV, агЬ. 234-283, ЬаЬ. рр. 187- 207. -Объ 1Стор1и 
этого вопроса см. Шйд€1. Ма1;11. \У'бге. 2 ТЬ. рр. 614—622 (АЛ. аошотек- 
пе). Аг1. 262 и 263. Ьито(1. содерж. форн71ы выражаюиця степени Соз и 81п 
прост, дуги съ оом. Соа и Зш дугъ кратныхъ ; въ доподнепге къ этикъ 
аг!;. си. иемуаръ Эйлера ЗиЪ81(1шт са1сиИ з1папт упом. въ прни. 2 на 
стр. 273. 

^) «Ёс^^^8 уего сот ша^йисИпез отпез 81п1 Ипеае^ 8арегЯс1ез, те1 
согрога^ 1аа^и8 ргорогМоппт зпрга 1;пр11са1ат, аа1; ёетат ^па(1^^р1^са■ 
1ат гаНопет ро1ез1 еззе пзиз 1п геЪиз Ьишапхз^ шв! ^о^\,^ ш 8ес11оп1Ьи8 
апртЬгпт ... — Ег^о й пет1пе Ьас^еппз а(1^пих1т туз1;епит апрт1аппт 
зесиопиш, з1Уе ас1 Ап1Ьте11са, з1уе Сгсотекгка, & ейосе!— Оа1а гсЛкяи аш- 

ди1огит с1аге гаИопет Шлгит. Еасеге Ы питегит а(1 пипигит^ {ил (три1ит йЛ ая- 

дьиить.—Рг, 7|е<ав Ьа^о^е 1п А А. Сар. УШ. Ор. Ма^Ь. вс1. 8сЬоо1еп. 
Ьщ&, Ва1. 1646. р. 12. Ср. *Ш. р. 300 (Р. V. а(1 Ап^. 8вс1. ТЬ. &««»;. 
с1ет, рег А1. Ап(1егзопит а(1 ТЬеог X): *Егдо а петьпе рггия адпИа Мрипа^ 
%ат %п АгИНтеНсп ^шия ОеотеЫЫ. рапШ^ Ляо/у^ёсв шесИопит Апди1агЫт*. Ср. 
стр. 110 И при и. 3 тамъ же. 

') « 1;гас1;а11о 1рза аЪппс1е (1ес1агаЫ<; ^иат 1п11то пехо Ьос 

аг^теп(пт спт ап1Ьте1;1са 8пЫ1та1оп соп1ипс1:ит з!!.— Се1етт рппс1р1& 
1Ьеопае . . . поп 8о1ит а(1 ГипсИопез с1гси1аге8, 86(1 раг! зпссеззп а(1 
тиНаз аИаз Гипсиопез (гапьсеп(1еи1ез аррИсаг! роззип^.. ,.*Оаи$» Охзц. аг. 
аП. 336, ТГвгЛе 1;. 1 рр. 412—413. 



г.->^ '-Х 
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Ддя развнпя этой теор1И Эйлеру послужило выражеше для 
8т.т помощью 8гп. 1^ я Соз. :^ и формула Ивана Бернулли 
для Шпд пг какъ функщи отъ 1д. г ^). КромЬ того, теорхя воз- 
вратныхъ рядовъ доставила ему зам'Ьчательныя общ1я формулы 
ря вычнблен1я суммы конечнаго числа синусовъ илв косину- 
совъ^ аргументы которыхъ составляютъ ариеметическую прогрес- 

С1ю: безконечный рядъ / ^ 8ш (а+дЬ) можегь быть разсматри- 

ваемъ какъ возвратный, 8са1а гаиоп18 котораго есть 2Соз Ь — 1^ 
и который, сл'Ьдовательно, ироисходитъ отъ разложенья дроби 

8т а Н- 2. [81П (а+ Ь) - 2 81п а. Соз Ь] Со8(а -4-Ь) 

1 — ^ — Л — Г"; при 2=1, ИЛИ — 1 — ; 

1—22. Соз Ь+22 ^ ^ 2 8ш4ь 

00 

сумма добавочнаго ряда: ^ 8ш(а+зЬ) по той же причин* 

Соз[а+(р + У,)Ь] 
есть 04* V ь *» ^ сл*довательно сумма искомаго ряда 

2) к. (а+^Ь) ео„ 8!». (. + V, .Ь) М,,. [ ■/, С + 1) Ь] 

Ф « Соз. (а + 72 пЬ) 
1очно также легко найти сумму косинусовъ - с^~1Ги 



Кром* суммъ и произведен^, еще одинъ родъ безконеч- 
ныхъ аналитйческихъ выражешй обратилъ на себя внимайте 
Эйлера — непрерывныя дроби ^). Выражешя эти могутъ быть безъ 

») /шгос^. аП. 235—257, Хоб. рр. 188—203; ср. агк. 249 и стр. 209, 
прим. 2 

2; \п1^Л. аг1;. 268—260, рр 203-204. 

^) Первыя изсл'Ьдовашя Эйлера о непрерывныхъ дробя хъ тоже на- 
ходятся какъ и изсл. о бевк. ироизв.^ въ связи съ волросоиъ объ иитер- 
П01ЯЩ1 и съ идтегральнымъ всчисюшемъ : см. Сошт. Ас Зс. I. Р. Т. IX 
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труда првведенн къ безконечнниъ рядлжъ я наобореть., гав^- ; 

стнне В1ДН рядовъ легко превращаются въ непрерывныя дробв: 

V V а Н У Ь е 1 а 

дробь ^^-у, — , -^-, — , -^, &с. ^ равна ряду: -^ - ; 



рае + тЬв + 8Ьс + р8)+ ^'^^ * Р"*'^^ А-В+С-0^ 
г, г, . V ГА в АС ВВ СЕ ^ 1. 

^:-^'+^с. дроби: [т, А=в' В=С'0=О>В=Ё' *''• ]^- 

Такъ рядъ ЖейбнЕца -г=1— 7з+7б — 7? ^- прюодитысь 
выражетю -^ =[%, 'Л, 'Л, "Л, *"Л, &с.], аш еъ дро<}1 ; 

Броункера: 4 = И-[7а, V,, "Л. "А, &С-], ■ РЯД»: «2= 
1 -72+ 7з-74+ &с. къ дроби: [>/„ 7„ «Л, %, "/„"/п&с.]'). 



ас1 апп. 1737, Ре1;г. 1744, рр. 98-137; Ве Ргас1;10п1Ъа8 Сопипшз Б188ег- 
ЬлИо, Аас1;оге ЬеопН. Еи1ег; %ЫЛ. Т. XI а<1 а. 1739, Ре<;г. 1750, рр. 82 -81 : 
Ре ^гасиошЬпз сопипша ОЪвегуаиопвв. Аис1;оге Ьвопк, Еы1еп>, О прочнхъ 
трудахъ Э. и другихъ геом. ХУШ-го в-Ька по этому предмету см. ЕЛИдй. 
Ма^Ь. А^'дг^. 3 ТЬ. рр. 85-87 (АП. КеиепЬгпсЬ). См. также письма Э. 
къ Го1ьдбаху Ре1;г. 25 поу. 1731 (разложепе интегр. д. ур. Рмккатн), Бош! 
(1. 3 1ап. 1732 (тоже), Согг, Т. I, рр. 58, 59, 62, вЗ, Вег1. 9 Ш! 1848 рр. 
240 -241, Вег1. 7 Аи^. 1845, рр. 325-326. 

') /я1г(м^. Сар. XVIII: О неарерывннхъ дробяхъ, аг1;. 856^364, 1«Ь. 
рр. 277—282; употребляемое мною обозн. н. д. не прянадлежнтъ Э. 

^) 1Ы<1. аП. 363—369 (превр. вън. д. ряда т~— "з"+"с'"" *®^" Р^" 
282-286. 

3) 1ЬЫ. лтЬ. 369, ЕхетрЬ II & I, рр. 286, 287 ; ср. стр. 147 ; ср. таме 
^VоIм Ас(а АеаЛ, 8с. 1тр. РОг. (Р^гаве. НЫ, Ши$Н. Ле.) а(1 апп. 1784, Ре(Г. 
1788: Ве Тгап8^огта1^опв зепе! сНуег^епив ^— тж+т(т-Кя)ж'— т(«-И|) 
(|11+2я)а:»4-»|(«+») (|11+^«) (»-|-3||)^* е1с. ш Ргасиопеш Сопиппат. Аас4оге 
Ь.Еи1его. Соппеп!. ехЫЬ. д. 11 ^ап. 1776. рр. 40—42: АррвяЛх. Ое^сио- 

4 

пе сопиппа Бгоппскег1апа, гд'Ь даны ряды и дроби Д1я — и /2. — Въ 

Ат%. 369. 1тго<1. ЕхетрЬ III, 1У (рр. 287-288) Э. даетъ еще дроби для 
У1 (— ^) и ]С-^ — -^ ~- Въ аЛ. 370 Грр. 288 — 290) превр. въ 

^ 1 •_ Ш — 1Л МТС 

*»+«• явш- 

П 



ПЦГ" 
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Сверхъ того непрернвння дроби составленння иаъ рац1ональ- 
ныхъ звеньевъ даютъ непосредственно, съ помощью несложнаго 
шгориоиа, простМ1П1я ращонаяьныя дроби подходящгя къ транс- 
цбядбнтнымъ и адгебряческимъ нррацхональнымъ величинамъ: 
д1щъ по&азалъ, одиеъ изъ первыхъ, что радикалы второй сте- 
пени выражаются першдическими непрерывными дробями, я что, 
обратно, эти посл'Ьдшя могутъ получаться только отъ разложе- 
И1Я корней квадратныхъ ;равнен1й^). 



Я нарочно останавливался на н'Ькоторыхъ подробностяхъ 
Ввбден1я, чтобы дать хотя бы слабое понятхе^ не только о по- 
рядк'Ь, въ которомъ авторъ развнвйетъ свои идеи, н о сущ- 

дробь Р^лъ-д-— д2+*д5с— &с»и дается въ Ехетр1. 1 и II разлож. въ Др.— 

в С» /. Въ аг1. 371 оревр. въ н. др. общ. рядъ Л — Вл + С«* — Вл^-^&с. 
(рр. 290— 292).— Въ IX тон* Стпт. Ле, 8с. /т. Р. (ср. прим. 3 къ стр. 283) 



3 

Эйдеръ раэ1аг. въ неир. др. « и У* (§ 21, рр. 120, 121), 



2 



'^\ (§ 22 рр. 121, 122), ^у"^^ ^Р" ^^^ § 30) и в "^ (рр. 131, 132, 



е'^1 



§30). 

«) Ыго<1. аП. 374-380, ЬаЬ. рр. 292—298, Сотт. Ас, 8е, Т. Р. Т. IX 
§§ 18, 19, рр. 115—120. Сумковаше пер1од. непр, дробей посредст. квадр. 
уравнев1й было дано Я. Сондерсонолв въ его «Началахъ Алгебры» опубл. 
|п» 1740 г. т. е. за 4 года до выхода въ св*тъ Эйлерова Мемуара ; ср. 
1фнм. 3 на стр. 247. -Аг!. 381, 382 (рр. 298—304) Iп(^о(^. посвящены при- 
гож, н. др. къ Ариометик']^ — зд']Ьсь даны разложев1я приближ. вначешй 

V А -2~) ^ продолжит, въ доляхъ сутокъ средн. солнечн. года. Въ до* 

шцнеше къ этой элементарной теор1и н. др. см. еще дв1} статьи пом'Ьщ. 
п <ЬеояД<1Г(^ Е^иеп Оризси1а Апа1у11са» Ь- II Ре^г. 1785: Ое 1;гап8Г зег. 
ш Гг. сопк. иЫ Ьаес11Ьеопа поп тесИосгкег агар1Шса1;иг, рр. 138—177 и 
ЗиштаИо 6*. соп1. С1]1а8 1пс11сез рго^г- аг1(;Ьт. сопзМ1иип1;, ^пт пит. отп. 
зип* ппИ^а^ез в1с. (въ доп. къ статьи о н. д. въ IX Т. Сотт. Ас. 8с. I. Р.), 
рр. 217^239. /. Я. ЬатЬсп. Веу1;гйде 2. аеЬгаисЬе а. Ма1Ьета1;1к ипд 
(1. Ап^епйипв. 2^еу1ег ТЬеИ Егз*. АЪасЬп. Вей. 1770 : Ш. Уег\^апШппй 
(1. ВгисЬе, рр. 54—132 ; V. Уог1йп%е Кепп^тззе Гйг (Не, во Ше ^иа(^га- 
1ог йпд Весй&са1;10п <!. С1гсп18 засЬеп. рр. 140- 169. 
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ностй этихъ идей^ но и объ удивительиотъ изяществ*, простот* 
и сил* его Аналитяческаго Метода й той смелости я р'Ьрен- 
пости^ съ которыми онъ имъ пользуется. Это характерныя общ1я 
черты Эйлерова математическаго ген1я^ которыя обращаютъ на 
себя внииан1е во вс*хъ его работахъ*). — Чтобы покончить съ 
первой книгой разобраннаго нами трактата^ мн'Ь остается еще 
упомянуть о двухъ ея главахъ XV и XVI ^), которыя не со- 
держатъ въ себ** непосредственно дальн'Ьйшаго развит1я учен1я 
о функц1Я1ъ: въ XV глав* Эйлеръ разсматриваетъ ряды про- 
исходящ1в изъ н'Ькоторыхъ безконечныхъ произведбН1й, посй- 
довательные множители которыхъ содержать въ себ* вс* поел!* 
довательння первоначальния числа — каждый по одному^); зд'Ьсь 

даетъ онъ равенство: П 1 = / ^^а" ]р=2,3,5ЛП1 ••' 

) р 

0=1,2,3,4,5,6,7,. .. [*^, изъ котораго впосл'Ьдствш Риманш. 

вывелъ законъ просшыхъ чиселъ^). Въ XVI глав* Эйлеръ го- 



•; « . . & Гоп пе роигга з'етрбсЬег с[е гейаг(1ег сотте Гоиуга^е 
(1е М. Еи1ег, 1а геУо1и!;10п, 4п1 а геп(1и Гапа1у8е а18ёЬп4ие ипе шё1Ьо(1о 
кпцпеиве 11П1Уег8е11е, аррИсаЫе а ЬотЬ & тбте ГасИе» Сопйогсеь^ 'Е1оёе 
(1е М- Е. 1п81. с. с1Ш. Т1с. 1787 р. XVII (I. I). Ор- НапЫ. Вхе Еп^. а. 
М. 111 (I. 1е12<;. I. рр. 16-17. 

2) Сар. XV: О рядахъ происходящнхъ отъ разложешя произведешй. 
аг!. 261—296, Ьаб. рр 206-233; Сар. XVI: Ве рагиНопе пптегогат, 
ан. 297—331, ЬаЬ. рр. 234—256. См. также ОЬзегу. Ап. V ё. СотЫп. С«тт. 
Ас. 8с I. ?. Т. ХШ (1741-43) Р. 1751 рр. 69 8^^. 

3) Ы(го(1. аП 274—295, рр. 210-233. 
•) 1Ыа. аП. 273, 274, р. 210 

*) иеЬегй. АпгаЫ (1ег РпниаЫеи ип1;еге. ^^деЬеаеп Сггдвзе. Мопа^5- 
Ьег. (1. Вег1 Ак. Коу. 1859, В. Кметамш ^68. гааНь \Vегке. Ьрг. 1876, VII 
рр. 136 — 144. Изсл'Ьдовапе Риилнновой аналитической функщи ; (<^ — 

1 \^ ^ 

[] ^ — «= 7 9 послужию недавно предметомъ интересной работы : 

Р 
'Е^ийе 8иг 1ез ргорг. дез Гопск. епиёгез еЬ еп рагк. й'ппе Г. сопвИёгёе рат 

Шешапп; раг М. ^. 1ШатаЫ. ^оигп й. та1Ь. р. е! а. 4-те 8ёг 1. 9, рр. 171 8(Н- - 

Интересно зам'Ьтить, что еще въ 1810 году Вессель ннсалъ Гауссу о 31^- 

кон^ простыхъ чиселъ : — «^епп Мешапдеп 1п (1ег МаШетаИк ехш^ез 



\ 
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воритъ О ршложен1в въ рады <>е31[онеч11ыхъ провзввАетй к^яо 
торыхъ простМшихъ фулкц!!! : Есое4)фни.шнты ра»лохен1Й даютг 
р'Ьтен!» нвтерцсной задаче о раяд'Ьлен1в чяселъ '(^(1ц ра1'(!ио11и 
витвгошт) '); въатой теор1И можно вяд-Ьтц тдкшъ обраадиъ, 
арплохеще метода^ оказавлагося 1:110СЛ'Ьдств1В столь иолизяымъ 
прв р-Ьшив!» лругвхъ чвслоиыхъ аощосачъ —метода произво- 
оящихг фуикцгй *). 



Во второй квягЬ своего трактата ЭНлеръ развинаетъ, раз- 
счатривая ихъ съ тояки зр^н1я Т(:ор1в функщй, основный Еден 
гео1етр1н Декарта. 



С1ен1сЫ ЬаЦеп, зоп11г|1с(]1вте1п1);е<1еп 2иааштепЬа11§<1игсЬ (Не Ьекапп^с 

«1с. васЬеп»- 

') •.. ргоЫета Ьос поп 1пе1екапз 1|110(1 тПй а У1го с1аг. Нац- 
||аео ргороб1);ит Ил зе ||аЬе1; «Овйп1ге, чиоС Vаг^^з то(]1з йаШ* ппгаеп» 
ртси1|]с1 ^аеа^ ех а(1(1июпе а11111101 пишегогиш 1п1е9Г0ги[11 ш1ег ае 1пе(]па- 
11ит; ^аогиш пишегив 11вСиг>. 'ОЬяегу. апа1. <1е СошЬ. & Ь. Еаиго. 
^ 1!) р- 79. Лальи1:Вшее рязвит1е этой теор]||Д11Ц0 ЭЙ4|еро11Ъ11ъ Ноу. Сотш. 
Лс 8с. I. Р. I П1 ас1 а. 1760 в! 1751 Р. 1753 Ое раП. ппшегогит, рр 
125-169, 5шпт. рр. 15-18; ^». Сотв. I. XIV а.А а. 1759, Рага рпог Р, 
ПТО. Ое раг(. пит. 1п рагСев Сат пигаего ^иаш зрес1е (1аСаз. Аис1. ^, 
{:>/<п1, рр. 11]8- 187, Яитш. рр. 20— 22. — Берднвспй арофессоръ РШ. К«ши, 
■атематнЕЪ и борословъ род. въМетд* 1654 -ун. пъ Перл. 1729. 

'*Такъ 11(Ц-1')есгь ироизнолящаяфункшл числа у, , р'Ьгпающаго воп- 
просъоюмъ, ^поС уагп» ти(1]8п<1шеп1В > рго(1|1С1 1). ех а- а. п- ИШегаейпе- 
<|Ш>11от ( 1п1го11. аг1. 32^}. И^ен теор1и ароизяо1)ящи.1я фукнет иряа&ичжатъ 
.(ляпису, воторый взложнлъ ее впервые въме1|у<1р1; ^иг 1«м «.и» иредставл. 

ПарввСВ ЛК- [I. въ 1779 году, а ЗаГЁНЪ въ 1 об части Лнилитачесхой 

Тмртв варояткост^й ВЪ 1812 Г. ; СИ. Шв!. йе ГАс. к. а. 8. Апп- 1779 Ау. 
1м Мйт. йе М. & де РЬ р 1а гобше а. Рапз 1782 рр. 207 е1 зп1у.— 
ГЬёопе ап. й- РгоЬ. раг М. и Мап/ий ие Ьар!асе. 3-е ей. геу. е1 аи^ш- раг 
1'ап1епг. Рат 1820 рр. 3- 87.— Ср. Ьаегоа. Тт. й. с, й. е1 й, с. 1. I. Ш, 

р. 466 в. о ЛаибертовоЙ функщи У -^— , производящей числа делителей 

ланн. чнсл. (ЬатЬвп. АлЫце г. АгсЫЬесЮа!!!. К|ка 1771). 
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I 

I 

I < Лерем'Ьпное количестпо»^ говоритъ онъ^ «есть величина^ 

ра:}снатривае1нг1я во всей своей об111,ности^ заключающая въ себ1) 
ВС* опред'Ьденння значетя; — въ геометр1и неопределенная пря- 
мая^ на которой можно брать как1я угодно части^ ям^юния оп- 
рвд4леннул) величину, даетъ нашему уму тоже представлен1е о 
величин-Ь, какъ и переменное количество, по скольку оно остается 
вещественнымъ^ и потому можетъ хорошо служить для его язоб- 
ражешя. Опрел.'Ьленные отрезки прямой или абсциссы, считае- 
мые отъ данной начальной точки, представляютъ пропордталь- 
ныя имъ определенныл вещественный величины, заключенпыя въ 
перем4нномъ количеств* о?» ^). Каждому значешю переи4ннаго 
соотв'Ьтствуетъ одно положеше конечной точки отрезка, и нао- 
боротъ, каждому положен1ю этой точки отв-Ьчаетъ одна опреде- 
ленная величина переменной. Росту или убыли переменной со- 
ответствуетъ ростъ или убыль отрезка : прибавлен1ю положит(цгь- 
ныхъ или отрицательныхъ величинъ въ анализе соответствуетъ въ 
геоиетр1и передвиженге конечной точки отре'ё^ка, изображающаго 
слагающуюся съ ними величину, — въ ту или другую сторону ; 
чистыя отрицательный величины представляются поэтому отрез- 
ками, растущими отъ общей начальной точки въ сторону про- 
тивоположную направлешю роста абсолютныхъ или положитель- 
ныхъ величинъ^). 

Такъ какъ функщя переменнаго х есть сама переменное 
количество — у — , то и ее можно изобразить геометрически от- 
резками прямой. Чтобы связать между собою изображешя функ- 
щи съ изображешями переменной, отрезки представляющге зна- 
чен1я функц1и у прикладываются къ конечнымъ точкамъ соот- 
ветствующихъ абсциссъ перпендикулярно къ лин1й или оси х-въ 
въ ту или другую ея сторону смотря по тому, положительны 
они или отрицательны. Бонечныя точки приложенныхъ ли- 



'; /|||го<^. ЫЬ. II, Сар. I, аЛ. 1, 2, ЬаЬ. рр. 1-2. 
>) 1Ы11. лП. 3, р. 2. 
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Н1Й') даютъ таки^ъ образоиъ геонетрическов и'Ьсто иди крнвую^ 
характеризующую конкретно взаимную зависшость совм'Ьстннхъ 
веществен нн1Ъ звачен1й двухъ переи^ниыхъ связанннхъ дан- 
нымъ аналитическииъ унавнеихеиъ ^ . 

«Миопя кривыя лиши», говоритъ Эйлеръ^ «можно они- 
сать непрерывнымъ движеяхеиъ точки^ представляющвмъ наг- 
лядно кривую лишю во всей ея полногЬ; мы будемъ однако^ 
разсматривать крйвыя главннмъ образомъ какъ происходявая 
отъ изобрахен1Я функщй; эта точка зр'Ьи1я — и бол'Ье общая и 
бол4е пригодна для изучен1я кривыхъ путемъ аналитическаго 
исчислешя»^). Произвольно данная кривая лин1я можетъ всегда 
быть разсматриваема какъ изображающая известную завнсй- 
юсть между двумя перем'Ьнными^ и сл^Ьдовательно всегда можно 
разсматривать приложенную лишю или ординату какъ некото- 
рую функцш (въ общемъ значен1и этого слова) отъ абсциссы. 
Цо не всякая лин1я изображаетъ на всемъ своемъ протяженш 
одн}' и туже аналитическую функц1ю ; кривыя обладающ1я этимъ 
свобствомъ Эйлеръ назнваетъ непрерывными (1. сопИпцае)»^). 
<Въ геометрш йдетъ р'Ьчь главнымъ образомъ о непрерывныхъ 
крнвыхъ^ и можно показать^ что кривыя описанный механически 
однообразннмъ движешемъ по изв'Ьстному постоянному закону^ 



V) Эй1еръ употребляетъ осегда терминъ «аррИса^а» для обозначеюя 
одной изъ кординатъ; «ординатами» И1И «хордами» онъ называетъ пря. 
мыл стягнваю|д1я дуги кривыхъ, ср. ЬаЬ, 1. П р. 5 я. 

•) /м1го(/. ЫЬ. II, агк. 4—7, 11, 12, ЬаЬ, рр. 2—4, 6—6. — Интересно 
сравнить Эйлерово изложен1е принципа воординатъ съ теор1ей среднев'Ь- 
ковшъ математиБОвъ къ которой оно ближе всего подходить ; см. напр. 
въ стать* Сигш въ2в1е8сЬг. I М. & РЬЛаЬгй. 13, 1868,*8ирр1. рр.94,9б 
воложенхя И. Орема (ср. стр. 95): Ве 1а1;11и(11ие ^гтагит та8181п №со1а5[ 
Погеа. Р. 2. ЬаИ^ийо рег й^игав ееоте^псаз, Сар. 2. ВиррозНа (ТЬогп, 
^угапа81а1ЫЪиЬк Напйзскг. В. 4'' 2. рр. 198—206 ; ср. В. та1Ь. ЗсЬг. йез 
N. О. V. Мах. Сигие Вег1. 1870, рр. 9—13; М, СаШог. ОезсЬ. (1. М. Ь. II, 
Ьрг. 1892, рр. 111, 117—120; о Лейбнице и схоласт, матем. см. Ы, е. въ 
прим. 2 къ стран. 2?5. 

") Ьаго<1. ЫЬ. П аП. 8, ЬаЬ, р. 4. 

•) 1ЫН, а г!.. 9. Ср. и, с. пъ прим. 3 на стр. 259. 

т. ХУ1. Зап. Мат. Отд. 3 
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110Г}'тъ быть выражены одной функщей и поэтому непрерывны» ^) — 
Сообразно съ двояБииъ разд'Ьленхеиъ выражающихъ ихъ функ- 
щй непрерывныя линш бываютъ амебрическгши и трансцен- 
дентными : ^) при изм'Ьнеши положенхя оси х — въ относительно 
неподвижной кривой^ изображаемая ею функц1я и'Ьняетъ свою 
фориу или даже уступаетъ м-Ьсто другой функцги ; каждая кри- 
вая изображаетъ такимъ образомъ безчисленное множество функ- 
пШ у^ который всЬ могутъ быть получены со своими перен'Ьнннвя 
X изъ одной пары х^^ у^ посредство мъ группы простыгь линей- 
ныхъ замЪщепгй съ детерминантоиъ 1 ; алгебрическая функшя 
при этомъ не можетъ перейти въ трансцендентную и наобороть: 
кром<Ь того^ степень уравнен1Я опредФляющаго алгебрическую 
функц1Ю не изм'Ьняется и показатель ея можетъ поэтому ха- 
рактеризовать въ йзв'Ьстной м^Ьр'Ь геометрическую природу ал- 
гебрической кривой^); онъ выражаетъ принадлежность ея къ 
тому или другому порядку. Лин1и перваго порядка — прямыя^\ 
Лин1и внсшихъ порядковъ выражаются вообще многозначными 
функщямя и, сообразно съ этимъ^ состоятъ изъ н'Ьсколькжхъ 
в'Ьтвей входящихъ другъ въ друга^ или не имЪющихъ между 
собою вещественной связи; изучеше этихъ в'Ьтвей, ихъ хода и 



^) 1п»гоЛ. аг1;. 10, ЬаЬ. р. 4. — См. исторхю вопроса о механич. опн- 
сан1и кривыхъ у Шаля: Арег^п Ъ181;ог. рр. 100 — 101, 146, 146, 150, 151, 
336 ; Г1авн'Ёйш1Я относ, сюда сочинен1я : СагаЦеН. Бхегс1(. деот. 1647, 
Ехегс. 6, ^, 1>в \7Ш, Е1етеп(а сатуагпт Ипеагат. Е^. Р. а ЗеНооШ. Ашз!. 
1683, также въ лрид. къ Геом. Декарта е(1. Р. а 8сЪ. 1683, П рр. 159— 
340, /. N€и>ит, Епит. Цп. 3 ог<1., VI. Ве сигу, ёезсг. ог§;ашс&. Саи. 1. 1 рр. 
265 8ЧЧ. С. МаЫаипп. СгвошеШа ог^ашса 81Уе (1е8СпрЪ]о Ипеапит спгуашш 
ип1Уег8а118. Ьоп<1. 1720. ВгмкепгЫдш, Ехегс11а(10 Оеоте<;пае ^е с1е8спр1юпе 
Цц. спгуагпш. 1733; также РШ. Ттапш. 1735. 

а) 1тго4, Ь. II, аП. 15, ЬаЬ. рр. 6 — 7 ; ср. ЛеиЛш. Епшп. Ыпвапт 
тгбт»^ 1. с. р. 248, ЬвмЬтя, стр. 184. 

*) 1тго€1. Ь. II, аг1. 46 ; Сар. П : о преобразоваши воординатъ, аг(. 
23—46, ЬаЬ, рр. 10—22 ; Сар. Ш : О разд'Ёюнзи алгебричесвихъ кривыхъ 
^нн^й на порядки, аг(. 47 8^^., рр. 22 зчд. 

•) 1Ы(1. аП. 52, 53, рр. 24, 25, NеV>^, 1. с 247; ср. стр. 125. О лн. 
шяхъ соетавныхб СМ. 1тг. аг1. 61—^5, рр. 28—31, ср. аг!;. 95 Ь. I и прнк. 6 
къ стр. 267. 
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расположеЕ1я^ ихъ пересЪчешй съ другими линхяни и сопри- 
Еосновешя съ просгЬйшини лия1яии въ безБонечностя или на 
безкоябчно-иаломъ протяженхи — въ зависимости отъ различ- 
наго вида уравнен1я кривой — приводитъ къ открыт1Ю зам*- 
чательинхъ характериыхъ свойствъ непрернвныхъ и иравиль- 
ннхъ кривнхъ, отличающихъ ихъ отъ ЛИН1Й иеиравильннхъ и 
прерывинхъ ^). 



•) ЬФгоё. Ь. и. аг!. 22, ЬаЬ. р. 10; см. (Ш, аП. 16—22, рр. 7-10, 

Сар. IV : о мавныхъ свойствахъ каждаго порядка вривыхъ 1ин1й, аг^. 

66—84, рр. 31— 39—(объ одред'Ьдетяхъ крив. данн. пор. проход, черезъ 

данн. точен) Сар. У: о крив. 2-го пор. лН. 85—130 я Сар. VI: о под- 

разд-к!. кр. 2-го п. на роды, аг<;. 131-165, рр. 39—79, Сар. VII — о ро- 

зысванш безконечныхъ в'Ьтвей, аг1; 166— 197, Сар. УШ'-объ асимптотахъ, 

аП. 198—218, рр. 79—108, Сар. IX — о подразд*1вН1и крив. 3-го пор. на 

виды (8рес1е8), аг^. 219—233, Сар. IX — о т^и^вныxъ свойствахъ вр. З-го 

дор., агЬ. 239—259, рр. 108 — 133 (16 вндовъ вр. 3-го пор. соотв'Ьтств. 72 

видамъ Ньютона ; Эйлеръ разл. 4 гдавн. случая : когда въ высш. однор. 

член^ у-1я, 1) одинъ вещ. дин. множ., 2) вс^ 3 множ. вещ., 3) два множ. 

равны м. с.^ 4) всЬ три множ. равны м, соб.; сообразно съ этимъ полу- 

А 
чаются виды: 1) 1в:— одна асимптота природа вот. опред. ур. и =8— ,2в.:— 

Л АЛ 

1 аснмпт. «в»-]^-; 2) 3 видъ : 3 аснмпт. и =— , 4в.:— 2 ас. и «=— » 

одна и в — -, 5в.:— 3 ас. и =— т-; 3) 6в.:— 1 ас и =— , и одна ии^^А^^ 

Тв.:—! ас. ^^^"^ и одна парабодичесвая вида иия=Ай^ 8в.:— 1 ас. вида 

« =* — , 9в.— 1 ас. «—-^1 10в.:— 1 ас. »«=— н 2 друг, парадд. м. с. 

« «а — , Ив.:— 1 ас. ^^~7Г и 2 парадд. м, с. вида ив-—, 12в.:-1 ас. 

и = — ^ и одна вида «и =-7-^ 13в.:— 1 ас- •*^-^ и другая «ив — —, 
4) 14в.: — одна единств, ас. парабодичесвая вида и^^ Ап^ 15в.: — 1 пар. 

ас. «11=^11 и одна прямодинейная вида ^'^=^-г и ось парабоды параддедьна 

прямодияейной асимптоте, 16в. : одна ас парабод. вида и^» ^И), Сар. 
XI: о дин1яхъ 4 пор., агк. 260—271, рр. 133—144 (146 родовъ вр. 4пор.), 
Сар. ХП— о фигуре вривыхъ дин1й, аг1;. 272— 284, Сар. ХШ— о свойствахъ 
вривыхъ ДИН1Й аг1;. 285—303, рр. 145—161 (аг1;. 282— перес. в'Ётвей, врат- 
жыя точви, аг^. 288 8^^.— васательныя, аП;. 296 — сопряж. точва) Сар. XIV 
—О вривизн^ вр. дин., аг1. 304—335, рр. 162 — 177, Сар. XV--о врив. 
им-Ьющ. одинъ иди н^св. дааметровъ, аг!;. 336 — 363, рр. 1/8 — 191, Сар. 



^ 
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ТаБовы основный полохешя второй книги Эйдерова Ввв- 
ден1я, представляющей изъ себя первую полную систе1иу настоящей 
Аналитической Геометрги. — Въ приложети къ Введве11о, 
Эйлеръ распространилъ эти положел1я на геомотрхю трехъ на- 
м'Ьрен1й и нзсл'Ьдовалъ впервые уравнен1е съ тремя перем'Ьн- 
ными, выражающее собою кривыя поверхности втораго по- 
рядка '). 

ПослЪ Декарта^ открывшаго путь къ систеиатическому 
приложешю алгебрическаго анализа къ геометр1и ^), Валлиса 
и Лопиталя^ которые изложили Аналитическую Геометр1ю ко- 
ническихъ сЬчешй^)^ первый значительный шагъ въ этой об- 
ласти былъ сд^ланъ безсмертнымъ Ньютономъ. Въ 1704 году 
онъ издалъ^ въ прибавлеши къ своей «Оптик'Ь»^ небольшой 
трактатъ: «Епитвга1;10 Ыпеагит ТегШ ОгсИше»*), гд* изло- 
жилъ принципы классификащи алгебрическихъ кривыхъ вообще 



XVI— о спос. нахожд. крив, по кбвот. свойств, ординатъ, аП. 364—390^ 
Сар. XVII -о спос. нах. крив, по друг, свойствамъ, аг*, 391 — 434, рр. 
191—232 (аг!;. 392 здч-— подлрныя координаты, 416, 417— конхоиды), Сар. 
XVII--о подоб1и и родств* крив. лин1й, агЬ. 435—456, рр. 232—244 (аП. 
437— параметры) Сар. XIX— о пересЬчеши кривыхъ, аг!;. 457 — 485, Сар. 
XX— о построеи1и уравнешй, аг1;. 486-505, рр. 245—286 (аП. 483-485- 
изложете знаиенитаго Эйлерова способа искдючешя неизв. нзъ двухъ 
уравнен1й). 

>) Iп^^о<^, Ь. II.— Краттй трактатъ о поверхностяхъ Сар. I, II - о 
нов. вообще, Сар. Ш о цилиндр., конич. и сфер. сЬчен., Сар. IV— о преоб. 
коорд., Сар. ^'— о кр. нов. 2-го пор., Сар. ^'1 — о пересЬч. 2 поверхн.. 
ЬаЬ. Ь. II рр. 325 — 403 ; ср. стр. 289. 1тгоё. Ь. II агЬ. 8. Ска$1ы Ар. Ь. 
рр. 152—153. 

*) См. стр. 120 и ел* д. 

') ТГа//|в. ТгасШпз (1е 8есиоп1Ьи8 соп1с1з поуа те(110(1о ехро81Мз, Ор. 
тагЬ. и 1 рр. 291—354, ср. СаШог. Уог1. 1. П, р. 748, Скаши», Ар. Ь. Р 
126. Ь*Но9р*Ш, Тга1<;ё апа^уЬ^^ие (1е8 зесиопа сошдиез. 1707 (посмертное 
изд.); ср. СНаши$, Ар. Ь. рр. 127, 171. 

•) Орише. ей. Сазе. 1. I ор. IV, рр. 247-270; ср. |6«</. Ргае&И. р. VII 
СА(Ые#. Ар. Ь. рр. 144—146, МаПв, Н. (1. 8С. т. 1, V, рр. 219-225: «Се1 
опуга^е йе Ке\И;оп 681; рагГаИ;; 11 деугаН ёЬте с1а881д11е е! ез1; & ре1пе соппи». 
1Ш. р. 219. 
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И прилохеше йхъ къ кривымъ третьяго порядка^). Въ 1840 
году аббатъ Ве Оиа йе МаЬез^ следуя за Ньютономъ при- 
дожнлъ Анализъ Декарта къ алгебрическииъ кривымъ всЬхъ 
иорядковъ^). Эйлеръ^ съ своей стороны^ далъ во сВведенш» 
полную классификащю кривнхъ второй^ третьей и четвертой 
степеней и изло&илъ основан1я для изучешя вс^Ьхъ алгебри- 
ческихъ кривыхъ высшихъ порядковъ независимо отъ иетодовъ 
аббата Ое Оиа и безъ посредства высшаго анализа^). Нако- 
нецъ, въ 1750 году ОаЬгге1 Сгатег посвятилъ теор1И алгеб- 
рическихъ кривыхъ особое, зам-Ьчательное сочинеше*), послу- 
жившее главнымъ основан1еиъ всЬхъ позднМшихъ изыскашй 
въ этой важной области Геометрш^). 

Главнымъ предметомъ теор1и алгебрическихъ кривыхъ 
служить, по мысли Ньютона, изучен1е ихъ особенныхъ точекъ и 
прежде всего — безконечно-удаленныхъ (если так1я точки суще- 



*) о сочинен1яхъ которыя быди написаны въ доподнеше и объясне- 

Ше Ньютонова трактата {ЗИгИпд^ МаЫаигЫ^ 1^$со1е^ Вгаде1одпе) СМ. СавИПоп 

1. с, €На$1еш^ Ар. Ь. рр. 146 8ШУ ., 151—152. Вообще объ Истор1и учешя о 
кривыхъ дишяхъ въ разом, эпоху см. въ особенности МоЫис1а Н (I- М. I. 
Ш рр. 63-102, РаП. V Ыуге 1, ГШ. 

') 11$аде Ле 1*ала1у»е <и ВешсаНеш роит Л^сои^ггг »апш и »есоиг$ Ли 
са1Ы 81]^ёгетге1 1е9 ргорНёи^ <1в$ Идпем дёотИщилш </в и>ги 1ы оЫге», 
Рап8 1740. О Ве аиа (1712—1722) см. Мапе. Н. й. зс т. к. УШ, рр. 
136-138. Ср. СкЫем Ар. Ь. р. 152; методъ Бе (хиа быдъ см'Ьгнаиный, на- 
сколько можно судить по сювамъ Шаля ; въ сожад'Ьшю ме^ не удаюсь 
самому вид'бть книги Бе Сгпа. 

*) Кром'Ь Введешя Эйлеръ посвятилъ общей теорш кривыхъ только 
два мемуара пом'Ьщенныхъ въ М^. ее 1*Ле. г. 4, «е. (1е ВегИп^ (. IV 1748, 
рр. 219 8ЧЧ., 234 8^^.: 8иг опе соп(га(11с(10п аррагеп1:е с1ап8 1а (1ос1ппе 
(1е8 Цдпез сопгЬез (о члсл^ точекъ пересбчетя двухъ кривыхъ одного и 
того же порядка) и Бёто1181;га1;1оп зпг 1в потЬге (1е8 ро1п1;8 ой (1епх И^пез 
(1'вп огйге двекопчие реиуеп! зе соирег (ср. •ЬШ. I, XX, 1764 : КоиуеИе 
тёШо(1е (1 ё11тшег 1е8 днапШёз 1псоп1те8 (1ез ёчоаНопз, р. 91). 

*) 1п1го(1исиоп а ГАпа1у8е (1ез П^пез соигЬез а1§ёЬ^^^ие8 раг ОаЬпе1 
Огатег. А Обпёуе, МБССЬ. О Крамер* (1704—1752) см. Мапе Н. ё. М. 
1. VIи рр. 37-39. 

») Ска$1еш. Ар. Ь. р. 163. 0. 8а1т(т. Я'щ\1ет р1апе сигусз, аП. 55 [Тга1- 
1ё йе дёот. апа1. (сопгЬез ркпез) е1с. о. и&й. йе Гап^1 раг О. СНетп^ 
Рапе 1884, р. 61> 
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ствуютъ на кривой)^ въ которнхъ хотя бы одна нзъ пряиоди- 
нейннхъ коордияатъ безконечно велика. Если кривая им:Ьет*ь 
бевконечную в^твь, то нужно различать два случая: направле- 
ше этой вЪтви при удаленхи въ безконечность мохетъ не и«1ть 
пред'Ьла или иожетъ стремиться къ опред'Ьленнону пред'Ьльноиу 
иаправлен1ю. Въ первомъ случа'Ь безконечная вЪтвь кривой— 
параболическая ^\ во второхъ — у разсматриваеиой лити есть 
цряиолинейная асимптота и мы ииФемъ дЪло^ по вырахешю 
Ньютона, съ гиперболической в'Ьтвью кривой. Чтобн еще ближе 
определить природу безконечной в'Ьтви нужно найти ближе всего 
подходящую къ ней асимптоту — простЪйшаго вида гипербо- 
лическую или параболическую кривую^ имеющую съ данной 
В'Ьтвью въ безконечно-удаленной точк'Ь соприкосновен1е наи- 
внсшаго порядка ^). Такого рода сравненхе кривой съ простей- 
шими важно не только при изучети ея безконечныхъ ветвей: 
оно даетъ наилучшее представленхе о ходе ея въ отдельннхъ 
нориальнЕ[хъ частяхъ и доставляетъ средства для изучешя ея 
характера вблизи конечныхъ особенннхъ точекъ^). Въ аналн- 



*) Сн. N€10(011. Бппт. 11^ 5. /)в ОгиЫЬив Н^/регЬоиЫш, ^ РагаЬоиЫм^ ^ 
лсгыт р1ади, Ор. I, р. 250. «РагаЬо1ат ^ао^ае сопюедгеяиет^ Лпегдтиет^ егип- 
Ьш еоЫгагШ ргамШат^ еплЫ/огтет (т. е. дпае соп111^а1ат (1еси88а<;), по<1а1;ат 
(т. е. ^иае зегрзат (1еси88а1 1п огЪет ге(1епп(1о), сишрОагат (т. е. сшоз 
рагЪев (1иае 1п Апрт1о соп1ас^и8 сопсиггаи!; е( 1Ы (епшпап^пг) /имЫо^ат 
(т. е. ^иае соп^а^а^аш ЬаЪе!; Оуа1ет шЗп11ё рагуахп, 1(1 ез^^ Рппсипп) ^ 
рыгат (т. е. 1яшедд. овала, узла, заострен1я и сопр. точки) аот^паЪшпз». 

1&|'с^. Ш, Ийт%па /огтагит^ р. 253. Сгатег. 1п1Г0(1. СЬар. УШ, Вев Ьгапекем 
|'||Дт'« (1е9 СоитЬеш^ аг1;. 123—129, рр. 223—230. 

*) 1^ви)и»л 1. с. рр. 250. 252—253; гиперболы 3-то порядка бЕ1ваютъ 

Т^ХЪ Хе форМЪ каКЪ и параболы и еще •шсгф^е, ексытшсгрии^ ептЬы» 
еопЛгагш ргае(1Иай^ с(тсНои1аи$^ стдшпеае^ СНОТрЯ потому какъ ОН'Ё раСПОДО- 

хены по отиошешю въ своимъ прямол. ассимптотамъ. Сгатег. 1. с. аг1 
118 ^ 122, рр. 219 — 223 ; ср. еще прим. 1 на стр. 291. О вриволинев- 
ныхъ ассимптотахъ см. Еи1ег, 1п1гос1. Ь. II аг*. 218, рр. ХОТ—КВ; Сгатег. 
1. с. аг(;. 132—134^ рр. 232—237 *, а тавже ниже о теор1и ан. ф. Лагранжа. 
") Ср. СНЫеш 1. с. въ прим. 2 на стр. 293. (Бе б^па). Н'Ькоторыя 
особенный точки изсл'Ьдованы уже Лопиталемъ : см. Апа1, 4$ 9ц/, р, рр. 
42, 43, 5'.) (БёГ. II р. с1Чп11ех10п еЬ (1е геЪгоиввешеп!;), 60 8ШУ., 102, 103, 
165-166, Уаггдпоп. Ес1а1ГС188. рр. 30-34, 39 8ШУ., 58, 59, 94; ср. -ЕЛг. 
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твческой геометр!!! этотъ методъ сравнешя приводить къ за- 
в'Ьн'Ь данной аналитической функщв^ вблизи изв'Ьстнаго значе- 
шя переп^нной^ другой^ подходящей къ ней функц1ей просгЬй- 
шаго вида^); такой методъ изучен1л кривой ииЪетъ то преи- 
мущество^ что функц1я эта^ опред'Ьляя аналитимешй харак- 
теръ кривой въ данной области^ выражаетъ такхя его черты^ 
который иногда остаются невидимыми въ д'Ьйствительной лишй^ 
но позволяютъ соединять въ одну группу особенности различ- 
наго конкретнаго характера ^). Подходящую функщю можно 



1п1;го^. Ь. П аН. 319 (точк. перег.), лП. 332, 333 (точки возврата); о Ло- 
интаювнхъ точкахъ возврата 2-го рода, возможность существовашя во- 
горыхъ отрнцадъ Бе Оиа, см. кром^ аг1. 333 1тг. Ь. П. Эйлера еще его 
эаи-Ьтву въ М4т. Лл ВегНп I. У 17:19: 8пг 1е ро1п1; (1е геЪгоазвешеп! йе 1а 
аесопбе еврёсе (1е Мг. 1е Магчо18 с1е ГНбриа!, р. 203, также В'ЛитЬ^гг. 
I. П й§</. 1746, р. 186, Огатег, 1п1г. рр. 572 8и1У. — Теор1я всЬхъ особен- 
ныхъ точекъ а1г. крявыхъ вообще и жратнмхъ точекъ въ особенности под- 
робно разнята у Крамера : СЬ. X. Ве» ро9га$ йтдиНетш: РокЦ» тии9ри$^ Рот$й 
^Ч*/1€топ 9; Лл 8егрешитея1, рр. 400 — 459. СЬ. XI. В* 1а МёИим1е Ла 1ап- 
деяим. Ои РЫШш ЛЧпДекит 4*0., рр. 460—538, СЬ. ХХХ. Вй 1а СошНтге с1е$ Ь. с. 
А 1ешш ^Д. РьЫш^ аг(. 211 зшу. рр. 548 8а1У. СЬ. ХП1. 1>е« ИД, ё$рёсев (к 
?шЫ «м//. ЛопЛ реисеяи ё1ге штсерНЫп 1вш СоыгЬбя Л«ж шЫ ргет. ог</ге$^ рр. 568 — 

655. О касат. и крявизн'Ь см. соотв. павы Введешй Эйлера и Крамера. 

О Этотъ методъ, творцомъ вотораго безъ всяваго сомн'Ьтя схЬ- 
дуетъ считать Ньютона (81Ъ1 рта1;п1еп(;иг тог?а1е8, 1;а1е (ап^птдпе ех^Шз- 
56 Ьатап! ^епепз ёеснз 1) является основннмъ въ огромномъ часл'Ь мате- 
матическихъ вооросовъ ; эначеше его въ теорхн функщй уже настолько 
всдытано я такъ велико, что мн'Ь кажется, что я не ошибаюсь, полагая 
что отъ систематическаго дрим'Ьнешя этого метода сл'Ьдуетъ ожидать 
главнымъ образомъ усп'Ьховъ въ основашяхъ этой теор1и. Намъ придется 
еще не разъ возвращаться въ этому важному заи'Ьчанш. 

') Таковы наприм^^ръ невидимыя вратныя или сопряженный точки 
в точки невидимаго перегиба или перегиба четной степени: «Ь*1п6ех10п 
пе рагоН р1ав>, говорить объ этихъ посл^днихъ Сгатег, <^ао^^а'е11е ех181е 
гёе11етеп1; (1йпз пи езрасе 1пЯп1теп1 реШ, & ди'еИе 8о11; зепзхЫе & ГАпа- 
1у8е, (1оп1; 1а упё^ з! Гоп озе раг1ег а1П81, сз!; р1п8 регдап^е ^пе 1а пб1;ге> 
1тго4, аг1. 164, р. 403. Точки невид. перг. были впервые изсл'Ёдованы 

МаиреПшй^ который называлъ ИХЪ роти ^ 8егреп(етеп1 (Мёт ёш ГЛс. г. <^. 

^. Л Р. 1729, р. 277 зшу.: 8пг ^ие1^ие8 а^есМопв (1е8 сопгЬез). См. под- 
роби, у Кмохеля-'Грунерта. Ма1;Ь. \7бг1;. Егз^ — АЫЬ. V ТЬ. П В(1. Ст- 
^1е1йсЬег Рипк1;, рр. 853— 869. О сопр. точк. см. напр, Огатег I с. рр* 
453-454, 568, 580—581. 
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найти, внд'Ьливъ т^ части или члены данной функщи, которые, 
для изв'Ьстной области значешй аерем'Ьннаго^ играютъ преобла- 
дающую роль въ предложенноиъ вопросЬ ; такое выд'Ьлвнхе при- 
ходится д1^лать^ сиотря по обстоятельстваиъ, иосредствоиъ раз- 
ложвн1й въ ряды^ посредствоиъ механическихъ пр1емовъ подоб- 
ныхъ Ньютонову параллелограииу или другихъ эквивалептпыхъ 
методовъ ^). 



За алгебрическими кривыми сл'Ьдуетъ^ въ систеи'Ь Эйлера. 
ра;^снотр'Ьн1е кривыхъ трансцендентныхъ ^). 

Если соотношенхе между абсциссами и ординатами точекъ 
кривой не можетъ быть выражено алгебрнчески^ то кривая 
трансцепдентна и ордината есть трасцендентная фунЕЦ1я абс- 
циссы. Разсмотр'Ьнныя въ первой части Введешя трансцендент- 
ныя функц1н выражаютъ н'Ькоторые прост'Ьйтте частные виды 
кривыхъ ; аналйзъ безконечно-малыхъ даетъ общ1й способъ под- 
робнаго изслЪдовашя такихъ лии1й и доставдяетъ новые виды 
ихъ^ гораздо бол'Ье многочисленные ч'Ьмъ кривыя адгебря- 
ческ1я^). 

Бакъ бы среднее положен1е между алгебрическими и 
трансцендентными лишям занимаютъ^ по своему происхождетю, 
Лейбяяцевы интерсцендентныя кривыя ^). Такова кривая^ урав- 



*) Ср. стр. 216—218. За аодробной и йодной исторхей этого пред- 
мета я отсылаю читателя въ интересной стать* С. Гюнтера: Ваз Ке^- 
коп'зсЬе Рага11е1ойгат ипс! (Ие Сгатег-Рихзеих'всЬе Веде!. Ехп Ве11;га8 
гиг СгевсЫсЬке <1вг ГипМопз^Ьеопе См. Уегт13сЫв ХТп^егзисЬип^еп г. 
ОезсЬ. й. таНют. ^хззепзсЬаЙеп V. Вг. 8идтипс1 ОйтиНвг. Ьрг. 1876, Кар!- 
1;е1 Ш, рр. (136)— 187. 

«) ЫгоН. ЫЬ. II Сар. XXI -о кривыхъ лин1яхъ трансцендентдыхъ, 
аг1. 506—528, ЬаЬ, (;. П, рр. 306 — 307. Последняя, XXII глава Введев1Я 
им'Ёетъ предметомъ р'Ьшенге н^которыхъ транец, уравнегай : Р^шеше я1- 
которыхъ задачъ относящихся къ Кругу, аг!;. 529 — 539, рр. 307 — 324 
(#=С(». «, ш^8т, 2ш^ »=/8?Й1 (60°— и), 180'' — »= 2У/2, Сов. \ш. Сой (45-^«), 
2$в= йапдя, ш 8*п. \$^=1 — ВС1Ь ЭТИ у-1я р'ЬшаЮТСЯ по способу лоокнаю поло- 
жемя ; ш = 1апд. I. — посредСТВ. разлОЖ. агЫд х ВЪ б. рЯДЪ). 

•) 1п»го<1. Ь. Ы аг<;. 507, р. 287. 
•) Ср. стр. 252. 
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неше которой естьу-=д; ^; уравнешо это не можетъ быть об- 
ращено въ алгебрическое, такъ какъ показатель У2 выра- 
жается дробью съ безконвчно-больтими числителемъ и знамена- 
телемъ; къ этому нужно прибавить^ что оно представляетъ со- 
бою двойную кривую, всл'Ьдств1в двойнаго значешл радикала. 
Но кривую эту можно построить съ номоп1,ью логариомовъ^ ибо 
1у=у2. 1х^ такъ что ее сл'Ьдуетъ причислить къ классу ло- 
гарЕвмическйхъ трансцендентпыхъ лйнхй ^). Къ трасдендентннмъ 
хе лнн1ямъ принадлежатъ и т'Ь, уравнен1я которыхъ содержатъ 
мнияые показатели. наприм'Ьръ кривая, выражаемая уравнен1емъ 

+ 1^—1 — у-1 

%У'=х -{-х , ибо ОНО эквивалентно такому: у = 

Соз, А. 1х и легко можетъ быть построена помощью лога- 
риемовъ ^). 

Обыкновенная лошривмика, въ которой ариеметической 
ирогрессш абсциссъ соотв'Ьтствуетъ геометрическая прогресС1я 

У 

ординатъ^ и уравнеше которой есть : х ^ Ь. I. ~ ^ пред- 

ставляетъ собою прост'Ьйшхй прим'Ьръ трансцендентной лин1и^). 
Самое зам'Ьчательное свойство ея состоитъ въ томъ, что она 
удовлетворяетъ требован1ю задачи де Бона, — ея подкасательная 



X 



есть постоянная величина. Въ самомъ д'Ьл*: у=ае ^ сосед- 



няя ордината у'^ае *• е ^' гд* и безконечно-мало ; у' — у 



(е'_/Ь 



=ае \е — ^ /■, ^ следовательно подкасатсльная=— — ^ 



е* —1 



Ч 



при м=о; разлагая е'^ въ рядъ и полагая^ поел* необходи- 
мыхъ сокращешй ге~о, мы и найдемъ, что постоянная Ь есть 

») Iп^^о<^. иъ. Ц, аП. 509 510, рр. 288-289. 

') 1Ы8, аП. 511, рр. 289-290, ср. стр. 276 прим. 1. 

•) Ср. прим. 1 на стр 211, также К1йде1. III Тк.: ЬоеапИип^всЬе 
^ше. См. еще ^'еи(, РНпс. Т. II, рр. 7—16, NN. 31-46.... (1е Ьо^гагШь 
шкае ргорпе1а1;1Ъ118 — р. 15, Ъ. 46. БскоИит, 
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искомая длина подкасатедьной ^). Вся кривая состоять язъ 
одной вгьтви^ приближающейся асимптотически къ оси^ и этннъ 
существенно отличается отъ алгебрическихъ лишй^ въ которнхъ 
всегда деть в^ыпви приближаются къ одной асимптоте: такъ 
какъ логариемы отрицательныхъ чиселъ суть мнимня количе- 
ства, то наша кривая повидимому не должна существовать въ 
области отрицательныхъ аначешй ординаты у^). Однако тутъ 
мы встр'Ьчаемся съ п'Ькоторой особенностью лотариемики^ кото- 
рая можетъ показаться парадоксомъ и заслуживаегь поэтову 
обстоятельнаго разъяснешя : каждый разъ какъ въ уравнепя ея 

X 

у=ав ,—- делается дробью съ четнымъ зиамеиателемъ, ор- 
дината у пр1обр'Ьтаетъ два значен1я^ одно положительное^ дру- 
гое отрицательное, равныя по абсолютной величин'Ь. € Отсюда 
сл'Ьдуетъ^ что логариемика будетъ им'Ьть подъ асимптотой без- 
численное множество точекъ отд'Ьленныхъ одна отъ другой^ ко- 
торый не составляютъ непрерывной кривой^ на который^ будучи 
безконечно близкими другъ къ другу, им^кутъ видъ такой кри- 
вой; — парадоксъ который не ии'Ьетъ мЪста въ алгебрическях'ь 
кривыхъ» ^). Это зам'Ьчаше даетъ Эйлеру случай сд'Ьлать не- 
большое отступлеше о другихъ, сеще бол4е удивите льны 1Ъ> 
свойствахъ логариемической функц1И. с Логариемы отрицатель- 
ныхъ чиселъ»^ говорить Эйлеръ^ с мнимы; (что очевидно само 

») 1п1гос1. Ь. П, аг1;. 512-514, ЬаЬ. рр. 290-292; ср. стр. 177 прим. 
2. М Вет. Ор. е. I рр. 145-148 (Ас^. Ег. 1696 р. 82). 

*) 1тг<и1. Ь. П, аП. 513, р. 291, аП. 515 рр. 292-293. 

*) 1Ьи1. йтЬ 515^ р. 293. Даламбертя воспользовался этимъ парадоБ- 
сонъ въ своенъ спор'Ь съ Эйлеромъ о догар. отриц. величвнъ ; си. Оро- 
;>си1е8 шаиштаМдиез &с. раг М. I^'АитЬе^^^ Т I, Рагхз 1761, Ор. VI, рр. 
184, 191—192* Ве Ропеепех думалъ доказать существован1е 2-ой в'1тви хо- 

гариеиикИч обнаруживъ, что ра:шертка ея есть алтебрич. кривая »^^ 

4и 4«2 — 1 

— ^— , имеющая дв* веществ, лодобныя в'Ьтви, расположенныя сим- 
метрично по об'Ь стороны оси г см. МИапдеш ее рНН. е1 <1е шш^Н. <к 1а 8йе, К. 

Ле Тагт (Лй#с. Гаиг. Ь. П) р. 1. а. 1760—1761; ' ЕсЫтззетепез роиг 1е 
Мёш. 8аг. 1 ^. 1таё. 1п8. (1ап8 1е ргеш. уо1., р. 342. — Ыы еп^е вернемся 
къ этому вопросу, при и8Л0жен1и исторхи спора о логар. отр. вел. 
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ПО 066*6; и что есть къ тону же сл'Ьдствхе того^ что отношеше 
1о|?. — I къ \ — 1 — конечное отношенхе) сл-Ьдовательно /. — п 
есть мнимое количество, которое я полагаю = г, . . . . откуда 
1,{ — пУ=1.п^=^2г] но кромЬ того 1од. п^ есть вещественное 
количество ^2 2. /. п. Отсюда сл'Ьдовало бы, что и веществен- 
ное количество /.пи мнимое г — половины одной и той же 
вещественной величины /. п^, н нужно было бы вывести то 
заключен1е, что каждое число имЪетъ двоякаго рода половины : 
одну вещественную.^ а другую мнимую^ равнымъ образоиъ три 

различныхъ трети, четыре различныхъ четверти и т. д. 

Допустивъ это мы найдемъ, что половина числа а есть рав- 

а а 

нннъ образомъ -у-}-/. — 1 и-^ . . . Зам^Ьтимъ при этомъ, что 

'\'1. — 1= — /. — 1, хотя I. — 1 не=0; въ самомъ дЛл*, такъ 
+ 1 

КаКЪ — 1 =^;^;;^, ТО I — 1 =/. + 1 — /. — 1 = . .... ,= — /. — 1. 

Цодобнынъ же образоиъ троякаго рода трети одной и 

а а — 1-|- у — 3 а 
той же величины а будутъ у, « + I. ^- и -к- + /. 

-1+У-З 



>• 



• • ' • ■ 



сЧтюбы выяснить 8тн предложен1я, который кажутся совер- 
шенно недопустимыми», и «который трудно припирить съ обыч- 
ными П0ПЯТ1ЯМИ о количествахъ^ » ') с нужно установить другой 
парадоксъ, а именно тотъ, что всякое число им'Ьетъ безчислен- 



>) Ь1*го(1. т.. II, аг!;. 515, 516, ЬаЬ. рр, 293 — 294 — допущете веще- 
ственности югариех. отр. вол. д']^даетъ такимъ образомъ д'Ьлснхе много- 
яначнымъ д'Ьйств1емъ; ср. прим. 1 на стр. 214. Интересно сопоставить съ 
этими разсуждев1ями колебан1я въ учеши объ аналититеокихъ величинахъ 
I Кардана; ср. стр. 111, 112; сЕх Ьос еПат ра1е1>^ говоритъ Карданъ, 
«цио(1 . . (1ш80 т : рег т : ех1(; т : А р : чша ех т : 1л р : & ш : й<; т : 
181*чг (11У180 ео ргос1пс1;о1 ^^о(^ ез^ т : ехК; а11;еги(;г11т, зсШсе!; р : пе1 т : 

Отзо а11(:ет р : рег т : шЫ! ех1^., > Шегопутг Саг(1ат йе АНга ге8и1а, 

иЬсПиз Ас. Ваз. 1570, Сар. XXII.- Бе соп1етр1аиопе р: & т: & ^^^0(1 
ш : 1п т : Гаек т : & йе саизаз Ьогпт гах4а уеп1;а^ет. Сог» 2. р. 46. 
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ное множество логариеиовъ^ между которыми только одинъ ве- 
щественный. Такимъ образомъ^ хотя югариемъ единицы =0^ 
она им'Ьетъ еще бесконечное число другихъ логарйемовъ^ имен- 

— 1±>^— 3 ^ 

но 2/. — 1, 3/. к , 4/. — 1 и 4/.зг=У — 1, а также 

безчисленное множество другихъ, которые доставляетъ намъ 
извлеченхе корней. Это мн^нхе гораздо иравдоподобн'Ье предъ- 
идущаго; ибо полагая х=^1 а, мы будемъ им'Ьть. . . .а=1-}- 

/у»С ляО лг»* 

X + ~Т~Н ~й~~1"~оТ "^ ^^'' ^ ^^^'^ ^^^'^ число изм-ЬранИ 

этого уравнешя безконечно велико^ то и не удивительно, что 
X им'Ьетъ также безчисленное множество корней»^). Изъ этого 
простаго, но глубокаго зам-Ьчанхя не трудно было вывести пра- 
вильную и полную теор1ю логариемовъ. Эйлеръ развилъ эту 
теор1ю въ своемъ знаменитомъ Мемуар'Ь о логариемахъ отряца- 
тельныхъ и мнимыхъ чиселъ, опубликованноиъ въ 1749 году 
въ У-мъ том* Запясокъ Берлинской Акаденхи Наукъ*). Вогь 
какъ разсуждаетъ онъ въ этомъ Мемуар'Ь : ^) 

Изв1^стно^ что для гиперболическаго логариема^ при без- 

конечно большомъ п существуетъ равенство 1,х=^пх^ — п/)о11- 
ред'Ьливъ въ которомъ все безчисленное множество значен!! 

корня х*^ ^ мы найдемъ и всЬ соотв'Ьтствующ1я значешя лога- 



1) Шго(1. Ь, II, аг(. 516, р. 294; ср. зам-Ьчанхе И. Бервудли цнт. въ 
прим. на стр. 

2) МётЫгеш с1е Г Ас. К. Л. 8е. с1е ВегИп^ 1. V, Апп. 1749: Ве1асоп1го- 
уегзе епкге Мгз. ЬехЪш^г & ВегпоиШ зиг 1е8 1о§ап1;Ьте8 йез потЬгез пё- 
^аНГз & 1гаа|51па1ге8. 

') Не им'Ья подъ рукою мемуаровъ Берл. А к. я изхатаю теорию 
Эйлера следуя </е Гопсепех {Иейех1оп$ виз 1е8 диапШёз 1таз;1па1ге8 раг М. 
1е СЬеу. Вау1е1 (1е Гопсепех, аг1. 8, М18се11апеа РЬИ-таНь 8ос. ртаие 
Таиг1пвп818 Т. I Аи^. Таиг, 1759, рр. 125—127); я пользовался также дю- 
сертацхей Карстепа^ трактатомъ Ферропи и др. сочинеюями, о которыхъ я 
буду гонорить ниже. 

•) Ср. стр. 272. 
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рнема. Предподожи^ъ сначала^ что х положительная ве- 
Л0ЧИШ1 и зам'Ьтимъ, что а:: =^ I X ^^ откуда ^ обозна- 
чая черезъ X табличный логарйемъ отъ х^ мы получимъ 
I X -^ 1-Л + А\ такъ что остается лишь найти всЬ зна- 

1 

чен1я/.1, т. е. решить уравнен1е л(1" — 1)=^/- или (1-^-— ) 
—1=0; корни этого уравненхя определятся изъ общей фор- 

мулы 1+ - = ьоз. 1±1 о^/г. .у — 1, или, вслЬд- 

2Х7Г 
ств1е безконечной малости дуги — , У=±2Хтс|/ — 1. Итакъ, 

1.1=0,нЬ:2г.|/ 1,±4тс|/- 1,-ьб7ц|/ — 1, и т д.; точно так- 

У " 
же изъ уравнешя (1 + ^) +1=0-> иайдемъ:/. — 1=±^У — 1п 

Н-Зтс]/ — 1^±57г|/ — 1, . . . . Эйлеръ разсматриваетъ зат^мъ 

общ1й случай какого нибудь мнимаго выражен1я а'\'Ь^ —1 ; 

а Ь 

полагал \/(<1^-\-Ь^)=^с; онъ зам'Ьчаетъ, что отнотешя — и 

о с 

могутъ быть разсматрираемы какъ синусъ и косинусъ н^кото- 

раго угла ср^ который легко опред-клить по таблицамъ, и при- 

даетъ такимъ образомъ мнимому внражен1Ю вйдъ : с{Со8. ср -|- 

бгп. ср. \ — 1), откуда сл'Ьдуетъ, что /.(а -[" ^У — 1) 

=С+/.(Со5ср-|-у — 1. й'шср), гд* С есть логарйемъ с. Но 

"хрУ — I п 
(05/^ + У — 1. 6т.Ф=(1+ )/) при гг безконечно боль- 

шоиъ^ и логарйемъ этого количества найдется изъ уравнешя 

у п '^л! — 1 п 
(1-| ) — (1 Н ; — ) =0, которое даетъ., подобно рань- 

те разсмотр'Ьнннмъ просгЬйшимъ уравнен1ямъ, при безконечно 
больтомъ п: у=^'^у — 11±1Х7с>/ — I, такъ что/ (а -|-Ь /--!)= 
С+9У-1, СЧ(?±-'тс)>/— 1, С+(?±47г) >/— 1 и т. д. 
Такова истинная теорхя логариемовъ, которая даетъ полное 

N Ср. стр 274,275 также прим. 1 на стр. 276 и Ропеелех 1. е.. р. 
126 п. 
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* 

объясненхс всЬхъ относящихся къ нииъ аналитическихъ пара- 

доксовъ и недоразу1!'Ьн1й. с Но хотя 110сл*дн1й па- 

радоксъ иожетъ быть тавдмъ образомъ объясненъ»^ ааи'Ьчаетъ 
Эйлеръ во Введешя^ а первый, который состоитъ въ допущен1и 
существован1я безчисленнаго множества точекъ, отд'Ьленныхъ 
другъ отъ друга и расположенныхъ по об* стороны оси юга- 
риеиики^ сохраняетъ всю свою силу».\) Чтобы еще ясн^Ье об- 
наружить существовая1в этой безконечности изолированннхъ то- 

т 

чбЕъ, Эйлеръ беретъ уравнен1е у=( — 1) ^ которое представ- 
ляетъ безчисленное множество точекъ, отд'Ьленныхъ другъ отъ 
друга и расположенныхъ по 06*6 стороны оси на разстояти^^!. 
Невозможно найти хотя бы дв'Ь изъ нихъ^ которыя были бы 
смежны другъ съ другомъ; между т-Ьмъ, пространство, разде- 
ляющее каждыя ДВ'Ь сосЬдшя точки, лежащ1я по одну и туже 
сторону оси абсциссъ^ мен^е всякой данной величины, с Эта 
посл'Ьдовательность точекъ будетъ такимъ образомъ, имФтъ видъ 
двухъ прямнхъ, параллельныхъ оси и удаленныхъ отъ нея въ 
ту и другую сторону на равстоян1е=1; ибо невозможно пред- 
ставить себ'Ь на этихъ лин1яхъ никакого, мал'Ьйшаго простран- 
ства, въ которомъ нельзя было бы найти, не только одной, но 
даже безчисленнаго множества точекъ выражаемыхъ уравпенхемъ 

у={ — 1) . Таже аномал1я встр4чается я въ уравнешжу=( — а) , 
и въ другихъ подобныхъ, гд'Ь отрицательная величина возвы- 
шается въ неопределенную степень»^). 

Причина открытаго Эйлеромъ парадокса заключается, съ 
одной стороны, въ неопред'Ьленности заачешя символа показа- 
тельной функщи, съ другой, — въ многозначности логариема;^) 

') 1ыгос1. Ь. П аП. 616, р. 294. 
2) /^и аЛ. 517, рр. 294-295. 

^) Нужно зам1}тпть, что уравнеше у^ае не принадЕежитъ мпарив- 
ликл въ строгомъ снысд'Ь ЭТОГО сюва^ уравнеше которой есть ж=ЬЙ-^— 

X 

т 

если только символу е сохранить всю его общность, подобно тому какъ 
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Действительно^ самое общее значеше. которое можно придать 
формул* а есть е ^ йли^ точн'Ье (1 + — — ) "ри /^ без- 

конечно больтоиъ^). Такимъ образоиъ снмколъ у^ае ^ 1иожвгг> 

яаображать какъ однозначную функцш а[1 +-Л-) .обратную 

п 

функщю гиперболяческаго логариеиа^ такъ и многозначную 



этомъ по- 



«(1 +::/^^^)"^аГ1+ ^А а+2^Н^-0 >._Вг 

С1*днемъ случа*, кром-Ь вещественной в'Ьтви, является еще без- 
численное множество мнииыхъ вЪтвей^ на каждой изъ которыхъ 
есть безконечное же число вещественныхъ точекг^ въ которыхъ 
эти в-ЬтБи пересЬкаются между собой ^). При этомъ дв* ря- 
д,01ъ лежащ1я точки принадлежатъ разлвчнымъ вЪтвямъ^ и со- 
вокупность ихъ есть безконечная* система, хотя и повсюду 
уиотная^)^ но равносильная^) ряду натуральныхъ чиселъ, и 
следовательно не представляетъ изъ себя сплошной линги^). 
Одна часть этихъ точекъ лежитъ на вещественной в'Ьтви лога- 
риемикй, въ области положительныхъ ординатъ^ другая — на 



(2 2 \ 1 2/- 2 3 \ 

^1 — Га ^ — 8 а V Г1 -|- Га )+16а^ «= О по. 
лученное изъ у-1я элиасса Т\ — Га ав^а, принадлеаитъ одновременно и 
гипербол* П 4- г» в= 2а; существуетъ н'Ькоторое противоречие между 
Эйлеровой теор1ей показ. ф-ц1и изложенной въ 1-й книг]^ Введешя (см. 
стр. 269) и его разсуждешями о логариемнкЬ. Ср. Сау1еу С11; а О. ЗЫтоп, 
Я. р1. с. (франц. пер. р. 402 п. 1). 

О Подъ 1кх я. разум']^ю гппер6олическ1й лог. отъ х. 

2) Ср. подробный разборъ этого вопроса въ стать* У1пеепг^ Апп. (1е 

(хег^ОППе, уо1. XV, р. 1 и статью бгедогу въ СатЬп<(де Ма1к, Зоит, I. I, 
рр. 231, 261 (Ытол, Н. р. с. фр. пер. рр. 400-402). 

^) ПеЬегаИ (11с11(, раг1;ои( с1ец8е по терминологти Г. Кантора^ МаО». 
Лип, ь. XV 1879. р. 2. (ПеЬег ипепсШсЬе, Нпеаге Рипк^гаапш^&Ш^^кеНеп) ; 
Ас(. Ма1;Ь. 1. П. р. 351. 

•) ^0I«^п. /. Н, г, и, а. МагК. Кег, г. ВотскаЫь, уо1. 84, р. 242. Еш Ве11;г. 
2. Мапп1^аШбке1ШеЬге. V. Н. (3. Сапюг: Лыа МаьН. ^, II. р. 311. 

•) ВогсНатЛи Зоита1^ Ь. 77, рр. 260 — 261, ПеЬег е1пе Е1§еп8с11аЛ (1е8 
ХпЬе^пЯ'ез аИег гееИеп а18еЬга18сЬеп 2а)|1еп. V. II. Сашог'ш НаИеа. 8. § 2; 
Лаа Мык (. II. рр. 308 —309, ср. прин. 2 на стр. 224. V^псеп^1. с назы- 
ваете эту систему точекъ еоштЬе рЫяЫШе. 
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си11метричной ДНН1И отрицател ьныхъ ординатъ — тх кажущейся 
второй в'Ьтм логарие1!ики^У 

Не менып1й интересъ чФмъ логарнемичешя лиши пред- 
ставляютъ крввня^ выражаешыя тригоноиетрическими функщямн. 
Особенность этихъ линШ та^ что он* состоять иаъ безчнслен- 
наго множества сл*дующихъ другъ ш другомъ частей, которыя 
или воспроизводятся пер1одически^ или происходятъ одна отъ 
изм'Ьнвшя другой по известному закону, — все это въ зависи- 
мости отъ перходичности входящйхъ въ уравнен1е кривой три- 
гонометрическихъ функдШ. Таковы прост'Ьйшхя кривня этого 
рода^ Лейбницева литя синусовъ '^) и изсл-Ьдоваиныи Котесои-ь 
ЛИН1И тангенсовъ и секансовъ^) — Сюда же принадлежать лн- 
ти кашангя или рулетты : циклоиды^ эпициклоиды и гипоцие- 
лоиды*). Бол^е сложной природы — упомянутая нами выше кри- 



^^ ВгапсЬе нтИтге (8а1топ 1. с). — Въ аг1. 518, 519, ЬаЬ. I. П рр. 

295—293, Эйдеръ разсматр. кривыя у=а?'' и а* ^ = у"^ ; КВ. прпм. къ 
аг1:. 518 {ЬаЬ. р 296) о кот. ми еще уиомянемъ ниже. 

») Еи1ег. 1пЬто(1. аЛ. 520, рр. 298, 299, ср. стр. 188. ЛГ. Саяюг въ 
своихъ Уог1. иЬ. (т. (1. М. II Вй. Ьрл. 1892, р. 803 говорнтъ: • — Ко- 
Ьегуа! а18 ЕгВп(1ег (1ег З^пижИте Ье!;гасЫ;е1; \уег(1еп тпзз». Въ самомъ д*л*. 
Робервалева яоега ил1 соте$ (госНоШш есть нн что иное Еакъ 1ин1я сиву- 
совъ. См. В1Уег8 Оиуга^ез йе ЖМ\. еЬ йе рЬуз. Раг Мешнеигш ^«. 1'АЫ, В. 
</. 5с. А Рапз 1693. В1У. Оиуг. (1е М. (^е КоЬ. Ве ТгоскЫси е^и8^ие ЗраНо 
р. 252 СогоП. 5 (Ргор. I) и й^. р. 252. Несомн'Ьнно, однако, что Л ейбяицъ 
первый ввелъ лин1ю синусовъ какз таковую: }\В. сваз. на стр. 138 и при». 
3 тамъ же. Эйлеръ первый показалъ свойство пвр1однчности синусов дм. 
разсматривая ее на нсемъ ея протнжен1и, а не только часть ея какъ 
Р. и Л. 

•) 1п1гос1. аП. 521, рр. 299-300, ср. стр. 188, 203 и 204. 

•) 1тго€1. Ъ. П аП. 521—524, ЬаЬ. Ь. II рр. 300 -303. Ср. прим. 1 
на стр. 145, Сапюг, Уог1. 1.11. 1)р. 185, 186 (Си$апи$)^ 351, 352 (СА. Л Вой- 
9Меш), 780, 781 {ОаШег, Ве^саПем) 786 -7 "^8, 797 (Регта1^^ 801-804, 806, 807 
(К-Ьегга1\ 808 {ТогггсМ), 809 - 813 (Тогт. & ПоЬ\ 827 (Ж|^й«), 829 — 832 
(Ра$сп1^ Ьа1оиьёге^ 1^' иШ) 838, 839 (Ое Шише), Эниднкдоцду МОЖНО найти еще 
въ сочин. знамеиатаго А.1ыЦ}егтп Дюрера (1^71—1528): 1Гп(1ег^еу8ип{5 с1ег 
теззипд хтХ. (1ет 2*1гске1 и не! псН!йс11оу1 е1с. 1525. См. ОапШ-. Уог1. I. П 
р. 423: «1)игег ЬаЬ 1а 8е1пег ЗрхппепПпхе с[1е Кр1сук1Ме егЛшйеп». />еввг^|«1 
и Яоетег (1674) нашли, что нри эиициклоидальной форм^ зубцовъ въ з. бо- 
лесахъ им']^етъ м'Ьсто Н!1именыиее треше ; см. в. Ов»аг^ие$. Оеиугез 1. 1^ 
р. 31 (ср. Сашог. Уог1. и II, р. 621) ; ЬеитШ» ЕрЫ. ад ^о^1.-фе^попШшII 



-^ V 
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+ V— 1 — Т/-1 

вая съ уравкен1вяъ 2у=гс +л , яли у^Соз. А. м?, 

содержащииъ еще и логариеиическую функщю. Это уравнепе 

А. Созу 
можно написать еще такъ : х=е ^ откуда вждно^ что кри- 

вая не ии'Ьетъ сплошной части въ области отрицательныхъ 
Х'ъъ и пересЬваетъ ихъ ось въ безчисленномъ иножеств'Ь то- 

71С 57Г ЗТС 1Г 1С 

чекъ, абсциссы которыхъ суть .... — е *,е\е\е',в % 

е ^ ^ е % , . . . и которыя^ сл'Ьдовательно^ приближаются 
безгранично къ началу координатъ; сверхъ того эта кривая 
распространяется но 06*6 стороны оси на разстоян1е=1^ иежду 
двумя прямыми параллельными оси^ и касается ихъ въ точвахъ^ 
абсциссы которыхъ составляютъ также убывающую геометри- 
ческую прогрессхю. Кривая приближается такимъ образомъ къ 
отр-Ьзку оси у-вг отъ точки у= — 1, до точки у= + 1 и поел* 
беачисленнаго множества изгибовъ совершенно сливается съ 
этинъ отрЪзкомъ. е Особенность этой кривой заключается сл'Ь- 
доватежьио въ томъ^ что асимптотой служитъ для нея не без- 
кояечная прямая лишя^ но конечный отр^зокъ прямой; что 
даетъ ей характеръ отличающ1Й ее отъ алгебрическихъ кри- 
выхъ> *). 

Къ трансцендентнымъ кривймъ сл'Ьдуетъ причислить и без- 
конечный классъ Спиралей^ въ построен1е которыхъ входятъ 
углы^ или вхъ логариемы^ и которыя развертываются вокругъ 
опред'Ьленной точки^ или центра^ обыкновенно д'Ьлая при этомъ 

Напое. 16 ^ап, 1698^ Соттеге, Ь, I, р. 347. Первое системат. изсл'Ёдованге 
эпициклоидъ вообще принадлежитъ деЛагиру (1677 — 1719): Ве1аН9ге. Тга!- 
1^ё дез Ёр1сусЫ<1е8 & (1е 1еигз П8а§;е8 (1ап8 1е8 МёсЬап1дпе8. Рапа 1694 ; 
см. еще Ь'НошрМ. Ап. (1. ь р. аг1. 100—106, рр. 94—101 (Лопит. нязыв. 
разсм. крив, рулеттами)^ ср. Улпдпоп. Ёс1. рр. 54 -58^ ОоН. Вегя. Ьес^. Ма^!. 
Ор I Ш. Ьес1. XXI 8д(1., два мемуара Де Латра и Николя въ Мёт. (1е 
ГАс К. (1. 8р. (1е Раг18 1707 ; -съ лругой стороны Кею1оп. Рппс. ЫЬ. I ргор. 
48 (вынрямл. эпиц.), 49 (выпрям. гипоцик!.) 8^^.^ НаШу. РЫ1о8орЬ. Тгапа. 
пг. 218. Ср. Шиде1. М. М^. II ТЬ. рр. 126—129. 
') 1ыЫ. Ь. II, аП. 525, рр. 303-304. 

Т. ХУЬ Зад. »ит. Отд. 4 
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безчис1енное миожество оборотовъ. Ихъ природа можетъ быть 
удобно выражена уравненхемъ между переменными ^ н г^ гд'Ь : 
выражаотъ длину прямой соединяющей какую нибудь точку спи- 
рали М съ центромъ С, а 5 — уголъ АСМ, составленный этой 
прямой съ прямой опред'Ьленнаго положешя СА проходящей 
черезъ центръ. Ол-Ьдуехъ зам4тить^ что при непрерывномъ вра- 
щенш СМ около центра въ ту или другую сторону возникает!» 
безчисленное множество значешй угла АСМ: .... — 47с+.^, 
— 2тс+5, 5, 5+271;, 5+47Г.,. . . СООТВЕТСТВУЮ щйхъ одетому и 
тому же положен1ю прямой СМ. Отсюда слЕдуетг, что любое 
уравнете между з я 2; представллетъ вообще спираль; ибо, 
подставляя вм'Ьсто ^ указанный выте эквивалентный знач1;н1я 
угла АСМ, мы получимъ изъ этого уравнейя безчисленное мно- 
жество соотв'Ьтствующихъ значешй ^^ и если эти значен1я не 
мнимы, то имъ будетъ соответствовать безконечное число то- 
чекъ въ которыхъ прямая СМ, — опред4леннаго направлейя, 
пересЬкаетъ кривую^). ПростЕйтхе случаи представляюгь урав- 

нен1я: ;г=а5, отвечающее Архимедовой спирали^) ш 2=^—— 

8 

гиперболической спирали Ивана Бернулли^). 

Уравнен1в в^п. I. или-;г=ав даетъ такъ называемую 
логаривмическую спираль,*) главное свойство которой состоять 

») ЫгЫ. Ь. II, аг1;. 526, рр. 304—306; ср. аг1. 392 вяч- 

2) Ср. стр. 63, прим. 4. Ыгоа. агЬ. 526, 527, р. 305. 

■) Ыго4. аП. 527, ЬаЬ, 1. П, рр. 305 — 306 ; ^ок. ВетоШк Ор. 1^. I. 

•>& 87: РгоЫ. хауегве с1. Ьгсея сеп1;га1е8, р. 480 (.8р1га1е Ьур. оп гес1рго4ис), 

Л 83: Вез Гогсез оеп<;г. (1. 1. ш1Иепх ге8181;ап81 р. 506, X? 90: Бе то1и реп<3. 

еЬ рго^ес1. рр. 552—553. (8р1га113 Ьур. уе1 агсЫтеёеа шуегза) ; 1. IV. р. 

177 \ си. еще въ ЬМЪ ТОМ'Ь р. 47 о параболической С. 

•) Логаридм. спираль была открыта Декартомв (Саги». ЕргЫ, Р, I. Ер151' 
73, 74, Р. П. Ер. 91), которому было известно характерное свойство ея 
касательныхъ. Ивинъ Бгрн^|л^а подробно изсл'Ьдовалъ эту кривую и далъ ей 
ея назвапае. См. ^оА. В Ор. 1. I, рр. 61, 495, 500, 547, \>. Ш, рр. 459, 481. 
1. IV, р, 350; Яковп }крнулли^ пораженный удивительными открытыми имъ 
свойствами различныхъ производныхъ этой кривой (развертки, зажигатель- 
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въ томъ^ что всЬ прямыя ВЫХ0ДЯЩ1Я изъ центра пересЬкають 
ее подъ равными углами; это свойство легко доказать: изо- 
бражая разность между двумя иосл'Ьдовательннми прямыми 

ж V 

(Ш-СМ=ЬК формулой ае" (в"— 1), а дугу круга МЬ фор- 

Т МЬ V 

иулой 5V=ае . у^ мы получимъ— ~= разлагая показа- 

тельную функщю въ рлдъ и полагая у=0^ мы найдемъ, что 

МЬ 

отношенхе щ ^ которое станетъ при этомъ тангенсомъ угла 

составляемаго ОМ съ кривой, равно п. При п=1 — уголь этогь 
станетъ =45^ и получится такъ называемая полу-прямая лога- 
риеническая спираль^). 



Уже т'Ь немног1я изыскашя, о которыхъ мы упомянули, 
ясно цоказываютъ всю важность роли, которую играютъ сходя- 
Щ1еся безконечные ряды въ теорхи аналитическихъ функцШ. 
Разложеше фуикпдй въ ряды можетъ служить не только для 
нахождешя ихъ числовыхъ значешй съ изв-Ьстной степенью 
точности, но, что главнымъ образомъ важно для геометра^ — для 
опред'Ьлетя законовъ гЬхъ нзм'Ьнешй, которыя он'Ь претерпи- 
ваютъ при изн'Ьнен1И перем'Ьниой, и однимъ изъ лучшихъ 
средствъ для яснаго выражешя и понимашя которнхъ служатъ 
наглядный свойства представляемыхъ функц1й геометрическихъ 
образовъ, — Уже первые геометры употреблявипе безконечные 
ряды для выражен1я аналитическихъ функц1ей зам'Ьтили, что 
можно быть увЬреннымъ въ сходимости безконечнаго ряда вообще 



ныхъ лин1й — ) назвалъ ее Вргга тггаЫИш : < ИЬеп(;ег зрхгат Ьапс 1а- 

1гш1о тео ^пЪегеш 1псЫ] сига ер1^арЬе: Еа<1ет 1пыа^а гешигдо* {Аы, егЫ. 
1692, р. 212. Ор. р. 502; ; см. ^ас. Вет. Ор. Т. [ Nг. 49, 60, 56. (Аы. Ег. 
1692, 1693). См. еще КеЫоп, Ргшс. 1ЛЪ. II, 8ес1. ГУ, Ье$. & ^ос^. г, II, 

рр. 146 8^^. 

V 1нхго<1. Ь. П, аП. 528, ЬаЬ. %. II, рр. 306-307. 
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лить для значенШ переи'Ьнной мало отличающихся отъ одноб 
опред'Ьленной ея величины^ и сд'Ьдовательпо только для этихъ 
значетй рядъ точно представляетъ иредложенпую функщю ^). 
Это определенное зяачетс переменной— центральная оя точка 
— зависитъ въ изв-Ьстной м-Ьр* отъ формы ряда^ и наоборотъ^ 
самое разложен1е фунщ1и зависитъ отъ выбора этой величины. 
При этомъ самая эта величина переменной вл1яетъ лишь на 
постоянныя разложен1я, на коеффищенты, фор>1а же его зави- 
ситъ отъ геометрической природы функщи вблизи пелтральпой 
точки: разложен1я сходянияся вблизи двухъ такихъ точекъ 
могутъ но отличаться другъ отъ друга по форм*, если только 
въ обеихъ точкахъ функц1и и^гЬютъ тотъ же геометрически 
характеръ. Вм'Ьсто одной центральной точки можно выбрать 
несколько основныхъ крйтическихъ значен]й переменной и из- 
меняя ихъ число и расположен1е получать все новыя й новыя 
разложешя функщи^ представляющая ее въ более илд менее 
широкихъ областлхъ переменной*). — Такимъ образомъ въ об- 
щей теор1И аналитическихъ функщй открываются два пути. 
Одинъ состовтъ въ методахъ геометрической реализащи функ- 
щй, въ пользован1И этими методами для усмотрешя всехъ раз- 
личныхъ няглядныхъ особенностей., который могутъ представ- 
ллть функщй даннаго рода, или даже все аналитйчесмя функ- 
Ц1И вообще и въ правильной классификащи всехъ функщй 1[о 
этимъ особенностямъ. Различные классы функшй могутъ быть 
затемъ изучены въ отнотенхи техъ особыхъ аналитическихъ 
формъ^ въ которыхъ оне могутъ представляться. Изучен1е выс- 
шихъ отделовъ — обладающихъ простейшими особенностями— 
опирается при этомъ на основные принципы и доставляетъ глав- 
ный теоремы; сложныя комбинащи особенностей представляе- 
мыхъ высшими отделами характеризуютъ низт1я подразделешя, 
изучеше которыхъ приводить къ более сложнымъ и разнооб- 



») Ср. стр. 217-220. 

^) (>р. 220 и дрим. 3 тамъ-же. 



^ 
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разныиъ фориамъ ; ихъ можно получить изъ главныхъ помощью 
второстепенннхъ вспомогательны^^ъ прйнцйпоБЪ, которые соб- 
ственно и сообщаютъ теор1и ея силу и значете ^). 

Второй путь въ теор1и фунвц1й исходить изъ классифи- 
кацш самыхъ формъ ихъ и состоитъ въ изучеши природы фунв- 
щй прияадлежащихъ въ различнымъ полученнымъ такимъ об- 
разомъ классамъ. Въ обоихъ случаяхъ влассифивацхя даетъ 
безчйсленное множество классовъ^ происходящихъ посредствомъ 
постепенной генерац1И^ подчиняющейся при этомъ общииъ за- 
Бонамъ построешя безвонечиы1съ системъ^). Оруд1ями анализа 
I синтеза служатъ прежде всего основный операщи теор1И ве- 
лнчинъ. Сверхъ того^ первому пути существенно принадлежать^ 
кром'Ь геометрическихъ построен!! завиеящихъ отъ способа 
рбализац1и функцгй^ операщи исчислен1я безвонечно-малнхъ^ 
гЬсно связянныя съ ихъ непрерывностью. Во второмъ пути та- 
кими ор7Д1Ями служатъ формальный видоизмЪнешя фунвщй, 
С0СТОЯЩ1Я въ ихъ парцгалиробаиги^), въ зам'Ьщетяхъ входя- 
щихъ въ ихъ выражбн1я буквъ и символовъ, въ измЪиеши ихъ 

^) Полное развитхе этихъ дринциповъ можетъ, разум'Ьется, найти 
x^сто то1ько въ систематичесвонъ изложеши Основатй Теор1и Функщй. 
Я вд'Ьсь напомню лишь читателю о современной теор1и одкозначныхъ ана- 
лтичесвЕхъ функщй ; см. въ особенности зам'Ьчан1я К СашогаЫ въ статъ'Ь 

А^^пп^е а гесепи 1ауоп с1е1 81^ ^е1ег81;га88 е М1иа§-ЬеШег 8и11е №п21оп1 
ё! ппа уатЪИе сотр1е8»а. Аппаи Лг пмл. рыга е<1 арр1. (ВгниеЫ) Ш1апо. 
8епе П, Т. X. 1880—1882, рр. 261 — 278; ср. также Уог1. йЬ. Ма1;Ь. V. 
иорЫ(1 Кзгопеекет. Ег81. Вй. V. иЬ. (1. ТЬ. (1. ехпГасЬеп п. (1. у1е1Г. 1п1е8га1е 
Ьег.у. Ог. Е, Кшо. Ьрщ. 1894, Ш УогЬ, § 10, р. 52, X Уог1. § 5, р. 167, 
§ 12, р. 176. 

2) Ср. О. Оашог, МаШ. Апп. (. XXI рр. 545 8^^., Ас1а Ма(;Ь. 1. П, 
рр. 381 8ШУ.: Б'оп(]етеп1;8 (1'ипе (кёопе вёпёга1е (1ез епветЫев. 

*) Этотъ терминъ принадлежнтъ Герману Шапира; СМ. Дневникъ 
52-ГО съезда Герм. Ест, и Вр, 1879 стр. 171 : СгевепзеИ^дке!!; уоп Раг1;1а1== 
пас! с1гсшпр1ехеп ЕппсИопеп ипй ЕеШеп у. Вг., Я. Зкаргга^ также Осно- 

ваям для теар$и общихь кофунщШ и ихь прилоэ/сгнгй. 1-ая часть, 1-ЫЙ ОТД'Ьлъ, 

выпускъ 1. Одесса, 1831. 8%пх и Смх разом, въ своихъ разлож. въ степ. 

ряды суть, налр., аарц1альн. ф-1и главной ф-1И е" . Сочинен1Я Шапира 
одн'Ь изъ самыхъ замЁчательныхъ соврем енныхъ работъ лроизведенныхъ 
въ разом, нами направлен». 
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чясловнхъ эдементовъ по опредЪленнниъ законапъ й другихъ 
подобныхъ операщяхъ^ которыя ии^ютъ свои алториеин^ свя- 
занные вообще съ теорхей сочетан1й, и который носятъ одно 
общее назван1е деривацгй ^). 

Не трудно внд'Ьть, даже* а рпоп^ что ни одинъ изъ 
этихъ путей не можетъ быть саиъ по 006*6 достаточнниъ, что 
они не независимы и должны быть проходимы не только одно- 
врененно, но ж постоянно перекрещиваться. Только въ угоду 
постороннимъ и случайнымъ тенденщяиъ можно сл'Ьдовать исклю- 
чительно по одному пути^ не безъ натяжекъ я софизмовъ, съ 
немалымъ ущербомъ для самой теор1и и съ дурнымъ влхяшеиъ 
на развнт1е науки, 

Въ оиоху Эйлера ж Лагранжа основныя идеи перваго пу- 
ти были еще очень слабы и неясны^ проявлялись лишь въ 
частныхъ и ктому-же довольно запутанныхъ вопросахъ и не 
могли служить основан1емъ общей теорш^). Формальный ана- 
лязъ напротнвъ достигъ большаго совершенства. Вотъ почему 
мног1е математики искавшхе обобщешй находили ихъ такъ охотно 
въ формальныхъ сястемахъ. 

Символическое исчнслеще^ основанное Лейбницемъ и его 
современниками^ было дал'Ье разработано Меермапомъ^^ въ Гол- 



*) См. Ви Са1сп1 Лее йёпуаиопз раг Ь. р. А. ЛгЬодаи. А ЗкгавЪоигз* 
Ап УШ (1800). 

^) Это вопросы о произво1ьныхъ функщяхъ, югариемахъ, рядахъ^ . . • 
которые ны потомъ разсмотримъ подробно. 

3) 8рес1теп СакпИ ПихаонаПв аио ехЫЬе1;иг ^епегаИз те1Ьо(1и5 
<1иагпт р1иг1итуе диап1;. таг. ш ает. гаиШрЬ Ппх. еЬ йпепЬев сизпзс. ог(1. 
оре вепегит 1пйт1;агит асИпуепхепсИ екс Аис1оге, ОвгагА> Меетмп. Ьи^а- 
Вае. 1742. ср. ЬегЬЫь 11. с. на стр. 180, ;при11.-2 и па стр. 252-254. Ме- 
ерманъ усовертенствовадъ Ньютоновъ алориомъ введя флюкс1и ну1ев. и 
отриц. пор. (8рес. рр. 1, 2, 3) и1употребляя обозначетя флювсхй неопред*- 
ленныхъ порядковъ : въ этомъ схЬдовалъ ояъ Тейюру ; ср. Зрее, р. 1. и 
Ме1Ш. 1псгвт. рр. 1, 2. Ср. вще;,-Ё. У\^аппд. ЬОзсеИааеа а11а1у11са. Сап^аЬг. 
1702, и МедиаНопез апа1у<;1сае. Са111;аЬг. 1776 (3-тье издан. 1Ыс[. 1786). 



00 



0СН0ВАН1Я ТЕОРШ ЛНАЛИТИЧЕСКИХЪ ФУНКЩЙ. 311 



ландди, Лаграпоюемъ и Лапласомъ ^ ) во Франщж^ Ьогдпа и 



') См. ЬеКега <11 1>. де Ьа (тгап^е Тоагп1ег Топпеае а11*Ш1181;г. 
§1§пог соп1е Ст. Саг1о (1а Ра^папо есс. соп1;епеп1;е ипа ппоуа аепе есс. 
Пп Тогшо 1754); О Ле I. Ь, VII, рр. 584-588; Письмо въ Эйлеру Таиг. 
4" саЬ 1иШ (1754?). О <и Ь, Ь, XIV, рр. 135-138; ср. ЫшеНг, /. М. и, РА. 
231аЬг8. 1 НеЛ 1873: М. Сап^о^,^. ВпеГ^есЬз. •п». Ь. и. Е. ВъА'от». М4т. 
<иГАеаЛ,г.Н,8с.еЛВ, — Ь. Ае Вег1т^ вяп. 1772 СМ. мемУаръ Лахранжа; 8пг ппе 

попуеИе езрёсе ее са1сп1 геЫ!^ а 1а (]1!Рёгеп11а!;1оп е% к 1Чп(;ё§пгаиоп йен дпап- 
(иё8Уаг1аЫе8(ОеиУгв8 (1е Ь.,1;.111Ддв9,рр.(441) —476; въ этой рабогЬ Ьа^ап^е 

уставови1Ъснмво1Ичесв1Я форму ды Д и=^\е — 1 ) 

(р. 450) и 2«=:1: {е ^ —1) (р. 451) (Ср. Л|/. 



(тезсЬ. с1. ап. В. § 12, рр. 149—152); оп1) бы1И доказаны вм'ЬстЬ съ дру- 
гими, 6ы1&е общими Лапласомъ въ мемуар^ Вияг Ш ллИвш упом. ВЪ прим. 2 
на стр. 287 1. с. X, р. 245—251, XXIV, рр. 306-309; ср. АгЬо^аЛ. Сак. й. 
(1ег. рр. 343 бШУ., Ьаего^х. Тг. (1. с. <1. е( (1. с. 1. (. Ш, аг1. 929 вшу., рр. 
60 9ШУ.; кром'Ь уломянутаго мемуара Лапласа см. еще : его работы въ 

Мёт*ги Ле Ма1к. е1 4е Ркуш, ргём р, <И9. 8аг>апа а /Мс. г. Л. 8с, 4е РаНш^ Т. VII, 
рр. 584 8ШУ., Мёт, <1е РЛеаН. г. 8. 8е. Л. Р, адп. 1777, рр. 102 8ШУ. ^оыята^ 
<^в ГЁсои Ро1ушНтдве 1б-те СаШег, Т. VIII, Рапе 1809 : Мёто1гв8 виг ё!- 

уег8 рошкв <1*Апа1у8в, рр. 229 8Шу. |кВ. р. 264: ж «»ф.[4'(я: * )] |-, въ 

томъ ге гурнал'Ё: Р^^опу. МёкЬойе с[1гес1е е1 1пуег8е <1е8 (Ц^ёгепсез.— Ье- 
^оив (1'Апа1у8е (1опп. & ГЁс. Ро1. рр. 259 ашу., тавже мем. Вгтек1лу и 

Ал(/геи9 въ РНЦов, Тгапшае(. о/ (Не Л. ^5. о/. Ь. за 1807 Г. (Р. I). Ср. вще 

друпе примеры символ, исчисл. у Лагранжа: КопуеИе тё<;110(1е ропг гё- 
$оа^ге 1еб е^пв^и Ш1ёга1е8 раг 1в тоуеп ёез зёпеа ; Мёт Не ГАе. г. А, 8, 
аВгИеш^Ь, ее ВегНя^ Ь. XXIV, 1770, лП. 18. р. 26 (Выводъ Лагр. ряда); 
ср. Ям/. ]. с. р. 147; 8иг апе попуеНе тё1110(!е (1е Са1с. 1п1. роаг 1б8ё1Я^ 
а^ес^ёез (1'ип га(11са1 саггё зоиц 1е^ае1 1а уаг. пе ра:э8е раг. 1е ^^а^^. <1е^гё. 

ЖАв. Не ГАеаН. К. Л, 8с. Ле Тиип. Т. П, 1784-1785, О. Н. Ь. I. П ; Ср. 

/лего1>. Тг. й. С. й. ек с1. С. 1. Ь. II, аг!;. 421 рр. 72—74.- Къ французскимъ 
сииводистамъ приныкаетъ непосредственно Англ1йская Аналитическая 
Школа и ея Исчислен1е Функц1й {^^ооННоше, ТЬе рппс1р1е8 оГ апа1у1]са1 
са1си1а1ют1. СатЬг1с18е 1803, П. КтдНг въ РНИ. Тг. за 1811 г. Р. 1 и 1817 г. 
Р. II, ^окя Р. ТГ. НегшсНе1, СопвИегаНоп о! уапоиз РоМз оГ Апа1у818, РШ, 
Тг, 1814, Р. II рр. 440 — 449 [ХВ. рр. 441—442: обозначетя Л Л.... 
вместо //, ///,.. . . также : /-1/(х)= Г{х)'==х], 1816, Р. 1.-С. ВаЬЬаде. Ап 
Еллау (;о^аг(18 1Ье Са1си1118 оГ Гинсиопз, согатихпс. Ьу \У Н. V?'о11а8^оп. 
РШ.$. Тгап», 1815 Раг1. II, рр. 389- 423, 1816 Раг1. II, рр. 179—256 ; ОЬ- 
5егуаиоп8 оп Ше Апа1о8у ^ЫсЬ зиЬзхз^в Ье^уосп ьЬе С. о^ ^ апй о1Ьвг 
ЬгапсЬев оГ Апа1уз18. Ву С. ВаЬЬаде, РШ. Ттат. 1817. Раг1. II, рр. 197—216— 
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Со/шо^) въ Италк. За ними сж'Ьдовала цЪлая школа н1(1бц- 
кихъ комбинаториковъ съ Гинденбурюмъ во глав'Ь^), процв'Ь- 
тавшая еще въ начад'Ь нын'Ьшйяго стол'Ьтхя^ Вгипассг, Ви1[^}т ^) 
и ЛгЬодШ со свояиъ <исчясябН1внъ дериващВ»*). Сюда хе 
сл'Ьдубтъ отнести грандхозную систему Гоёне Вранекаю^ ведй- 



друтихъ матекат. А. А. Ш. кы еще будекъ говорить ниже. — Объ яс- 

ЧИСДегаи факториалов^ (ЗНтипд^ Vап<^е^топ^^в^ Кгап»р^ АгЬодаш!^ Ми1иёо) сх. 
Ьаего^х. Тг. 1. Ш, аП;. 981-989, рр. 119-133. 

*) ТЬёопе д*ппе поиуеИе езрёсе с1е са1са1 бп1 е( 1п&П1(;ё81та1. Раг 
ЛГ. и Сисаиег Ьогрм. М4тЫгев Лл С Ас, Л. Л. 8Ыепсе$, Апп. 1786 - 1787, А 
Тппп 1788, рр. 409 — 448. 1ЬЫ.: Вев дШ. тапхёгев йе 1;га1еег сгИе раг11е 
ёев ша^Ь. ^ие 1ев апа арр. сак. (11вГ. е% 1е8 апогее шёНх. (1. Пахшие раг 
М. 1'АЬЫ ее Са/нм, 2-е раШе (1пе 1е 9 (1ёс. 1787), рр. 556 8и]у. 

») См. К. I, вегНагЛ. ОевсЬ. с1. М. ш ВепевсЫ. рр. 201—206, такяе 
Ю«ув/. М. ^. Ега!;. ТЬ. рр. 475-511. СотЫпа*ог18сЬе Апа1у818 ; С.Р.Нт- 
Ае/вЫ'д. 8атт1пп^ сотЫпа^ог. — апа1у1. АЪЬапсИап^еп (V. Тнеля^Шд^. 
Кгатр^ РМ^--^ 2 Ше. Ьрг^;. 1796, 1800. РГа^. 018да18Шоаез апа1у( ша- 
Х1те а<1 са1с* 1п<;. еХ (1ос1гшац1 8епетт регМп. Не1т81. 1797. Кгатр, Ап(Ь 
тё1;^^пе 11П1Уегзе11е. Ср. еще орим. 2 на стр. 239.— Гдавные дредставп- 

те1И этой школы, кр01ГЁ Карла Фридриха Гинденбурга (1741 — 1808), Е9ск€яЬаск 

(1764—1797) и Но*ке (1773— 1842).— Ср. вам-Ьч. Лакруа о комб. въ Ьмъ т. 
Тг. й. с. (1. е* а. с. 1. РгёГ. рр. ХХУШ-ХХХП. 

*) Г. ВгипасЫ. Сог80 (И Ма^ешаМса впЪИте. Са1с. Ш^Р. вс[ ш1. е1ого 
арр1. 4 уоИ. Пгепге 1804-1808. — Сотреп(110 (I. с. з. 2 Уо11. МПапо 1811. 
Къ сожа1'Ён1ю я не знаю ни одного сочинешд Руффини относ, къ этому 
предмету. Л займете, свое св'Ьд'Ёше изъ Мемуара О. МадгшЫш, СопГгоШо 
(1е1 са1со1о с1е11е &п21оп1 ^1 Ьа— Сггап^е есс; тет. розШта 1еиа аи^ассаё. 
(1. 8. (1. 18(;. ^. Во1о^па пе11а 80(1. (1. 19 (теап. 183;2, Мёо1. ^. а. (1. 6. 
Ь. I, 1850. 

*) См. прям. 1 на стр. 310. М(тЫе1а. Ц. (1. т. АсЬ. еЬ рпЫ. раг 
^. ее 1а ЬаЫе %, IV, Рапз Ап. X (1802) рр. 659 зшу. (УЬте аирр!.). 
Ьошш АгЬодашг род. въ Мунтцир-Ь 4 Овт. 1759, ум. въ Страсбурге 8 Аир. 
1803. Отд'Ъдетае симвоювъ кодичествъ отъ симводовъ д'Ьйств1й и опериро* 
ваше съ этими иосд'&дними кавъ съ количествами введенвое уже Ьогра 
(1. с. въ прим. 1) развито систематически Арбогастомъ (С. ^. <1ёг- 
аг*. 371, 404, ср. Ьаегогх. С. (1. ек 1. Ь. Ш р. 726); N3. еще Сак. Л. Ш, 
рр. 160— 229— придож. къ теорхи возвр. ряд., 230-- 304— придож. въ обращ. 
рядовъ въ особ. р. 374, аг(;. 440. (дроби, указат. д.); н^^которыя указани 
объ истор1и вопр. о дифф. съ дроби, указ. и пр. можно найти въ статье 
дроф. Р. ТаЫу, 1п1;огпо а<1 ппа Гогто1а (1е1 Ье1Ьш2. ВыЦ. Вотс. Т.1,Воша 
1868, рр. 177-186. 



57 ОСНОВАНЫ ТЕОРШ АНАЛИТИЧЕСКИХЪ ФУНКЩЙ. 313 

ча1шаго изъ системативовъ — формаяистовъ^). Работы вс^хъ 
этихъ иатеиатиБовъ^ не смотря на свою исключительность^ при- 
несли немалую пользу развит1Ю символической алгебры^ и вни- 
мательное и всестороннее изучен1е н'Ькоторыхъ и:^ъ нихъ^ въ 
особенности Вронскаго^ еще и теперь представллетъ большой 



■) Но^и ШопшЫ (1778— 1863)- См. его автобюграфхю въ 8прр1. й. 1а 
гёГ. (1е 1а рМ1.: тап1Гез(;е Ыз^опдае сопсегп. сеНе гёГ (]п зау. Ьпш. рр. 
ХУ1 8шу.2 «М. Ноёпё, дш рй1; ро8<;ёпепгетеп1 1е пот йе "^Угопзк! — ». 
Рапз 1845, напеч. въ соч. Меззхашзте е1;с. Р. 1847 Ы. П и III ; Маниф. 
носитъ эпитрафъ : <Бе1п Огаке! ги уегкип^еп, )Уагшп ^аг^ез!; с1п тхсЬ 
Ып 1п (Не 81;а^1; (1ег е^1^ Ы1пс[еп?> и начинается печа1ьныиъ утвержде- 
в1емъ: Ьез вауап1;8 раг Ъгеуе(; зоп1; 1ез еппетхз пёз ^ез рго^гёз йе 1а 
уетКё. Кавъ часто это бываетъ справедливо, ноказадъ, въ сожад'Ьпю, яе 
одивъ Вронсшй. > ^7в Т^е<1 пом'Ёстилъ о матем. работахъ Вронскаго не- 
сколько статей въ/окш. (I. т. р. ^ е.; эти статьи быдн потоиъ собраны въ 
отдельной внигЬ подъ заглав1ехъ : 'Ехрозё (1е8 тё1Ьо(1ез с;ёпёга1е8 еп 
шаШёта11даез, гёзо1. е! 1п1ё^г. с1. ёд., аррИс. сИу. (1'аргё8 Н. ^гопзМ. 
Рапз 1886 ; си. въ особ. Сотр1ётеп1;, рр. 235 — 309 и Бхртеззтоп зпг 1е8 
зёпез, рр. 33' 50; си. также А. В (1е Мап^^егпег. Епсус1орёс11е та^Ьёта- 
ичпе (1'аргё8 Н. ^Угопзк!. Ма1;11. рпгез и. I— IV. Ьо1 (1. зёпез йе ^Угопзкц 
за РЬогопопие раг М. ЛЬЫ Ъ-апмоп^ ^Уоиф. Аяя, ё, МаЛ. П-ше зёг. I. 13, 
1^4, рр. 305—318; ВёЙех10П8 зиг Гёуёпетеп!; 8с1епШ. й'ипе 1Рогтп1е риЫ. 
р. >Угоп8к1 еп 1812 а!; с1ёт. раг М. Сау1еу еп 1875, раг И. ЛЬ. Глимо» , 
Л. рр. 161—174; А. Сауиу, Оп ^ГОпзЫ'з Шеогет. ОиаП. ^(т^п. о/. Жа(А., 
Арг. 1873.— Самое раннее нзложете системы Вронскаго- его 1п1го(1пс1;1оп 
к 1а рЬДоворЫе (1ез МаШётаидпез, Рап9 1811. — посл'Ъднее и самое пол- 
ное заключается въ упом. уже сочниен1и: Мезз1ашзте оа гёГогте аЪзоШе 
ёа заУ01Г Ьашаш; поштётеп!; гёГ. (1 таЬЬётаИдоез сотте рго1;о1;уре с1е 
ГассошрИззетеп! !1па1 (!е8 8с1епсез еЬ гёГ. де 1а рЫ1о8орЫе сотте Ъазе 
с1е Гасс. I (1е 1а геИ^аоп. Рапз 1847 (3 тома); Т. I; Ргет. РагМе ; рго^атте 
зс!епи!!. роог Гассотр!. Г. (1е 1а г. й. та1;Ь. рр. 9 зшу. я въособ. Сотр1ё' 
теп! Ыз4юг1дае еЬ (ЗШасЫдпе (1е 1а гё^ (1. т. рр. Ш зшу. Система Врон- 
скаго, какъ мы уже говорили, чисто формальная— лементани ея сдужатъ 
ороотыя математич. операщи и законы ихъ сочеташй ; ср. Мёшш, (. I, рр. 
65—68: 8у81;ёте агсЫ1ес1ошдие (!е ГА1^ог1Ы1т1е. Сочинение М4$$. нм^отъ 
фронтиспясъ, изображаюицй кольцо съ фигурами зод1ака въ облавахъ, съ 
солнцемъ внутри, на диск^ котораго написано: 

Ьех Заргеша 
Гx=^А^^^+А^с^^+А^а^ .... 

х"" = а (тоб^=ДГ) 

РгоЫета ип1уег8а1е 
О ^ Гх + X,. 1^ X -|- х^Л» X 
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ч 

иптересъ и об'Ьщаетъ привести къ немаловахныиъ резудьтатамъ. 
Начала, на которыхъ основаны системы Вронскато и комбина- 
ториковъ им'Ьютъ иесьиа иало общаго съ принципами послу- 
жившими развитш теор1и фунЕщй, и мы не можеиъ остано- 
виться на разсмотр'Ьши этихъ системъ, даже въ ихъ общихъ 
чертахъ *). Изъ той же тенденщи — обосновать вс* методы чи- 



*) Я, въ сожа1'Ьшю не могу указать читателю ни одного сочинен1я, 
въ которомъ была бы изложена полная истор1я разсматриваеиато нами 
въ высшей степени вазкна%о момвнта ВЪ развит1и соврвменной математивп. 
Историвъ этого вопроса долженъ будетъ им'Ьть въ виду : I) Чтовъфран- 
цузскому символичесвому исчнслбн1ю примываютъ непосредственно : а) 

исчислеме произеодящихъ функцШ, основные ПриНЦИПЫ ВОТОраГО ПроСТИраюТСЯ 

гораздо дальше ч'Ьмъ сама Лапласова теор1я — они находятся въ связи. 
между прочимъ, съ одной стороны, съ изысван1ями Эйлера о суммахъ д'Ьлите- 
лей нат. чисел ъ и позднМшихъ геоиетровъодругихъчнсловыхъзавонахъ, 
отъ глубокихъ изсл']^довашй Днривле до зам!}чательныхъ работъ Бугаева, съ 
другой— съ методами опред. интегр. Фурье, исчислетемъ вычетовъ Коши и 
Абелевой теораей производ. фупвшй и, иаконецъ^ съ исчислешемъ Е^х Н. 6. 
Бугаева; Ь) вся атМйскпя Аяалитическая школа ^ вавъ старая (исчислепефунв- 
ц1Й),тавъ и новая (символическая алгебра); 2) Что школа комбипатарикоеъ была 
господствующею въ Герман1и до тридцатыхъ годовъ нын'1^шняго стол'Ьт1я, 
что въ ней воспитывался математичесвхй тен1Й Вронсваго, и что въ ея 
вл1ян1ю сл'бдуетъ отнести направлеше п'Ёкоторыхъ интереспыхъ работъ 
н-Ьмецкихъ математиковъ : Бесселя, Крелле, Ома, Этингера— объ аналнти- 
чесвихъ фавультетахъ,— вызвавшихъм. пр. иоявлеше первой статьи ВеЙер- 
штрасса по теор1и фунвшй (1813^ ; Гоипе и Шлемильха— о произв. высш. 
порядковъ*, Магнуса, Геллвига, Буттеля, Симона, Бейсселя, Моста, Кнара, 
Бретшнейдера . . . объ общихъ синусахъ (разом, и Вронсвимъ),— длинный 
рядъ работъ, которыя тянутся вплоть до 80-хъ годовъ и изсл-Ьдуютъ лишь 
частные случаи несравненно болЬе общихъ вопросовъ, разсмотр'Ённыхъ 
Шапирой; 3) Что Вронскгй вывелъ чрезвычайно общ1я формулы для раздо- 
жешя фунвц1й въ ряды (воторымъ Лагранжъ и Лакруа придавали боль- 
шое значен1с) и указалъ замЬчате^ьные методы для прии'Ьнен1я этихъ 
формулъ въ интегрировашю дифф. уравнешй ; 4) Что его работы содер- 
жатъ въ себ1>, сверхъ того, обпив методы ()тиосящ1еся въ теорш писем и 

рлшешю а.небрииескихъ г/равпенш ; 5) ЧтО ВЪ С0ЧИНен1яхЪ ВрОНСВагО наХО- 

дится мн<- го интереспыхъ и глубокихъ зам-Ьчатй относящихся въ философ1и 
математики^ И ЧТО, вообще, ему принадлежитъ одна изъ немногихъ, достой- 
ныхъ серьезнаго вниман1я со стороны математнвовъ, попытовъ систематн- 
ческаго пзложеная такой философхи ; 6) Что и работы англ]Йсвой Анал. Шко- 
лы привели къне мен'Ье важнымъ философско-математическимъвыводамъ, 
вавъ Пивокова философгя алгебры, твор1я операщй, теор1я вомолевслыхъ 
величинъ, математичесвая логива — учен1я, которыя почти одновременно 



т*г 
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стаго анализа на од^оиъ форпальномъ прин1щц'Ь — возникла 
однако и €теор1я аналитичеекихъ фунвщй» Лагранжа^) — одпо 
изъ главннхъ обнован1Й современнаго учепхя о функщяхъ. 

Разсматриваеиая съ таков точки зр'Ьшя^ теор1я Лагранжа 
представляетъ собой обо6щен1е всЬхъ т-Ьхъ результатовъ, ко- 
торые иогугь быть получены помощью разложешй функщй въ 
безБонечные ряды^ безъ посредства пред став лен1й анализа без- 
Бонбчно-малыхъ^ главныиъ образоиъ однако въ т'Ьхъ вопросахъ^ 
Бъ которымъ этотъ анализъ непосредственно прии'Ьнииъ ; она 
служить такпъ образомъ естественнымъ дополнешемъ элемен- 
тарнаю учвн1я изложеннаго въ Эйлеровонъ «Введен1и». 

Мы приступинъ теперь къ разбору основннхъ положешй 
это! замечательной теорш. 

Принципы и правила дифференщальнаго исчислешя при- 
менимы непосредственно лишь къ значен1ямъ функщй^ отв'Ьчаю- 
щп величинамъ переменной лежащимъ въ области^ въ кото- 
рой данная аналитическая функшя остается непрерывной н хо- 
рошо определенной. Дифференц1алы и дифференц1альныя ча- 
стный различныхъ порядковъ определяютъ известнымъ образомъ 
характеръ изиенешя или ходъ функц1и вблизи какой нибудь 
определенной точки этой области причемъ каждый дифферен- 

пос1ужи1и предметомъ ген1альныхъ изысван1й н'Ьмецкато катематика Гер- 
ллна Гроссмана И работъ его брата Роберта. 

') ^й9ерк Ьошш Ъадгапде род. ВЪ Турин 1^ ВЪ 1736 г. ум. въ Париже въ 
1812 г. Ср. А. РагН. 1п1огпо а11а уИ;а ей а11е Ореге (11 Ь. ^^л^лще. Пза 
1868.— Р. СоиаН, Е1о810 (11 Ь. Ьл^лще. Ра(1оуа 1813. -- В$1атЫге въ Мёт. 
<1е ГХпзШ. за 1812 т. — ВсЬ сочинешя Латранжа изданы въ Париже въ 
14- ти томахъ въ 1867—1892 гг. иодъ общимъ загдав1емъ : Оеиугез Сотр1ё- 
^68 йе Ь. риЫ. раг 1е8 8о1п8 (1в ^^-А Зеггег еЬ О. ВагЬоих^ воиз 1е8 аизр. 
<1и Мш. (1е Г1п8<;г. р. ■— и. I- УЦ,— Мемуары изд. въ Собр. Туринской, 
Бер1. и Парижск. Академ1й и статьи изд. отдельно ; И. VIII -XII - ди- 
дактич. труды ; и. ХШ, XIV — лереииска съ Даламбертомъ, Кондорсэ, 
Э1иеромъ, Лапдасомъ и др. -См. у М. Мапе. Шз!. (1. 8с. т. 1. IX, рр. 
и9-234~кратк б1ограф1ю и кратк1й ])азборъ вс1хъ гдавн*йшихъ тру- 
довъ Лагранжа, также Ш<1, рр. 76-130, во введен1и въ 13 ый иершдъ 
статью : Тгауапх (1е Ьа^ап^е. Превосходная характеристика Лагранжа 
кякъ математика дана Ганкелёмъ ; 0|е Еп1шске1ипй Л. М. и. з. \у. рр. 
17-18. 



316 И. ТИМЧЕНКО. 60 

щалъ характеризуетъ ходъ дифферевдаяа непосредственно низ- 
шаго порядка совершенно также ^ какъ лифференшалъ перваго 
порядка характеризуетъ ходъ самой функц1и. Съ другой сто- 
роны^ изм'Ьнен1е такой аналитической фунвцтв вблизи даннаго 
аначешя переи'Ьцной иожотъ быть вполн'Ь опред'Ьлено ея при- 
ращен1емъ соотв'Ьтствующимъ приращен1ю даннаго значенхя пе- 
реиФнной и развертывающимся въ безконечннй радъ располо- 
женный по Ц'Ьлымъ и положительнымъ восходящимъ степеняч'ь 
этого посл'Ьдняго — рядъ^ который остается сходящимся пока 
ириращете перем'Ьнной^ увеличиваясь въ абсолютнолъ значен1н, 
не выведетъ функц1ю идъ области ея непрерывности и опред'Ь- 
денности^) Коеффиц1енты членовъ разложеюя зависятъ только 
отъ даннаго значен1Я перем'Ьнной и входящихъ въ функц1Х)П& 
раиетровъ и въ своей посл1^довательности характеризуютъ ходъ 
функщи совершенно также ^ какъ соотв'Ьтственяые члены ряда 
дифференщалоиъ возрастающихъ порядковъ. Этотъ фактъ^ рал»- 
яснен1е котораго д&ется Тейлоровой теоремой ^)^ быгь зая'Ь' 
ченъ еще Ньютономъ^ который пользовался разложепями въ 
степенные ряды вм^Ьсто дифференцхальнаго исчислешя ^). 



О л, конечно, не яш'Ью зд'Ьсь въ I иду дать въ выраженкхъ впо^н^ 
точныхъ увлов1Я раздожимости анал. функции въ радъ Тейлора; вооросъ 
этотъ будетъ подробно разсмотр'Ьнъ въ истор1и девятаго пер1ода. 

>) См. стр. 221 — 228. 

') См подробный разборъ Ныотоновыхъ методовъ и ихъ истор1юу 
Лагранжа въ Ткёопе <1. /опы. апа1. Хопу. ёс1. Рапз 1813- 1п1;гос[- и СЬар. 
IV. Оеиугев с. I, IX, рр, 19—20, 365-376. Ньютонъ въ Рппс1р1а исм^^ 
законъ сопрот. среды въ которой свободное тяжею ' гкю описываю бы 
данную плоскую кривую; пользуясь мет. рядовъ овъ нашелъ для отношен!! 

силы сопр. къ сил* тяжести нелравильн. выраж.: — о^п , вместо 



Зу*' 



у"' 1^1 +у'* 



правильнаго— — 2ч^~~' Ошибку /.. свою, замеченную Ив. Бернуллн, он* 

исправилъ во второмъ издаши Рппс, давъ новое решете В1цачн, осно- 
ванное на методе флюкс1й: такимъ образомъ ошибка Ньютона была но- 



[ 
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сНщазтоЯ! зепез»^ говоритъ Ньютонъ во второй книгЪ 
1Начамъ^ <<]181;п1§ио хп (егттпоз 8иссе881У08 1п Ьилс гоодит. 
Тегшшиш рпшиш арреИо^ 1п ^^10 ^иап1;^1^а8 {пНпКё рагта о 
(приращеше независимой перем'Ьн ной -~ абсциссы точки кривой) 
поп вх(а1;; 8есипс1пт^ 1п ^ио ^иап^^^а8 Ша ез! цп1ц8 сИтеп- 
810П18; 1;ег1;1иш 1п ^ио ехШ <1иагит ; — & 81С ш шГш11ит. 

Ё1; рпшиз (егттпиз^ с1епо1аЪ11; зетрег 1оп^1(;ид1пет огсИ- 

па1ае СН 1П81з1еп118 а(1 1ш11шп 1п(1бАп11ае ^иап^^^а1;^8 о. 8е- 
сипДаз 1вгт1пи8 .... розШопеш ипдепИз .... зетрег €1е1вг- 
1пша1;. . . . Тепп1пи8 ^егИаз,. . . . (1в81ртаЬ11; ИпеоЬт. . . ., ^иав^асе^ 
Ы%х 1ап^еп1;еш е( сигтат ^<1ео^ие (1е1;бгт1ла1 ал^икш соп- 
кскз.... 8еи сигуа1;игат ^^^ат сигуа Ипеа ЬаЬе! ш Н. §1 
1шео1а Ша.... ПпИае ез! та§п11;ис1]Шд.^ (1в81ртаЪииг рег 1;ег- 
Ш1пат 1вг1;1пт ип21 сиш 86^иеп^^Ьи8 1п 1п11П11ит. А( 81 И- 
пео]а 111а т1пиа1;иг 1п шЛпиит^ 1;егт]П1 зиЪзеяпеп^ез ета- 
йеп! 1пЙ1111ё тхпогез 1ег1;1о^ ^(^ео^ие педИ^! роззип!. Тегт1- 
аиз цааг1из (1е1бгт1па1; уаг1а1;1опет сигуа1;игае^ ^и^п1;и8 уапаИ- 
опеш уаг1а(10П13<, & д1с с1е111Сбрз. Шее оЬНег ра1;е1; изиз поп 
соп(етпеп(1а8 Ьагиш яепогиш 1П зо1и1;10пе ргоЫвша1иш^ ^иав 
реп(1еп( Ь^ ип^епИЪиз & ^иа(1га(и^й сигтагит»^). 

<Уе1 ^ио<1 б0(1бт ге(11(»^ прибавляетъ къ заи'Ьчашю Нью- 
тона Яновъ Стирлини^ соиоставивъ его съ теоремой Тейлора., 
<1;о1;а Бепез ез! Огс11па1;а РагаЬо1ае 1;глп8ецп1;18 рег Огс11па(аз 
Сагуае а6^и^<1^8^;ап^е8^ пишего хпПпИаз^ & С01пс1(1ел1;е8 сит 
Ог4шаи рпшйв ^). 



дезна, приведя въ сравнетю двухъ метод.^рядовъ и флюкс1Й; сКаш, п1 
заере (Псеге 8о1ео»^вакъ говоритъ Лейбницъ, «Б^ге^огит Ношшит сМаш 
егта1а досеп^» Ср. МетЫгеш <и Г Ас. г. </. 5 с1е Рап1, 1711, ^. Вегп. Оеиу- 
гез Т. I ; Сйггёшрсшипсл о/ ^. ^Vва?IоII а, СоНш. Ес1. Ьу ^. ЕсИезЬоп. Ьоп(1. 1860, 
1еи. ЬХУШ, ЬХХХУП. 

*) Л'«г«оя. Ргепс1р1а ЫЪ. II. 8ес1. II, Ргор X. РгоЫ. III. Ехетр1. 1, 
рр. 88, 89. (. II Женевскаго издашя Х^е'. ^ ^лс^. 

*) Ме^Ьоёпз БШегепШИз 81Уе Тгас1. (1е 8атт. в! 1п1егр. 8ег. 1пГ. 
АШоге «Гособо ВИв/тд. Ьоп(1. 1764, рр. 102-103. 
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Методъ безконечныхъ рядовъ сводится такии'ь образоиъ 
къ сравнен1ю кривой^ изображающей функц1ю^ съ прямой ли- 
Н16Й и рядомъ параболъ безконечпо возрастающи)съ порядковъ 
и им-ЬющЕхъ съ разсматриваемой кривой въ данной ея точб'Ь 
все бол'Ье й болФе возрастающ1я степени соприкосноввн1я. 

Въ 1772 году Лагранжъ показалъ^).^ чисто аягебричес- 
кимъ путемъ, что есш; придать разюженш /(л?+с) фориу 

г/+гг'$ + ~о~ +у1Г+—-1 то пояученння такимъ образомъ 

функщй отъ х^ и^'х^ и\ у!\ производятся одна изъ дру- 
гой по одному и тому-хе закону : каждая изъ нйхъ есть коеф- 
фиц1ентъ при 8 въ разложен1и по степенямъ ^ результата под- 
становки въ предъйдущую функцш х-\-^ ви'Ьсто х; ихъ можно 
сл'Ьдовательно получить изъ первоначальной функщи и^ посто- 
янно повторяя надъ ней одну и туже операц1Ю. Отсюда Ла- 
гранжъ вывелъ весьма простое доказательство теореиц Макю* 
рена:^) при безконечно маломъ 8 разность /(ж +8) — и превра- 

щается въ с?гг=гг'6+-у- +-^ц-+....; пренебрегая безконечно 

малыми внсшихъ порядковъ-у-, л-^,.--о *н получимъ просто 

(1и 
(1и^=1и% или, считая ^=с1х^ и^=^^-^ а следовательно, въ 






') Зиг ппе поиуеПе вер. (1е сак. ге1а<;. к 1а (1Ш. е!; й ПпЬёвгаиоп б. 
^иап1;. уаг. -А/о«г. МЫ. ^ ГАс, г. Л, 8с. е1 В,—Ь. Ле ВегИп апп. 1772, (кыс- 
геш <1е Ъадг. ^. Ш, 1869, рр. 442-446. Ср. ТА. Л. /. ап, СЬ. П (КоиУ. ё^.). 
О. с(е Ь. рр. 31-33, II Ьв^- »««»• ^в ^о1<^' «'. /опа> 0. <1е Ь, (;. X рр. 16-17. 

*) Ср. стр. 223; какъ я уже говорилъ въ указ. м-Ьст*, подъ теоре- 
мой Маклорена можно разум'Ьть лишь то предюжеихе, что «всякое раз- 
10жен1е ф. по ц-Ьл. восх. иолож. степ, яерем. должно происходить непре- 
м'Ьннопо формугЬ Тейлора». Говорить, какъ это часто дЬлается, о «ряд* 
Маклорена», отличномъ отъ Тейлорова, возводя въ особое открыпе про- 
стое 8ам']^чан1е, сд']^ланное къ тому-же самимъ Тейлороиъ, — и вотораго 
Маклоренъ, конечно, никогда себ* не приписывалъ, — очень несправед- 
ливо и по отношешю 1^ъ Тейлору н по отношению къ Маклорепу. 
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силу прнведеннаго выше зам'Ьчан1Я, и вообще и = — т '). Въ 

связи съ запЪчангяшя Ньютона к Стерлинга отсюда можно было 
заключить^ что теор1я приложен1я степенныхъ рлдовъ къ исчи-. 
слешю функцШ иозкетъ быть основана на разсмотр'Ьши одной 
простой операц1и нахохден1я перваго члена разложешя прира- 
щен1я функщи по восходящимъ степенямъ лриращешя перем'Ьн- 
ной независимой^ и что алгориемъ новаго исчислешя долженъ 
совпадать съ алгориемомъ дифференщальнаго исчисленхя Лейб- 
ница или теор1н флюкс1й Ньютона. ВсЬ эти соображеля могли 
легко привести къ той мысли^ что теор1я аналитическихъ функ- 
щи можетъ быть основана^ какъ 1п аЬзкас^о^ такъ и въ гео- 
яетрическихъ приложен1яхъ.. совершенно безъ посредства поня- 
т1б о безконечно малыхъ или пред'Ьлахъ, единственно на фактЪ 
возможности разложен]я этихъ функц]й въ степенные ряды и на 
своИствахъ этихъ рядовъ^). Поел* попытки Соп(1огсе(^ остав- 
шейся почти неизв'Ьстной^)^. первый опытъ такой теорхи при- 



«) I. с. рр. 446-447. 

2) Нужно всегда им'^ть въ виду при изученш сочинен1й геометровъ 
ирошжаго в'бка, что всЬ нхъ возрЁгая на ирнроду рядовъ какъ раздожешй 
а. Ф-1Й ниско1ько не отличаются отъ возр'Ёшй Грегори и Ньютона ; см. 
стр. 150 — 153 ; Ап, р. ед, пит, 1егт. %п/. АррЬ ай сигу. тесЬ., Сотт. ер. 
N. Ц, Ы. В. в# и/, р. 72, Оримс, ей Саи. (;. I, рр. 24—25 : « . . . . ^11^с^Ш(^ 
?и1§ап8 Апа1у818 рег аедиа*1опв8 ех йпНо 1егт1погот питего соп81ап1ез 
(^иапйо 1(1 вН ровзхЬИе) регйсЛ, Ьаес рег ае^иа1;^опе8 1пйп11а8 зеюрег рег- 
Йс1а1: Ш ш1 (1цЫ1;ауег1т пошеп Апа1у818 еиат Ьихс 1г1Ьпеге. Ка1;1ос1п1а 
Петре ш Ьас поп пипив сегЬа 8ап( ^11ат 1п 111а> пес аецааиопез тшпз 
ехас1;ае; Нее!; отпез еагит 1;егт1по8, поз 11от1пе8 ^^ гаИопхз йш1;ае пес 
(1е81^паге пе^ае 11а сопс1реге роззхтиз, и1; ^аапи1а1ез 1п(]е (1е81<1ега1аз 
ехас^е содпозсатпз — » Къ концу разсыатриваеиаго пер1ода, формальный 
характеръ этог) возр'Ьяхя становится болЬе рЬзкимъ; ср. Л. ^гомЫ, Кё- 
1а1аиоп (1е 1а 1;Ь. (1. 1". апа1у1;. (1е 1;а8гап2е. Раг1з 1811, 8есоп(1 тётохге : 
1п5иС (1е 1а (1ёт. (1и ТЬ. (1е Тау1ог. 1епЬёе раг. М. Рохззоп, рр. 56 8п1у. : 
• — роиг етр1оуег сеь ГопсИопз (б. ряды) (1ап8 ГА180ги11ш1е, 11 зиШ!;, 
(1апз 1ои8 1е8 сав, (1е 1еп1г сотрЬе с1и потЬге 1пг1ёйп1 (1е 1еигз 1;егте8; с'ез!; 
1а дпе усгНё соппие (1е 1ои8 кз ^ёотё^гез еЬс.» (ХВ. р. 58 въ конц*). 

3) Въ неоконченномъ и не изданномъ сочинети ТгаШ Не Са1си1 т- 
идга1^ иредставленномъ Пар. К. Ак. П.. въ 1778—1782 годахъ ; сохранив- 
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надлежитъ Арбогасту^ который разв&лъ ее въ представленной 
въ 1789 году Парижской Акадеихи Наукъ записке подъ за- 
г лав1еиъ : < Опытг изложенгя новыхг начам дифферепцгальнаю 
и интегральнаю исчисленгй незавги^имыхд отъ теоргп безко- 
нечиО'малыхъ и предгьловъъ. Этотъ кемуаръ не быдъ никогда 
опубликованъ и Арбогастъ нзлохнлъ лишь его руководяще 
принципы въ предислов1й къ другому своему сочиненхю «оде- 
риващяхъ* напечатанному въ 1800 году^). Принципы этя^ хо- 
рошо резюмярующ1е все новое направлепе въ учети о функ- 
ц1яхъ^ состоятъ изъ сл'Ьдующихъ шести предложен1й ^): 

I. Если уравнеше между величинами зависящими отъ ка- 
кой нибудь переменной и постоянными существуетъ для вся- 
кихъ значепй этой перем'Ьнной; члены независимые и члены 
зависимые составляютъ равенства порознь. Это начало^ Еазн- 
ваемое Арбогастомъ спрвнципомъ отдЪлен1я независймыхъ ко- 
личествъ»^)^ лежитъ въосновати метода неопред'Ьленныхъ ко- 
зффицтентовъ. 



ш1яся рукописння части этого трактата вм'ЬстФ съ корректурами первнхъ 
печатныхъ 1истовъ хранятся въ библ10тев4 фр. Института — ^въ трехъ то- 
махъ. Повидимому съ этимъ сочинен1емъ 601*66 или мен'Ье близко ознако- 
мился одинъ Лакруа, написавш1й о немъ небольшую зам']^тку въ начале 
перваго тома хран. въ библ. Института ; ся. Ск, Нтгу. Ьез тё(;ЬоЛе8 ё'ар- 
ргох. ронг 1е8 ё^. с1. е1с. тёт. 1пё(111 йе Х-А.-К. С. М. ^е СопДогсе1, 
ауес ипе по^се заг за У1е е1; зез ёсп1;з та1;Ьёта(1дае8. Ех1га1( ^о ВиЛ. 
В<тс, Т. XVI, та! 1883, Коте 1884, рр. 20- 23 ; см. о томъ же : 1а(Ж(11г. 
ТгаИе (1и с. (1. е! йн с. 1. Т. I, рр. ХХП-ХХХУ.— /«шЛяЮтв-ЛсоЬи СвН- 
ш Магриш 4и Саш1огеы род. 17 сент. 1743 Г. ум. 8 апр. 1794 Г. О егожизнв 
и математич. работахъ см., кром'Ь указанной статьи Непгу б1ограФ]Ю на- 
писанную Араго : Оеутгеш (1е 1^. Ага^^ (1еих. ё(1- р. р. Вагга1^ КоИсез Ыо^- 
1. П, рр. 117-246.— СапШ (1е Сопйогсе^, Вю^. 1ие еп зёапсе риЫ. йе 
1'Ас. (1. 3. 1е 28 с1ёс. 1841 (^Шт. <и Г Ас й. 8. I, XX). 

*) См. прим. 1 на стр. 310. Сак. Л. ё4г. РгёГ. р. XI -XII. 

2) тн. рр. Х1-Х1У, пС*). 

3) «рппсхре с[е 1а 8ёрага110п йез дпапНеёз 1П(1ёреп(]ан(;е8>, 4гЬ, 1с- 
р. XII, п(*). «11 те 8етЫе>, говорить Карно сдие Бе8саг(;ез, раг за тё- 
1110(1е йез хпйёгтхпёез, ^оисЬаК; Ыеп ргёз к ГАпа1узе 1пГ1П1(;ё81та1е, он 
рЫб* 11 ше зетЫе дне ГАп. 1. п'ез1; аи1;ге сЬозе ди'ппе Ьепгепзе аррИса- 
14011 (1е 1а ш. <1. 1.». Саты, КёЙ. виг 1а тё^арЬ. йи са1с. ш!". Рапе 1797. 



*• > 
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П. Принципъ Лагранга : въ радложенш /(я; -4^ ^) = 
/д^Н-гг'54- -7г +-0-0- + •» коеффицтенты г//, и'\ у!'\ 

суть функц1и оть X производящ1Ябя оя,на изъ другой по тону 
же закону я по тому же способу по которннъ у! производится 
изъ /д:, €Дифф€р€нцгалы* и% ?/"5*, гг'"?^. . . ., можно раз- 
сяатрявать^ не прининая въ разсчетъ чисдовнхъ знаненатеяеВ, 
какъ тети или члены разяжчныхъ порядковъ с конечной # раз- 
ности /(я?+$)— /ж. 

III. Всякая функщя отъ гг+^ иожетъ быть разложена 
въ рядъ расположенный по цЪлынъ степеняиъ ^^ если только 
предположить^ что х не ннЪетъ особеннаю частнаю значен1я^ 
для котораго коеффицхенты ряда д'Ь лаются безконечно- большими 
и разложен1б невозможнымъ ; существуютъ функщи, для кото- 
рнхъ имЪютъ м'Ьсто так1е случаи ; но въ этнхъ случаяхъ диф- 
фереицгальное исчйслен1е неприм^Ьнимо. 

IV. Въ разложепи Д^+О 1>ожно всегда выбрать для 6 
конечное значепе^ столь малое^ чтобы любой членъ этого раз- 
дожен1я былъ больше суммы всЬхъ слЪдующихъ. Нужно зам'Ь- 
тнть^ что уже Эйлеръ и некоторые друг1е геометры^ полагав- 
ш1е въ основан1е дифференщальнаго исчислешя представлен1я 
о безконечно малыхъ или пред'Ьлахъ^ пользовались въ сущности 
т1ии же предложешями 1^ III и IV для развипя теорхи этого 
исчислетя и его приложетй ^). 



Уте ей. Р. 1881 рр. 123-124. Ср. ВевеаПе» Оёот. Ь. II п. ё. й. р. 40 : 

«'... }е уеах Ыеп еп раззап!; уоаз аувгЫг ^ие Г1пуеп11оп реп1 зег- 

у1г & ппе [пйпиё сСаи^теа ргоЫётез, еЬ п*е^% раз Типе с[ез то1пс1гез (]е 1а 
тёШоёе с1оп^ ^е те зегз». 

*) Ср. ех. ёг. ^«^в»" 1п81. Оа1с. (НИР. Сар. IV, аЛ. 112 8^^., ей. Т1с. 
1787 рр. 80 8^^. Ь'НиШег. Ехроз. ё1ёт. йез рг. й. са1с. вор. ВегИп. 1786, 
рр. 25 8ШУ., 38, 43 8и1У., 52 зшу.^ 198. — КВ. примЬч. къ аП. 518 второй 
книги Эй1ероиа Введеихя, ЬаЬ, {.. И. р. 296, гдЬ разыск. тт. фуншци 

у^х , посредств. разюж. въ рядъ ио восх. степ. », {х-\-и). 1{х'\-и). 

т. ХП. 8м1. X». Отд. 5 



V Г' . 
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У. Пусть дана плоская кривая ордината которой у^^ со- 
ответствующая абсциссЬ х-\-^^ представлена рядомъ У1=9+ 

у'5+-о~+'2Т"+-— ; развернувъ подобныиъ же образомъ въ 

рядъ ординату щ другой кривой^ уравненхе которой отнесенное 
кг тЪмъ хе осяиъ координатъ содерхитъ и постоянннхъ^ иы 

подучинъ^ при той же абспдссЬ д?+$, г^1=гг+гг'5+-л--(- 

-к^ +....; 6С1Н МЫ опред'Ьлимъ п постоянннхъ второй криво! 
изъ уравнен1й: 

и=у, г^'=У, ^"=У", ^^ = У, 

определенная такииъ образомъ кривая будетъ^ изъ всЬхъ лиши 
той же природы^ та^ теченхе которой приблизится наиболее къ 
течен1ю данной^ такъ что черезъ данную точку {х^ у) невоз- 
можно будетъ провести между этими кривыми новой кривой 
той же природы что и первая т. е. съ уравнетемъ содержа- 
щимъ п постоянныхъ. Въ частности, при и^у^ обе кривыя 
проходятъ черезъ одну точку (а?, у)^ при ?г=у и и'^=у^ он* 
имФютъ въ этой точк* общую касательную, при и^у^ ^'=у\ 
и"-=у" общ1й кругъ кривизны, такъ что соприкосновеше ихъ 
становится все более и более теснымъ по мере увеличешя 
числа уравяиваемыхъ коеффицхентовъ. — Это число Дагранх'ь 
назвалъ впоследств1и порядкомъ соприкосновенья данныхъ кри- 
выхъ^). с Отсюда внтекаютъ», говоритъ Арбогастъ, €какъ ча- 
стные случаи, все формулы подкасательныхъ, поднормалей, ра- 
д1усовъ соприкосновеи1я, формулы для точекъ перегиба, для 
развертокъ и т. д.». 



^) ТЬёопе (1. Гопс1. апа1. Коиу. ё(1. 8ес. раг1 , СЬар. II, 10, Оеипа 
4ш Ь. (. IX, р. 198. 
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VI. Пусть даны три выражепя расположенный по восхо- 
дящшъ степеняиъ 8: 

если величина V не дана^ и ин знаенъ только^ что она ле- 
хнтъ между величинаии и я ТГ^ т. е. меньше одной изъ нихъ 
и больше другой; если въ двухъ крайнихъ рядахъ первые члены 
въ нзвЪстпомъ числ'Ь одного равны порознь соотв'Ьтственнымъ 
членамъ другаго^ то можно утверждать что рядъ V им^Ьетъ тоже 
число первыхъ членовъ равныхъ соотвФтствующимъ членамъ 
другихъ рядовъ. Такъ наприм*ръ, если а^=а'\ Ь=Ь", то и 
а'^а^ Ь'г=:Ь. Это предложете дало возможность Арбогасту 
11р1|1ти путемъ строгаго вывода въ формуламъ для дифферент 
щаловъ площади и дуги любой кривой, вакъ въ случаЪ пря- 
колинейныхъ^ такъ и въ случа'Ь полярныхъ коордннатъ ^). 

Т'Ьми же принципами руководился и Лагранжъ въ двухъ 
своихъ классическихъ трудахъ о высшемъ анализ'Ь: въ <Теор1и 
аналитическихъ функщй» и въ сУрокахъ объ исчисленхи функ- 
ц1в», изданныхъ имъ въ 1797 и 1801 годахъ*). Такъ какъ 
«Уроки» суть только повторея1е и дополнеше изложеннаго въ 
«Тбор1и функщй»^ то намъ удобн'Ье всего будетъ рассмотреть 
обе книги вм'Ьст'Ь^ какъ одно псЬлое сочиненхе. 



>) Ср. ка^ашдй Са1еи1 с1. /, Ьед IX, Оеиггёш ^ Ь. Ь. X, рр. 101- 105 ; 
ТЬ. с1 Г. ап. N. М. 8вп. р. СЬ. VI, О. йе Ь. I. IX, рр. 238-- 247. 

V ТКёопе (1. Г. апа1уичае8, соп^епап! 1е8 рг1пс1ре8'да с. (К^, (1ё- 
Ка^ёз (1е 1оа1е соп81(1ёгаиоп (1'^п^ р., (1'ёуапош8зап8, с1е 1ш1(;е8 о(; (1е Па- 
ХЮП8, е1; гёс[пиз & Гап. а1§. й. ^x^лп{^^ёв Ишез. РаНз, Рга1па1 ап У (1797); 
Ход?. ёс1. геупе вЬ аи^теп^ёе раг ГАп^епг, Рапз 1^*13. — Ьедопз зиг 1е 
са1с111 ёез 1опс1;10пз. Девятнадцать первыхъ лекц1й бы1В читаны Латр. въ 
Пол!т. Школ'Ь втечеши VII (1799) года и появились впервые, съ лрибав- 
1ен1емъ' двадцатой въ X т. нов. изд. Зёапсеа ^е$ Ёеои$ ^сттакш^ ап IX 
(18Э1), а зат'Ьмъ аерепеч. въ XII тетради ^оVя^п, <1е /*Ее. Ро/. ап XII (1804). 
Второе изданхе съ прибавл. XXI и XXII лекц]й пиппчат. отдельно въ 
Париям въ 1806 V. 1п 8^ а загЬмъ въ XIV тетр. Жури. П. П1. въ180В г. 
Иъ оолн. собр. соч. Л. напечатан, носл. изд. ТН. Л /. а, м С. </. /. 
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ПосжЪ краткаго историческаго введбшя, гд'Ь говорится о 
различныхъ методахъ изяоженхя дяффвренцхадьнаго исч&слен1я^ 
о иетод'Ь рядовъ и ого судьб'Ь у Ньютона^)^ Лагранжъ при- 
ступабтъ къ главЕоиу основному вопросу теорхи функцгй — 
Бъ разложенш функщн отъ приращеннаго аргумента /{Х'\'г) 
по восходящимъ ц'Ьлыиъ степенямъ пряращенхя г. Вопросъ 
этотъ для Дагранжа^ канъ и для другйхъ современннхъ еяу 
ему матеиатиковъ^ не приводился къ изсл'Ьдованхю возможности 
существован1я такого ряда, что ии'Ьбтъ сныслъ лишь въ гео- 
метрической твор1и функщй и не им'Ьло никакого значбн]я съ 
точки зр'Ьн1я « формальной > теор1и Дагранжа. Возможность раз- 
ложен1я въ алгебрическхе ряды считалась характерной для ана- 
литическихъ функц1й. Общей формой алгебрическаго ряда при- 
знавалась строка: 

.а .8 у 

гд4 а, 6, с, . . . . зависятъ отъ х^ а а, р, ТV • • • ^У^ь ращо- 
нальныя числа ^)^ и нужно было только доказать^ что для функ- 
цгй /х, въ нормальннхъ частяхъ ея хода^ такая строка воз- 
можна Лишь для игЬлыхъ и ноложнтельныхъ показателей а^ р^ ^ 

Прежде всего устраняются отрицательные показатели^ дающхе 
строкЪ^ при г=0^ безкояечно-большое значеше^ вм'Ьсто конеч- 



>) 7%. <?. /. ап. 1п1г., о. <и^. I, IX рр. 16—20. Бъ первомъ Н8дан11объ 
Л рбогастЬ сказано: «Верша, АгЪо^в! а ргё8еп1;ё ^ Гаса^ёт1е.(1е8 8С1епсез 
ЦП Ьеаи тёто1ге ой 1а тдте 1(1ёе ез^ ехрозёе атес с1ез <1ёуе1орретеп8 
еЬ дев аррИсаИопв дш 1щ аррагИеппеп!;. Са оиргаде пв А»И п'вя 1а*9$ег а ^^' 
нгвг тг ГоЬ/ы Лт1 И ш^адИ ; та18 Га121;е11г п'ауап! раз епсоге зо^ё ^ ргороз 

де 1е Ыге рагаПге, > ( Т&. <<. /. а. ргет. ё(1., ргеш. рагЬ^е аг!. 7. р. 5). 

Во второмъ издаши слова напечат. зд'Ьсь вурсивомъ выпущены, а вместо 
фразы «та18 1*ап(;еаг е1с.» сказано: «Ма18 РАа^епг п*ауап1; епсоге пеп 
раЪиё зпг се 812^е(;» съ прин. «(*) Ь'Оиуга^е дае !еа АгЬо^аз^ а (1оппё 
еп 1800, 8008 1е Ште с1е ЫЫ Леш (ШгпаЫапл а ЦП оЪ}еЬ йШтеШ^ сошше 
1*Аа1епг еп ауегЫС; Ш-тёте й ]а Пп йе за РгёГасе». Лагранжъ очеввдно 
дрннималъ сдишкомъ близко въ сердцу вопросъ о пр1орнтегЬ «теор1В 
ан. ф.>. 

2) Ср. сказ, на стр. 266—266 Ьаеплх, Т. с1. с. (1. еЬ <1. с. 1. СЬ. I, аг( 
17, и I, рр. 160 8ШУ. 
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наго /л;. Члена съ дробными показатеинн^ содержапце ради- 
калы^ и ии'Ьющгв поэтому несколько аначбН18^ могутъ быть 
только въ разложеши многозначной фунвцш, да н то лишь въ 
особенныхъ случаяхъ: различная значвшя радиваловъ^ соче- 
таясь съ значешями перваго члена давали бы для /(о; + г) 
больше значешй ч'Ьиъ для /'гс^ что возможно лишь въ томъ 
случа'Ь^ когда для даннаго х въ /х сливаются различный зна- 
чешя функц1и ^). ВсЬ ати разсуждешя основаны на томъ пред- 
положеши^ что формулы разложен1я функцгй^ полученный чисто 
формальныиъ^ алгебрическимъ путемъ, должны нм^ть и алгеб- 
ркчбсвую общность^). 

Найдя форму разложбн1я въ рядъ / (л? 4 «), сл'Ьдуетъ за- 
гЬиъ разсмотр'Ьть ближе это разложепе и значенхе каждаго 
коеффнщента ряда. Первый -членъ, или воеффицтентъ при г^ 
есть /х^ такъ что /(д;+г)=/а;-|-Рг, откуда сл4дуетъ, что раз- 
ность /(х-\-г) — /х делится на г. Частное Р, полученное отъ 
этого д'Ьлешя есть новая функщя отъ х и г, при г=0 прини- 
мающая оаред'Ьленпое значен1е р^ вообще отличное отъ О. Та- 
кимъ образомъ Р:=^р-\-г^; представляя подобны мъ же обра- 
зомъ ^ въ вид'Ь ^'\•^Е^ В въ видЪ г-^г8 и т. д. и исклю- 
чая изъ уравнен1й /{х-\-г) =^/х + «Р, Р = р + г^^ д + гВ^ 



') Все равнО) будетъ жя х точкой разв'Ьтвдевхя или н^Ьтъ; мы уви- 
дямъ потомъ кавъ Лагранжъ раздичадъ эти два случая. 

>> Эта адгебрическая точка зр'бшя р^зко опичаетъ другъ отъ друга 
работы по теор1и функщД старыхъ и новыхъ аналистовъ. СамсА^ говорить 
объ этонъ во введев1и въ Алгебр. Аналиэъ: Сопгв (1*Ап. с[. ГЁс. В. Ро1. 
Ьге Р. Ап. А18. 1п<;г. р. ц. — П. Л. /. а. N. Ёс[. Рг. р. СЬ. I, аг1. 1—2, 
0. вл Ь. Ь. IX, рр. (21)— 23, Сак. </. /. Ье^. II, О. 4е ЬЛ, X, рр. 13-16; 
Лувссокг далъ потомъ другое доказательство этой теоремы Лагранжа; см. 
С^1Iпеяроп^апсе с/в ГЕе, Ш. еп 1801 -1812 раЫ. р. НасЬеЦе. 3 уо18. Раг18 
1813—16, п^ 3, Уо1. I, рр> 52 8а1У.: Оётопзкаиоп (1п (Ьёогёше с[е Тау1ог 
раг М. З.'П. РЫшшоп, также Ьастоьх 1. с. 1. 1, рр. 160 801у.— Доказательство 
Пуассона, основанное на найденномъ Лагравжемъ въ 1772 году метод'Ь 
двойнаго приращен1Я. о которомъ мы сейчасъ будемъ говорить, нисколько 
для насъ не интересно. 
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Д=г4-^5, посйдовательно Р, ^^ В^ 5 и т. д., и 

получимъ разюжеше /(а?+0=/^+Ф+^^9+^^^+^^-^)- 

Изъ этйхъ соображвн1Й легко вывести доказательство упо- 
иянутаго наии выше 1У-го предлож^шя Арбогаста^ состоящаго 
въ томъ, что при . достаточно малнхъ зпачеляхъ г любой членъ 
разложен1я /0^+^) по восходящимъ степеняиъ г превншаегь 
суииу всФхъ остальннхъ: въ саиомъ Д'Ьл'Ь, остаточные члтл 
разложен1я Ч'Р^ ^^ гВ. . . . суть фуякц1И отъ г обращающ1яоя 
въ О при г^О^ следовательно плоская кривая, абсциссн то- 
чекъ которой суть значетя V, а ординаты — соотвЪтствующ1я 
значешя одной изъ этихъ функщй, проходитъ черезъ начш 
координатъ. Еслн это начало не есть особенная точка криво! 
— чего не иожетъ быть если данное значеше переменной х 
не есть особенное для функц1Н /х ^) — то кривая приближается 
непрерывно кЪ этой точке, такъ что при достаточно малонъ г 
и при всехъ иеньтихъ соотвЪтствующхя ординаты ие превн- 
лтютъ произвольно малой величины. Отсюда следуетъ, что 
можно выбрать настолько малое ц чтобы г^ было <С Я^ 
гВ < 9, и т. д. и следовательно чтобы гр было > г в, 
г^^ >► г^В и т. д., что и требовалось доказать ^). 

сНа эту теорему», говоритъ Лагранжъ, «следуетъ сиот- 
реть^ какъ на од инь изъ основныхъ принциповъ развиваеиой 
нами теор1и; она подразумевается въ дифференцхальномъ ис- 
числен1И и въ исчичленхи флюкс1й и можно сказать, что на 
этой именно теореме основано, наибольшее число прилохетв 



О ТА. а, /опы. ап 1-гв Р СЬ. I, аге. 3, О. Ле Ь, I. IX, рр. 23—24. 

^) <а то1П8 ^пе се ро1п1; пе ао!1; пп ро1111; вхп^пПег, се дш пе реа( 
аУ01г Иен чае ропг (1е8 уа1еаг8 рагисоПёгез (1е х^ соште 11 ез( 1ас11в <1е 
з'еп сопуа1псге ауес пп реп ^е гёЛех1оп е1; раг ап га180ппетепЪ апа1оьп1е 
^ се1п1 дп п*^, 1е соига (1е 1а соагЪе аега пёсеазахгетеп! сопипп дери!» 
се ро1п<;». Въ этомъ м'ЬсгЬ а. ф. Латранжъ отступаетъ отъ принятой нхъ 
чисто алгебр, точки зр'Ьн1я на ф-ц1и ; въ тоиъ же порядке идей ороизв- 
конечно, и изсл'Ёд. объ остат. членФ Т. ряда въ гл. VI ; ср. Сак. ^. /м 
Ье^. IX, О. Л 2/. %, X, рр. 100-101. 

»} Тк, а. /. а, Рг. р. СЬ. I, 6, 0. <1е Ь. и IX, рр. 28-- 29. 
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9тихъ исчйсдешй^ въ особенности къ геомвтрхи и механик'Ь > ^). 
Функщн р{х\ д(^х\ г{х)^ • • • •> к&^^'ь уже давно бндо замечено 
1агранжемъ ^)^ иогутъ быть зам'Ьнбнн другими^ который отли- 
чаются отъ нихъ постоянным нножителяци и который проис- 
ходятъ одна изъ другой по тому же закону^ по какому р про- 
исходить йзъ данной функцтй /х. Справедливость этого легко 
вняснитц придавъ къ а;-|-г новое приращен1е о и сравиивъ 
между собою тожественння разложетя /ж -^-рХ(^+^)+9Х 

р' я' 

0+ )+<5*^*? откуда сл*дувтъ, что р=/% Я™'2'' ^""З^ 

г /"х /"а? /^л; 

^^Х^ '""^ Р=А^ «"^"У^ ^= 2ГЗ' *^ 2Жй' — ^** 

/'х есть коеффиц1ентъ при первой степени приращетя пере- 
и'Ьнной въ разложен1и приращенной функщи /{х-^о) или 
/{х+г)^ У'х такой же коеффицхентъ въ разложен1и /(л:+г), 
Га; коеффиц1ентъ при % въ разложепи /"(^+0 > ^* Л- ^)* 
Каждая функц1Я ряда /'ж, /"дг, /'"ж, /""лг, .... есть производи 
пая предъйдущей и всЬ они суть прошводныя послгьдователь- 
ныхъ порядкоеъ ш*.рвоначальнон функц1И /х *). Полезно зам4- 



ТН. А. /. а. Рг. р. СЬ. I, О. ^'в I:. 1;* IX, р. 29 : « . . . . с'ев!; раг 
се1 еп(]гои чп*01> реи! сЦге ^ае сез са1си18 <]оппбп1; 1е р1а8 (1е рг1зе зпг еих, 

^) Въ мемуар'Ь 1772 г., ср. прим. 1 на стр. 318. 

»3 Тк. Л. /. <т. СЬ.' II (Ноиу. ё(1.), аП. 8-9 О. Ле Ь. I. IX, рр. 81 
-33; Сак. (I. /. 11 Ье$. 0. ^^л В. Ь. X, рр. 15—17. 

*) ЛЫ, рр. 33 & 17. гл$р, Терминъ произв, ф. введенъ въ т. а. ф. 
впервые. Обозначен!» произв. ф 1й Лаграижъ уоотр. въ нем. : Ноуюеие» ге- 
ек*гскы $иг 1а пЫигв Ы 1а ргорад, Ли шоп^ МиеМ, Таиг. I. II, апп. 1760—1761 

р. 63. «8оН апррозё -^ву'о?, -'^ — =1» "«& Г^хёх = >», /* >ж (1х «в 

''^х ^е >. Въ мен. 8иг им рттс, /опЛ, (к 1а яие&аш'дм, ПОМ']^ЩСН. ВЪ ТОМЪ 

хе том'Ь, Ропипех говоритъ объ этомъ обозная, производпыхъ вавъ объ 
обыкновенномъ : Га;, Г'яг, Г' .г (&с. (1ёпо1;ап1 зе1оа Гоза^е огШпаке 1е8 сИ^. 
$исс. йе \х сИу. раг Ах (М. Т. I. П^р. 321). Ср. обозначевхе /,х первонач. 
ф'1и отъ /г, ьотор. Лагр. лреддожи1Ъ въ ШЫии 6. ёд. питёг^ (О. ^е Ь. 
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пть еще^ что первая производная /'х есть аначепе частнато 

: прм г=о, а сд'Ьдоватедьно вообще р^^^х = 

|^у(п— :/)^д._|.|^_у?(п— ^)д.'] . { дрд ^' _ ^ Этшъ замФчатеп 

южно воспользоваться для разложенхя въ ряды н'Ькоторнхъ 
прост'Ьйшихъ фувкщй ^). Разсмотр%н1е такихъ бпегтльмыхь зна- 
чети отношен1Й вида ГРх^ — Рх1 послужило еще въ 1764 

Ь Л/| — X ^ х^^=^х 
году англ1Йсиоиу Гбоиетру Ландену для обосновашя особой^ 
изобретенной ииъ в'Ьтвв внстааго анализа, которую онъ назн- 
валъ € резидуальнниъ анализоиъ» и которою лотЬлъ онъ за- 
иФнить исчислен1е безконечно иалыхъ ^). 

Алгориеиъ исчислен1я лроизводинхъ функц1Й легко вн- 
вести изъ ихъ опредФлен1я посредствоиъ простнхъ алгебричес- 
кихъ д'Ьйств1Й и прии11нен1я 1-го принципа Арбогаста ^). Не 
трудно найти и производння отдФльннхъ элеиентарннхъ функ- 
щй, зная формулы разложен1я ихъ въ безконечные рядн: най- 
дя производную отъ степени, нетрудно вывести формулу бино- 
ма Ньютона^); эта формула легко приводитъ и въ отнсканш 



Ь, УШ) и зат4мъ въ Сак, Л. /9шл, Ьед. XVII (О. йе Ь. 1;. X, рр. 259- 
260. Согг. п. 1) р. 147 Елг//. СгевсЬ. а. ап. В. 

«) ТА. Л, /. а. N. ей. СЬ. I, агЬ. 4—5, О. Л, Ь. I. IX, рр. 25-28. 

а) М«. ЪапЛеп. род. 1719— ум. 1790.— См. Вхвсоигзе сопсег111аб; 1Ье 
Ве81(1па1 Апа1у818 : а пе^ ЪгапсЪ оГ (Ъе а1беЪга1с агЬ. Ьопёоп 1758 ; Лан- 
денъ зд'Ьсь обозначаетъ отношеше (у—»): (я?— г) черезъ [я? | у], а значеше 
его при ©я=я: И ««=0? черезъ [х уу ] (р. 12) такхе | [х * </]—[ » ^у ] } : (х— г) 
при «еж, черезъ \х / / у] (р. 24).— ТЬе Ке81(1аа1 Апа1у818 а пе^ ЪгапсЬ &с. 
Воок. I Ьоп(1оп1764; см. СЬ. 1,4, р. 8, га*]^ ввод, терминъ «рес^о/ «о/ив и обозн. 
[а?_^у], [о-^^у], \х 'п у] и Т. Д. Анализъ л. основанъ, разумеется, на раз- 
лож, въ ряды. — Лагранжъ считаетъ его своимъ предшественникомъ въ 
провед. нов. взгдядовъ на начала дифф. и инт. и. (7&. <^./. а. Шг. 0.^.1. 
е. IX, р. 18). 

») п. ё, /. ап. Копу. ей. Рг. раП. СЬ. Ш, аг1. 15—17, 0. Л I. 
и IX, рр. 39-44, Сак, <1. /. Ье^. VI, О. <и Ь. г, X, рр. 48—61. 

•) 1ЬШ. гир. СЬ. Ш, аП;. 11, рр. 34—36 & Ье^. Ш, рр. 20-27. Въ 

Ье^. 9, к С. Л. /. данъ долннй выводъ производной отъ х^ : полагал 
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производной отъ показательной функцш /гг«а — :/{Х'\'г)=^а . 

-)- . . . . ; кобффиц1внгь при г въ этоиъ внраженхи есть 

6——+ — — . . . . =Л, С14д, /х^Аа и а ^ 1 -{• Ах -^ 
2 3 1 

А^х* , А^х' , 1 „ 1 , , 
1- -+ . . . . ; полагая х=:-—. получииъ : а = I + 

есть Ф7Н1Щ1Я обратная отъ показательной и опред'Ьляется урав- 

/х , . /а?+о /.X о . 

нешемъ х^а^^ \ полагая я?-|-|=а'' ' зга*' .а , гд* о= 

1* г А^б^ 1 

{/^х Ц — /"л?+ . . . . , наИдемъ : — =Ао+ + . . . . , или -= 

2 X 2 X 

А^'х + -- [4/*"л:-|-ЛУ'*а;]+ ; откуда, въ силу «прин- 
ципа отд'Ьлешя независймнхъ количествъ» имЪеиъ: /'д: = 



2_ л 2. 



Ах хШа 

сСинусн и косинусы угловъ, разснатриваеше аналити- 
чески, суть не что иное какъ выражешя составленння изъ ини- 
инхъ 8вспоненд1аловъ ; такииъ образомъ иожно вывести нхъ 
производный изъ производныхъ показательныхъ функщй» ^). 

(1+«)"*в=1 -|- м Рте 4- Лагранжъ умножаетъ это равенство на 

(1+м)* 9я 1 + гд, Рп^ я находить т. о. что В\т-{'П)^Щт)^Цш)^ и 

по этому УСЛ0В1К) опред1ияетъ форму ф-ш Гт— : В[т-{4)'\-Щп-%у^Ет-^Рш^ 
а по раиож. Р{^т-^) и Щп-1) въ ряды по восх. степ. • и отд'Ьхвцхи не- 

«ав В01ИЧ.: Ртя=|Г'я, Н1Н Р«ва, откуда Гт'в:ат-\А>\ И8Ъ УСД0В1Й ГОвО 

и Л=Ц находимъ что Ля«1п.— Ср. П. с. въ прим. 2 на стр. 267. 

*) ТК Л /. е. N. ё<1. СИ. Ш, 11 - 12, 0. Л Ь, I. IX, рр 36 - 37. 
Оаи. Л. /. Ье^. IV, О. <<0 и I. X, рр. 28-31. 

2) 1Ш. тир. аП. 13, рр 37-38 & рр. 31-33. 

») П. Л. /. «. N. её. ОЬ. Ш, аге. 14, О. Лш Ь. (;. IX, р. 38. Форму- 
ла Эйлера Л. доказ. въ п. П', аП. 21 — 22, О. Л. Ь. <;. IX, рр. 50 - 54. 
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Отъ разсмотр'Ьн1я аналитпескихъ фупкцай въ общеиъ 
сдуча'Ь^ когда он'Ь разлагаются въ рядъ по формуле Тейлора^ 
Яагранжъ пореходитъ къ особыиъ случаяиъ^ когда эта фор- 
мула неприм-Ьнима (ее! еп йёГаик) — что можетъ быть только 
для опред'Ьленныхъ изолированныхъ звачетй переменной ^). 
Оаъ останавливается прежде всего на функц1яхъ содержащяхъ 
радикалн и йзсл'Ьдуетъ значен1я такой функц1и при тЪхъ ве- 
личинахъ переменной, при которыхъ одинъ или несколько ра- 
дикаловъ исчелаютъ въ самой функцги и ея производннхъ. 
Тутъ различаетъ онъ два случая: когда иодрадикальная фуяк- 
щя обращается въ 0^ и когда исчезаетъ множитель при ради- 
кале. Въ первомъ случае^ при данномъ значен1и а перемен- 
ной х^ радикалъ исчезаетъ какъ въ самой функцш, такъ в во 
всехъ ея прои^водныхъ^ и разложен1е /(а-}*^^ какъ уже было 
раньше доказано^ можетъ быть вернымъ только при допущешя 
въ пемъ соответственны хъ дробныхъ степеней г. Во второмъ 
случае радикалъ снова появляется въ одной изъ последова- 
тельннхъ производныхъ ^'а^ /"а. ... и Лагранжево доказа- 
тельство ТеВлорова разложенгя сохраняетъ всю свою силу; 

такъ напримеръ^ если радикалъ ф-1и /х умноженъ на {х — а) ^ 



Въ V урок'Ё о ф1яхъ Л. выводить произв. Ссшх к 8Ых непосредственно \ 
О. </е I. рр. 40-45. 

^) Тк, Л. /. апсй. X, ё(1. Рг. р. СЬ. V, аП.-21. О. (1е I,. <;. IX, р. 57, 
Ся/с. с/. /. Ьед. 8-те, О, (1е Ь. 1;. X, р. 68:» — се (1ёуе1орретеп1; пе реи1 
соп(;еп1г ^ае (1ез ршзэапсев епМёгез е(; ро81иуез (1е 1а ^аап^^^ё €1оп1; Ь 
уапаЫе ез1; аи^тепкёе, 1;ап1 дпе сеие уапаЫе с1етеиге шйё^егтшёе...... 

Въ этихъ выражен1яхъ опять проявляется тотъ алгебрпческ1й вэгдядъ на 
природу Ф7НКЦ1Й, о которомъ мы говорили въ прим. 2 на стр. 325: Ллгеб- 
ричесюя преобразован! я функцхй выведеннмя изъ общихъ сообралешй, 
безъ внииан1Я къ ихъ вонвретнымъ особепностяиъ^ в'1^рны вообще (<поп8 
ауопз (1ёо[п1(; (1е сеие Гогте 1е8 1о18 (1е 1а (1ёпуа11оп ^ез ГопсМопз» ; ср. 

БОНеиЪ 8-го урока о ф.) и въ ОСОбыХЪ СЛучаЯХЪ Д'ЬлаЮТСа Нбдостатом- 
ными (еп С[ёЙ1и1) лишь по тому, что СООТВ'ЬТСТВ. формулы становятся приз- 
рачными (Шпзотгсз), не пм-^ющиии опред'Ьленпаго смысла ; съ такой точвя 
нр'Ьшя поиятпо, что Л. а рг1оп могъ пр1йти къ своей теорем Ь аг1. 30 
первой части 2% <1. /. ая.— Ср. еще III на стр. 321. 
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I гдф ш ц'Ьюе положительное чисдо^ и сажъ не обращается 
въ О при а?=а, то онъ йсчезаегь въ функщяхъ /а, /а, .... 

р ^а, но появляется снова въ у ^ ^а н во всЬхъ сл'Ь- 
дующихъ производныхъ^ и формула Тейлора лродолжаетъ да- 
вать (въ окрестности точки а) значенхя /х для всгьосъ ея 
в'Ьтвей. 

Разложеше функщи /(а -{-г) можетъ, такимъ образов1ъ., 
содержать г подъ радикалами только въ тоиъ случа'Ь^ когда 
въ ней исче:^аетъ^ при ^ = а, какая нибудь подрадикальная 
функщя. Чтобы изслАдовать ближе этотъ бХучай, Лагранжъ 
прежде всего зам-Ьчаегь, что функц1И /'(д?-+г), /'Х-^+От • • • 
суть равнниъ образомъ производння отъ /(^+0 и по о; и по 
%^ и следовательно^ допустивъ^ что разложен1б /(а+^) содер- 

житъ членъ Аг , гд* ^4— функщя отъ а, а ш не есть це- 
лое положвтельное число ^ ин должны предположить, что раз- 

ложен1я /(«+0-) /''(^Ч"^)т • • • содержать члены т Аг , 

/^ 2 

т{ш — 1)Аг , Отсюда сл4дуетъ, что если т от- 
рицательное число, то ВС* функщи /х^ /'х^ /"х дела- 
ются безкоиечно большиии при х^в^а. Если же ш положитель- 
ное, но не целое число й п^=^Еш-\-\^ то членъ ш(/п — 2)... 

(т— 1г+2) Аг и все следующ1е при г=0 делаются без- 

конечно большими, а все предъидущ1е — обращаются въ нули, 
такъ что при я; = а производный п-го и всехъ следующихъ 
порядковъ безкоиечно велики. 

Такимъ образомъ^ если п указатель порядка первой изъ 
последу ющихъ производныхъ обращающихся въ со при а;=а^ 

то разложеше Д^-ЬО должно содержать членъ вида Аг где 
ш число заключенное между п — 1 и п. Если п^о^ т. е. сама 
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функщд /а безвонечно вешка^ то раздожеше /(а-|-г) до1жно 
содержать отрицательныя степени г ^). 

сСдЪдуетъ применять бъ югариеиажъ заключешя сделан- 
Еня относительно дробннхъ степеней ; ибо .... логариены со- 
отв'Ьтствуютъ дробннмъ степенямъ съ безвонечно малыми пока- 
зателями т. е. раднваламъ безвонечно больптихъ степеней^ и 
по этой то причин^Ь всявому числу отв^чаетъ всегда безчис- 
ленное множество его логариемовъ» ^). 

Тавъ^ если фуивц1я содержитъ логариемы^ раздожеше 
/(^+0 въ рядъ можетъ содержать, въ частномъ случа* дг=а, 

члены вида г [1одг) , а ея производння /'(я?4^г), /"(а?+г)^ 
члены г (1одгу и г (юдг) ; г (шдг) , 



г [содгу и г (Ьодг) ; н т, д. При %—о, 

1одг=оо^ а \ г'^^ (1одг)^ > = О при т положительномъ и оо 

при р отрицательномъ для всякаго д; если одна изъ произ- 
водныхъ обращается въ безвонечность при а; = а, то безво- 
нечно веливн и всЬ сл4дующ1я ^). 

€ Можно, тавимъ образомъ» говоритъ Лагранжъ «завлю- 



г'^ 



чить вообще, что разложеше /х-^-г/'х +"о'/"^+^'^- Ф)'нвц1И 

Л^+0 можетъ сделаться отибочнымъ (йеуеп1г Гаи^хГ), для 
оиред'Ьленнаго значен1я х^ тольво тогда, вогда одна изъ фунв- 
Ц1Й /ж, /'ж, /"х^ с^с. сделается безвонечно большой при 
этомъ значен1И х^ и что это разложен1е будетъ ошибочннмъ 



1) Бед, й, /. еак. с1. /опЫ. 8-те Ьвд., О. <и ^. 1;. X, рр. 69—71, ТА. </. 
/. ап. N. ёй. С11. V, агЬ. 24, 29-30, О. <и Ь. 1. IX, рр. 57—58, 64-65. 

2) Са1е. «/. /., 1. с. р. 71, ср. Ьед IV, О. с/е и 1;. X, р. 36, гд* для 

выраж. Цл. даются формулы: — ГХ^—П и — Г 1 \ , прн г 

безкон. болып. 

•; Ш^. Ьед. УШ. 0. (к Ь. Ь. X, рр. 71, 72. 



Н1Я 
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ТОЛЬКО начиная съ того чдена^ который обращается въ безко- 
нечность» ^). 

Когда функц1я /о; обращается въ безконечность при зна- 
Ч6Н1И а перем'Ьнной х представляющииъ собою корень уравне- 

1я ^=0 (пожюсъ функцш /х) форму раздожейя (/«+«) 

т 
I (^ дЛ 

легко найти: пусть -:-=-?^ — ^ , гд* Рх функц1я не об- 

/х Рх 

ращающадся ни въ О ни въ оо при д:=а^); тогда/(а-{-г)= 

^ ' \ откуда видно, что разложете /(«+0 будетъ содер- 

• ш 
г 

жать члены вида — , ; й т. д. *)• 

% г 

Функщя /х разбивается такишъ образоиъ на двФ части, 

изъ которыхъ одна не обращается въ безконечность при я?=а, 

а другая состоитъ изъ суммы простнхъ алгебрическихъ дробей 



1) Саи. л. /. Ье? УШ, о. л Ь. I. X, р. 72, Тк. л, /. а». N. ей Рг. 
р. СЬ. У, аг!. 30, О. (й Ь, 1. IX, рр. 65—66. Доказательство этой теоремы 
(въ и'ЁСЕОЛько иной фориулировв'Ь) со всей строгостью и общностью было 
дано впервые (вавъ мы потомъ увиднмъ) Л. Л. Чебынишм». Объ этой т. и 
о добавл. которое сл'Ьд. сделать въ ея внражеЕ1н чтобы придать ему бо- 
1Ье ясности мы будемъ говорить подробно вдосл'Ьдств1н.— Прибавка : «е(; 
^пе се <1ёуе1орретеп1; пе вега ^Я11^^( ^и'а соттепсег ({и 1;егте дш (1еУ1епс[га 
1п&п1» показываегц что разложенхе въ рядъ и въ этомъ особ. случ. про- 
должаетъ давать т^ прокзводныя, иотор. не обращу. въбеввовечн^—Въаг!;. 
31, 32 ТЬ. <]. Г. (рр. 66-68) и въ соотв. м'Ьст. УШ ур. о функц. (рр. 72, 
73) даются примири; въ аг1; 25—28 (рр. 58-64) ТН, й. /. а. Лагравжъ 
даетъ правила для дифф. веявн. ф-1й въ гЬхъ случаяхъ, когда радшкалъ 
исчезаетъ изъ самой фчн и появляется снова въ одной изъ ея производ- 
внхъ, а также показ, сдособъ нахожд. ист. знач. выражен1й принимаю* 
щихъ неопред, видъ 7©; С<ие.ёф/опы, Ьед. УШ, рр. 74 зшу 

') «Бп ^ёпёга!, апе {бпсМоп (1е х пе реа1 (1еуеп1г па11е 1ог8дае 



т 



1 к то1П8 дп'еИе сопМеппе пп Сас1еиг (х—а) , т ё*ап1; пп потЪге 
розШГ ^це1соп^ие>, УШ-те Ьед. *. и еа1е. </. /. рр, 81—82 (1, О. с1еЬЛ.Х, 

•) 1ле, ш. и еак, Л /опы. ,Ье<^, VIII, 1. с. рр. 68—69. 



• ^ 
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+ ^- — -+ 1 -+.... +_1^_ гд* 



\х — а) \х — а) \х — а) х — а 

коеффиц1онтн а, |3^ 7*» • • • • Н- ^У^ь функц1И отъ а. Опред4лвн1в 
этйхъ Боеффдщентовъ послужило предиетоиъ йнтереснаго из- 
сл'Ьдован1я ЭВдера^ сообщеннаго ииъ Петербургской Акадеш 
Наукъ въ 1780 г. подъ заглавхенъ: «Новый сиособъ разло- 
жен1я рацшнальныхъ дробей на простыя» ^); въ этой рабогЬ 
Еоши усиотр^Ьлъ впослЪдствхе первые зачатки своего усчисм- 
тя вычетовг *). 

• Эйдеръ разсматриваетъ алгебрнческую или трансцендентную 

Р 

однозначную функцхю /х въ вид* дроби -^ въ которой числи- 
тель не обращается въ 0^ а знаменатель исчезаетъ при х=о. 
Разлагая Р и ^ въ ряды но фориул^Ь Тейлора и полагая 

х—а=г^), мыпредставймъ/гсвъ вид* эд^^-^гЧ^-^'+^^'Ч^'^ ' 
гд'Ь А 0Т1ИЧН0 отъ 0^ а первые коеффищенты знаиенателя 
(въ конечномъ числ4) могутъ быть равны О, если х — а крат- 
ный инолйтель знаменателя^ или а кратный корень уравнев1Я 

1 

-:-=0. Если а простой корень этого уравнешя, то, при без- 

1 Л+Вг 1 
конечно маломъ г, у^г = . . ^ ^ .=— т- (а + РО «> откуда 



1) Коуа Ме1;Ьо(1аз Ргасйопез ^па8спп^11е гаиопа1ез 1п Ггасйопез 
81трисез ге8о1уе11^1. Ас1а АсЫ, 8с. 1трег. Рыг, рго Аппо 1780. Р. I, Ре^г. 
1783, рр. 32—46. 

2) А, Ь, СаисНу, Ехегсхсез с1е Ма<;Ьёгааидие8, 1827, 1. II, рр. 315 
8ШУ. Оеиг. сотр1. с1*А. СаисЬу П-е зёг. ^. УП, рр. 363 8и1У : 8иг ип Мё- 
то1ге (ГЕп1ег йапз 1ег]ае1 се 1гопуе 1е дегте Ли са1си1 йез гё81(]п8. 

з; €Коиа аи^ета те111о^п8, (|иат 1ис зиш (;га(]11пги$, Ьшс 1пп1Шиг 
рппс1р1о, дио(1 розИо «=а отпез 18(;ае Сгасиопез раг(;1а1е8 еаа<1ап1; 1п&- 
пКяе, с1пт ге11чиае отпез тапеп1; {1п11;ае тадп!1;п^1п1з, ^(^ео^пе ргае ИИ^ 

(1иа81 еиапезсап!; Хс 1^^ипг Ь1С сопзШегаио ^п^]пШ тогат Гасе&^а!. 

зШиашиз поп а— а=0, Зеё а — а=1м^ (1опо1ап1;е « диапи^акега 1пйш1е раг- 
иат а<;дае а(1ео ]р8ат епапезсеп^еш » ЕьЛег, 1. с. р. 34. 
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А ^ В А^ 
^~а^ Р ~"а — "ШТ' такииъ ооразомъ, йы получаемъ коеф- 

ф1Ц1ентъ при "ЗГ" ^"^ раз10жен1и /х — : а = < Р : -^ [ _] 

Если х—а двойной инохитедь знаиенатедя, то $1=0^ и 

1 А4-Вг+Сг^ 
воеффиц1енты а и р получатся изъ формулы -^. шХсТХлу^"^ 

1 ,. .,. А ^ В АС С ВС 

- (а+^г^^г^), откуда а= ^; р = д^— щу; Т = ^— ^- 

^/) АС^ 

^^ "^" ©^ * ^' ^' ^* 

Очевидно^ что въ общемъ сдучаЪ^ когда а есть т крат- 
ный полюсъ /х, а опред'Ьлябтся по очень простой форнуяЪ: 

1.2.3 т. Р: > • — Эйяеръ прим*- 

(1х ) х-=^а 

нилъ свой способъ къ разложен] ю на частныя дроби функц1и 

^(^пд.':^'-Со8.^' '' 

И.^сд'Ьдовавъ законы разлоген1я аналитическихъ функщй 
въ безконечные ряды и развнвъ общую теор1ю производныхъ 
функщй^ Лагранжъ сдЪладъ еще новое важное открыт1в въ те- 
ор1я Тейдорова ряда: онъ показадъ впервые съ какой степенью 
точности известное конечное чисдо членовъ этого ряда выра- 
жаетъ вещественный значен1я разлагаемой (вещественной) функ- 
цш. Теорема объ с остатке» играетъ значитедьную родь въ при- 



1) Еи1ет, 1. с. § 3, рр. 34-35, Сашиш I, рр. 35—37. 

3) 1Ыи. Са$,Щ рр. 37—38; сн. также См. Ш, р. 38 и зам. р. 38-39. 

*) Ех€тр1ит^ 1. с. рр. 39—46 ; СМ. еще мемуаръ Эйлера въ его Ори- 
9си1а Апа1уаеа^ Ь, II, Ре1г. 1785, рр. 102—137: Ве ге8о1иЫопе Ггасиопит 
1гап8сепс1еп11ат 1п 1п11а11а8 ГгасИопев зшрИсез, гдЬ разлагаются дроби 
1 V ** 

1 V 99 9 9 

-р: — , "ог— , о- ^ -^^ ^ при Ц*Л, ПОД. НвЧвТН. V , ~ — , прИ 

1:$т<^\ 1: 8т у», 1 : {ктд ?- 5ж у). 
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1огбН]яхъ Тейлорова ряда къ воароеажъ геоиетр1Я м механики; 
на нее можно смотреть какъ на АОполнен1в къ IV предюже- 
шю Арбогаста^ вмФсгЬ съ воторнмъ она служятъ Бавъ бы пе- 
реходомъ отъ абстрактной^ чисто алтебрической теорш аналн- 
тическихъ фунБцтй къ теорхи этихъ функпдй ]п сопсгв1о ^). 

Выводъ Лагранжа основанъ на лемм'Ь о томъ, что если 
первая производная ^*х остается постоянно конечной и сохра- 
няетъ одинъ и тотъ же знакъ отъ д;=а до л;=й, гд* Ь>а и 
если Р — наибольшее по абсолютной величин^Ь значеше этой произ- 
водной между этими пред'Ьлами^ то разность величинъ первоначально! 
функщи для этихъ двухъ значен1Й перем'Ьнной: ф — ^а заключается 
между О и 2(Ъ — а)Р и следовательно им'Ьетъ тотъ же знакъ 
что и ср'ж ^) ; откуда вытекаетъ^ что если /';) наименьшее а /'? 
наибольшее значен1е /'от между данными пред'Ьлами^ то /6— 
/а>/'р и <;/'9 ^)- — Доказавъ эту лемму Латранжъ зам*чавтъ, 

9 * тп — 1 

(С (С 

что полагая >=/0+х/0+-2/"0+ .... + ^Х][^-"2)(^' 

/^ 0'\'Х^Е мы найдемъ что К есть значеше функц1И 

^ ш — 1 

Рх при ^=1, определенной уравнейемъ ^Р'^-= 



1.2.. (^-2)(т-1) 



р'^ (х — хг) й исчезающей при ^г = О, иными словаии 



О Ср. прим. 2 на стр. 326, Сак. Л. /. Ьед. 1Х^ О. <1е Ь. 1. X, рр. 
86—86. 

») ТШпе, 6. /. а. N. ё<1. СЬ. VI, аП. 88, О. ^в Ь. Ь, IX, рр. 78— 80,0в/с« 
Л /. Ьед. IX, О, Л Ь, \,. X, рр. 86—90 ; «Вапз 1в Сак. с[1ЙГ.,1асопс1й81оп 
ргёсё(1. ез! апе впие 1ттёс11а1;е ь\, пёсеззагге (1е 1а тап1ёге сКопЬ се Ог' 
са1 ее! епУ1за$ёч ^^ е11е зе ргё8еп1е тёте запз аасапе ПтИ^Иоп ге1а11уе' 
теп1; апх уаТеагз 1пАп1е8 ; тахз попз аИопз уо1г ^11*е11е ез1: 8оиуеп1 еп её* 
Гаи<; й се! с^аг(1. се дти зегугга й топ1^^гег 1а пёссззКё (1'ипс апа1у5е р1и8 
п^оигеизе чае се11в чш зегЬ с1е Ъазе ап Са1си1 с111Г.> 1ЬЫ,^ р. 89; нельзя 
назвать сл'Ьдующее зат^Ьмъ замЬч. Л. справедливымъ, ибо уравнение 

у= /*-/-<'* не нм-Ьетъ опред. смысла когда -—-станов, беяк. бодьш.нежду 

пределами интегращи. 

•) СЫв. Л, /. Ьед. IX, О. Л Ь. ^. X, рр. 90-91. 
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11ри102ен1е лемиы къ дтому виду остатка легко приводить къ 
изв'Ьстной Лагранжевой фориул'Ь остаточяаго члена ^). 

«До снхъ поръ мы разсматривали производныя фуикщи»^ 
говорить Лагранжь въ начал'Ь 10-го урока объ исчислени 
функц1й^ «только ио отнолтенхю кь образованхю рядовъ^ изь 
которыхь он'Ь пройсходять; но эти функц1и^ разсиатриваеиня 
сами по себ'Ь^ представляють новую систему алгебрическихь 



1) ТН, л. /. аша1. N. М.^ СЬ. У1| а^^. 33, 34. (Выводъ теор. Мавлор. 
ср. прим. 2 на стр. 318). 35—37, О, Ле Ь. 1. IX, рр. 69— 78.— Лагранжъ 
пришедъ такимъ образомъ къ той же теорем'Ь, которая въ сущности была 
уже найдена Даламбертом» въ 1754 году : ср. ВесЬегсЬез зог (ИИёгепв 
роши 1трог1апз (1а 8у81;бше <]п Моп(1е, раг М. РМ/«я6вП. Ргот. ра11;1е, 

Раш 1754, СЬ. УШ, § II. Ой Роп впшел^ й (гоымг 1а юа^шг апа^у^^^ыл (Рипе 
/меИоп^ ^<^^^^ие 1а 9аг4аЫе ^ие евИе /опЫит гвп/егте стой ом ИсгоИ <Гиле рМл 

(^тпШ р. 50.— Это первое доваз. Тай Л. теор. поср. интегр. исчисд.~Даланб. 
не нм'Ьлъ въ виду давать остат. члена, онъ у него получился бы въ та- 

кохъ вид'Ь : \ Ля-\-х)(1» , который кратный интетралъ, вакъ ивв^- 
стно, приводится къ Лагранжевой форм'Ь; згу \ (Л— «) . /(»+х), <и 

или, что все равно,-^-^ (т^2)Ст-^1) \ •^<^*+*"') ' *• ^Р' иомуаръ 

Алпё^ въ ХШ тетр. Журнала Полит. Школы (1. VI); Ьар1аее. ТЬёопе 
апа1у1;, ё. ргоЪаЬ. 3-те ей. Рапз 1820, рр. 176 — 177 (Ытте I, аг!. 44, 

Еетагдие д^п^^а^е #мг 1а еоп9егд, </. шёНм)^ Мёсаш^ае сё1е8Ъе, Ь. I, Р. 1799: 
р. 245; ЬаегЫх. Тг. а. с. с1. е!; (1. с. и Ь. III, яг*. 1154— 1157, рр. 396— 402. 
Ср. еще Бпсус1ор. Мё^Ь. аг!;. 8ёпе въ конц*]^ (Соп<1огсе1; назыв. зд^^сь Тейл. 
теор.-предложетеиъ Даламберта). 

V П, Л, /. а. N. ей. ОН. VI, аг1. 39, 40, О. Л Ъ. 1. IX, рр. 80-83-, 
аг1. 40, р. 83; «Б^ой гёзиНе еп&п се Игёогёше поптеап е1; ^ета^^ааЫе 
раг 8а ашрИсНё е1 за дёпегаШё, . . ..>; въ Са1с. Л. /опа, Ьед. IX данъ 
Другой, элементарный выводъ остаточнаго члена, основанный на той же 
хеигЁ : О. <и Ь, I. X, рр. 90 95 ; въ ТН, Л, /. а. Л. прим'Ьннлъ свою фор- 

вулу къ ф-1Н X , ВЪ Са/с. Л, /. еще къ а , 1х^ 8м Ху агеитд «, (рр. 95 — 
99 I с.;. 

т. XVI. Зап. Н*т. Отд 6 
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дЪйств1й И сдухатъ^ такъ сказать, ключемъ для преобразова- 
шя функд1й» ^). 

Предположимъ, что намъ дано уравнете В\х^ у)=^0^ свя- 
зывающее перем'Ьнную х съ ея функцтей у^ взявъ производння 
1-го, 2-го и т. д. порядковъ отъ первой части этого уравнен1*я, 
иы получииъ столько же новыхъ, которыя сами по 066*6 и въ 
различннхъ коибинащяхъ между собою и съ даннымъ уравне- 
Н1емъ представляютъ производныя уравненгя соошагьтсшвеннып 
порядковъ^ существующ1я одновременно съ первоначальнымъ в 
содержащ1я, кром'Ь перем'ЬнноВ и ея функшя, производныя раз- 
личннхъ порядковъ отъ этой посл'Ьдней. Эти уравиен1я нграюп 
въ анализ'Ь туже роль^ что и дифференщальныя уравненгя Яеб(!- 
ница — для преобразовашя изв^стныхъ функд1й ^и генеращи но- 
внхъ *'') ; он'Ь однако их^ютъ то преимущество, что представ 
ляютъ вполне опред'Ьленный смыслъ не только въ случа'Ь ве- 
щественннхъ значешй у ^ х^ но и тогда, когда обФ эти ве- 
личины д'Ьлаются мнимыми ^). 

ПримЪромъ такого приложен1я прояаводныхъ функщб К!» 
теорш фунБщй мнимаго перем^нпаго можетъ служить преобра- 
зовапе данное Лагранжемъ въ Ю-мъ урок* о функц1яхъ: пусть 
у=^8гпх^ 2=Со8х, тогда у'=^:;, ^с'= — у, и слйдовательно 
2' + У>^— 1=(^ + уУ— 1). У—1; или С^' + у'У — 1): 
(;г-|-у V — 2)= V — 1^ а возвращаясь къ первоначальнымъ функ- 
щямъ: /(^+у У — 1)=ж V — 1+А:^гд'Ь постоянная А; должна быть 
опред^Ьлена сообразно съ природой функцШ у й 2: при л: = о, 
у=о, а^?=2, сл4д, /0=11=^0; и такъ /(^-^у У — 2)=д:У — ] 

и Созх-^8тх. У — ^=в , откуда легко получить Эй- 



») СЫе. |/. /. Ьед. X, О. Ле I. (;. X, р. 106, ТА. Л. /. «•. N. ей., Рг. 
р. СЬ. VII, агк. 41, О. йе Ь. *. ГХ, р. 86. 

») Тк. ^ Л ап. •Ш. рр. 86-87, Са/с. с/. /. Х-те Ьед., рр. 106-107. 
Ср. стр. 180-182, 184, 185. 

•) Мы вндимъ впрочемъ что это обстоятедьство нисколько ве оста- 
навднвадо и теометровъ пользовавшихся дифф. исчисл. ср. е. %. М, В»- 
поыШ 11. с. на стр. 207—209. 



Г" 
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1еровн внражетя для созх ж згпх поередствонъ нняннхъ 

экспоненц1а10въ^ «внражешя»^ заи'Ьчаегь Лагранжъ, €открнт1б 

которыхъ ножно считать однимъ изъ прекраснШшяхъ анахвт!- 

ческихъ открнт1Й сд^Ьяанннхъ въ нашемъ вЪк^> ^). 

Производное уравнеше какого угодно г7г-го порядка съ 

руия перен'Ьнннии х ж у всегда можно разрФшить^ представ- 

х^ х^ 

ляя у въ вид* безконечиаго ряда у^+у®'л^+у^"-л-+у®'" о-я" 

+^с., гд4 у®, у^\ у®'\ и т. д. суть значвн1я функдш у и ея 
послФдовательннх'ь производныхъ при значетя х=0 (не обра- 
щающимъ ни одной изъ нихъвъ оо);7пперв11хъвелячннъ этого 
посл'Ьдняго ряда должны быть выбраны произвольно^ или на основали 
другнхъ^ посторонннхъ требовая1Й задачи^ и тогда вс* остажь- 
ння яогутъ быть найдены изъ даннаго производнаго уравнетя 
1 его дальнФйшихъ производныхъ ; такияъ образоиъ обнаружи* 
вается^ что полное первоначальное уравненге производнаго урав- 
нен1я т-го порядка^ и следовательно полный интегралг ^) 
;икффвренц1альнаго уравнен1я т-го порядка съ 2-яя переиФн- 
нняи содержать т произвольныхъ постоянннхъ ^). Способъяе- 



1) Са1с. </. /. Ьед. X, о. <1е Ь. 1. X, рр. 108—109 (ср. прим. 1 на 
стр. 276). Н']^свольво иначе предстаиенъ тотъ же выводъ въ Тк^ Л, /. а. 
N. ёа. Рг. р. СЬ VII, аЛ. 44, О. (к Ь. %, IX, рр. 89—91. 

2) Латранжъ, следуя Эйлеру, всегда называжъ ЫёдтЫш» еотрШеш И1и 
^^ш^|^опш рптШ^еш е<>тр1^иш интетралы содержание пожное чисю произвожь- 
Евхъ постоянныхъ, присваивая назваше •. д^п^гаШ еле ё. р. дёяёга1е$ только 
ивтетражамъ, содержащимъ произв. фунвщи; въ этомъ поступадъ онъ, 
быть иожетъ, бол'Ёе посл'Ьдовательво, ч^мъ Д'Ьлаютъ обыкновенно ЕОV^^Ё' 
ш1е писатели* 

3) ТН. а/ты, апа1, N. ёс1. Рг. р. СЬ. УП, аг1;. 45-48, О. Л I. Ь. IX, 
рр. 91—96, СЫе. Л. /Ьисг. ХП-те Ьед. ТЬёопе ^^ёпёгак йез ёдпайопв йёп- 
тёез е( ^ез со1181;ап1;е8 агЫ1;га1ге8, О. ^е Ь. (. X, рр. 142 — 156. Ср. стр« 
182, прям. 2 ; заи^чаше это сд'Ьлано, конечно, впервые Тейюроиъ ; Же- 
йо^. юсгет. Ргор. УШ, РгоЬ. V, р. 24 ; сХТЫ 1;егтшогпт соеШс1еп1е8 с, 
с, с, &с. диогпт пптегпз ез!; п, йаЪпп^дг рег 1;ои(1ет сопйШопез РгоЫе- 

гоаШ». Ргор08 IX, РгоЫ. VI, 8сЬо1шт, р. 36>, затбиъ повторено и окон- 
чательно разъяснено Фонтеномъ: си. Мётокез (1опп. й ГАса^. В. (1е8 
8с1епсе8 поп шрг. (1. 1еиг 1;етр8 раг ЛГ. РопизЛпв^ йе сеие Ас. Рапз 1764 : 
ТаЫе рр. (2)— (3) ; Ье Са1сп1 1п1;е§ргаЦ 8есоп<1е тё1;Ьос1е (1748), 1п1то<1пс- 
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опред^Ьленннхъ коеффищентовъ яаметсл^ конечно^ однииъ изъ 
лучшихъ средствъ для интбгрирован1я производныхъ уравнбН19 
ббзвонечннми рядами ^). сПринцииъ отд'Ьленхя незавнсикыхъ 
воличествъ» бнваетъ полезенъ для той же ц'Ьля и въ свази 
съ другими аналитическими методами Вотъ^ наприм'Ьръ^ какъ 
Лагранжъ находитъ полный интегралъ производннго 7равнен1я 
перваго порядка у'=^Р{х^ у) по одному частному р*шен1Ю у^р 
при помощи варгацги произвольной постоянной ^): пусть 
у=^/{^х^ а) и Л значеше произвольной постоянной а при сото- 
ромъ У'=^р'^ дядимъ Л приращен1е г и развернемъ Да;^ А-|-г) 
въ рядъ расподохенннй по восходящимъ степенямъ г\ перва! 
чденъ будетъ Длг, А)=]9, а прочхе члены о=^»4-гг^+ . . . ., 
гдЪ ^^ г . . . . фуикц1И отъ X ; подставимъ въ данное произ- 
водное уравнеше вместо у рядъ ;)-^-о=^)+г^-^-^V^- .... и 
развернемъ фунвщю Р{х^ у) по степенямъ г; тогда^ заи'Ьчая, 
что 2/'=р'+5Ч+гЧ'^+. . . . й съ другой стороны Дяг, у)= 



Поп, рр. 84—87; 8иг 1е тоиуетеп1; с1е 1а Ьппе аи1:оиг (1е 1а 1епге й'аргбз 
1е 8у81;ёте (1в 1а Ре8ап1;еиг, ЬештеП, рр. 407— 408 (Леммы I н II, рр.404 
— 407 содерж. въ себ'Ь пыводъ Тейлоровой теоремы, въ котор. Фонт. С1^д- 
Ньютону и Тейлору [ср. прим. (I) на стр. 222]). 

I) Зд'Ьсь, равум'Ьется, не м1}Сто говорить о снос, интегр. уравнеЕ1й 
И8Л0Х. Латр. въ гл. УП теор1И ан. ф. и въ ХШ урок'Ь о ф-1яхъ. 

*) «Сеие тё1110^е>, зам'Ьч. Лагранжъ, «ев! апзв! арр1)саЫе, атес 
Рех^еппоп сопуепаЫе, аих ё^паиоп8 <1е8 ог(1ге8 зирёпеигз ; та18 . • . оп по 
роагга (гоауег, еп ^ёпёга! 1е8 уа1еаг8 (1е сев Гопсиопз (неизв. ф-1й) ^пе 
(1ап8 1е са8 ой1е8 соеШс1еп1;8 8егоп1;соп81;ап<;8.— Аа гез1;е, сеио тёи10(1ее51 
1е 5о11(1етеп1 ёеа 8о111ио118 (1е8 рг1пс1раих ргоЫётез ^е 1а (Ьёогге (1е8])1а' 
пе^еа». Тк. Л. /. ап. Кону. ё(1. Рг, р. СЬ. VIII въ конц*. Къ истор1и за- 
М'Ьч. Лагранжева опособа см. 8иг 1е тоауетеп! (1ез поепдз (1. огЬНез р1а- 
пёЫгеб, Иоы9, Мёт, <и ГАс, <1й Вег1.^ апп. 1774, Оеиггеа<1еЬ. 1;. IV, ТЬёопе 
дев уаг. 8ёсп1. йез ё1ёт. й. Папёкез, *Ы4. 1781, О. <1е Ь. Т. V, Два мему- 
ара 8аг 1а ^Ьёопе ^ёпёг. (1е 1а уапа1;. (1. еопз!;- агЬ. (1а118 1о113 1е$ РгоЪ- 
1ёте8 (1е Бупапидие въ Мёто1ге8 с1е 1а 01а8зе (1. зс. та!!!, е! рЬ. (1е 
Г1п8Ы(п1; за 1806 м 1809 гг. О. </в Ь. %, \1 и мемуаръ Пуассона въ XV тетр. 
3, (1е ГЁс. Ро1.: Мёт. зпг 1а уаг. ^. с. агЬ (1ап8 1е8 ^пе8<;. (1е тёс (сх- 
интересный разсвазъ о Лагр. и Пуассон'Ь у Агадо. В]о^гар111е ее Ро1з8оп^ 
N01. Ыодг *. II, рр. 654, 655) ; Ъа^апде, Мёсап1дие апа1у1;1дае, 2-те ё(1. 
Т. I, 8ес1. V, О. <^в Ь. Т. XI, рр. 345 -368. 
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1\х, р)+оРр -^^-^ ру-^- .... *), иы получямъ, приншая во 
внианхе уравнешя у'=^Р(х^у)шр'=Р{х^р) — : гУ4"*^^+----= 
щР'Р'\'г^[гР'р-]'-^Р"р]-\- . . . ., а въ силу цринцица отд*- 

л*Е1я независииыхъ количеетвъ: д* ^- дР'р^ г^-=^тР^р + -^ 

Р'^р^. . . ., который ураБнвн1я послужатъ для опрвд*лен1я неиз- 
в*стннхъ 9> ^5. • • • ^ '^^'^^в нибудь частные интегралы линей- 
ныхъ уравяен1й исрваго порядка^ къ которымъ очевидно при- 
водить отыскаше этихъ неизв^Ьстныхъ^ достаточны для р'Ьшен1Я 
задачи. Зная^ такимъ образомъ^ одно частное р'Ьшеше нашего 
уравнен1я у=р, мы найдемъ полный его интегралъ посред- 
ствомъ ряда ^=р+^?+*^^+- • • 1 сходимость котораго завн- 
ситъ вообще только отъ величины произвольной постоянной г ^). 
Можетъ однако случиться, что при частномъ значенш 
у=р формула Тейлора яеприм'Ьнима къ функцш Р{х^р'\-6) 
и въ разложенш ея должны появиться дробныя или отрицатель- 
ння степени г ^) ; тогда рядъ представляющ1й у не можетъ 
сохранять той же формы^ хотя первый членъ его будетъ все- 
таки равенъ р\ но можно предположить, что второй членъ 



*) Лагранжъ обозначаетъ черезъ Ря^ ^'9---' частный проиаводныя 
Щрв^г) но перем. р; тотао тавже Рав^ Р'л^.... означали бы тоже что 

") Тк. л. /. ап, N. ёа. Рг. р. СЬ. УШ, аН. 67, О. Л Ь. и К, рр* 
106-108. 

*) Тейлоръ первый далъ сиособъ разложешя въ ряды интетраювъ 
двфф. 7-1Й вблизи алтебрнческихъ особенныхъ точеБъ^ распространивъ на 
этотъ случай правило Ньютонова параллелогр.: см. Ме^Н. 9псг. Ргор. IX. 
РгоЬ. VI, рр. 28—35 ; р. 36 онъ заи^чаетъ : 1п Ь4с Апа1у81.... оЪвег- 
уап(111го е81ц чпо(1 опшез отшиб соеШс1еп1;е8. .. • (1е(ег1шпап(11г рег сотра- 
гаиопет (егттпогпт. ^па^е аепеа Ьос то(1о 1пуеп1;ае зпп! отпез рагЫ- 
са1ате8, педпе ассото(1ап роззнп!; а(1 соп(1и10пе8 РгсЫешаНз, оЪ (1е{ес1от 
соеШсдепипт 1П(1е1;егтша1;оп]т>; ЗсЬоипт, рр. 35— Зв; ср. прим. 3 на 
стр. 339 ; Ср. еще 5. Ойыкег, Уегт. 11п1;ег8. Ь. 1876, рр. 182—185 (Ь с. 
въ прим. I па стр. 296)*, ЕаегЫх, Тг. д. с. с1. е1 де с. 1. 1. П^ аг!. 6в7| 
рр. 426—427. 



1 
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ЭТОГО ряда будетъ жн'Ьть видъ ^гу ибо есдибы этотъ Ч1бнъ 
сд'Ьшлся равнымъ д% ^ стоило бы только дать Д приращенхе 

г^ вм'Ьсто г и онъ превратился бы въ дг. Такинъ образомъ^ 
уравнеше опред'Ьдяющбб коеффищенты разложен1я приметъ та- 
кой видъ : г^+г г'4- г 5'+ . . . . = Л''^+ ^г +...., гд4 
т^2,п^7п и т. д. ибо степени г въ ряд* р-^-о по пред- 
П0Л0Ж6Н1Ю воарастаютъ. При 1^<^1 этоиу уравнбН1ю нельзя 
удовлетворить при проиввольныхъ значен1яхъ г., и въ атоиъ слу- 
чае нужно будетъ заключить^ что частное значен1е р^ удовле- 
творяющее производному уравнен1ю^ не заключается т'Ьиъ не 
ненЪе въ общемъ выражен1И /(х^ а) представляющеиъ полное 

значеше у. Такъ какъ первый членъ А' въ разлохеши 
Р(х^ р+о) — Щх^ р) зависитъ только отъ первыхъ двухъ чде- 
новъ разяожешя у т. е. отъ р+?^1 ^о величина его не из- 
иФиится если отбросить всЪ прочхе члены; отсюда сл'Ьдуегь^ 

что Р{х^ р'\-о)^^В\х^ р) Н ^- . . . . , что можетъ быть, 

/ 

при |х^о и <^2, только тогда^ когда Р'у обращается въ без- 
конечность при у=р ^). — Мы приходимъ такимъ образомъ въ 
замечательной теор1и особенныосъ ртьгиенгй или особенныхъ пер- 
воначальныхъ уравненгй^ разработка которой въ ея элементар- 
ной^ теперь кяассической форм'Ь. принадяежитъ всепсЬяо Даг- 
ранжу *). 

») ТА. </. /. апЫ. N. Ы. 1-гв р. СЬ. IX, аг1. 58, 69, рр. 109-111 (1. 
1;. IX (1. О. ае Ь. 

*) Онъ изюжиъ эту теорхю въ первый разъ въ стать'Ь : 8аг 1ез хп- 
1;ёрга1е8 рагИсиИёгев йез ёд. Й1^. 2Устс. Мёт. Л, 1*Ле. «к Ввг/. апп. 1774, 
О, (и Ь, I. Л' и зат'Ьмъ показа! ъ п'Ькот. ея приюжешя въ Ите, М, Л. 
ГЛе, Л, В, за 1779 г.: 8аг. (1Ш. диевИопз (1'Апа1у8в ге1а<;1Уев ^ 1а^Ь. (1.ш1;. 
раЛ. О. Ле Ь, Ь. IV ; см. еще ГА. Л. /. ст. N. ей. 1-гв р. СЬ. IX, 2-те р. 
СЬ. Ш, У1. Подробно и поло изложена теор1я и истор1я особ. р%ш. въ 
XIV— XVII уровахъ о функвдяхъ, О. Лл Ь. г, X, рр. 166—267. 
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Мы не будемъ останавливаться на суииовашй рядовъ, рЪ- 
шбши уравненШ третьей стеиеня я на другихъ прнюженхяхъ ^) 
прнмаго и обратнаго анаиза функцШ ^) равно Бакъ и на 
распространети установленныхъ раньше поиятШ и методовъ 
лого анализа на фунБц1и отъ двухъ или большаго числа пе- 
ремФнныхъ ^). Не интересемъ для насъ въ настоящую минуту 
и выводъ знаиенитаго ряда Дагранха для выражетя функщи 
оп иером4нной -г определенной уравнен1вмъ 2 ^=^ х '\- у/г, — 
ряд^а^ который впосл^дств!!! игралъ такую важдую роль въ раз- 
витш новой теор1и функц1и ^). 

МнФ остается сказать еще весьма немного о геометри- 
ческихъ и механическихъ приложентяхъ Лаграижевой теорхи ^). 

Теор1я касательныхъ прямыхъ я соприкасающихся кривнхъ 
1ия1й, основанная на У-мъ предложен1И Арбогаста, составляетъ 
первое приложеше аналитическихъ функц1й къ гбометр1и *). 
Она предполагаетъ что ордината у='/х данной кривой вблизи 
точки сопри косновешя разлагается въ рядъ расположенный по 
восходящимъ ц'Ьлымъ и положительнымъ степенямъ приращешя 
абсциссы этой точки, т. е. что всЬ производный аналитической 
фунщ1И /х въ этой точк!» конечны. Но въ томъ случа'Ь, когда 



О Тк. </. /опы. апа1. N. ёй. 1-гв р. СЬ. X, XI, О. <и Ь. I. IX, рр. 
118-141. 

•) 1Ы<1. СЬ. XI, аП. 72, рр. 140-141. 

•) Ша. СЬ. Х1[-Х1Г, XVI, рр. 142-162, 170-182, Са1е. Л, /опси 
Ьед. XIX, XX, О. <2в Ь, I. X, рр. 299—363', обозначен1я употр. Л. А1Я 
части, произв. очень неудобны: онъ по1ьэуется нижними значками (ТН. 
(1. Г.) и значками съ занятыми (С. (1. ^). -Раснространеше теоремы Тей- 
лора на функщи мног. перем'Внн. бвио сд'Ьдано Латранлемъ еще въ Берл. 
мен. 1772 г. упом. на стр. 318. 1. с. рр. 445 зшу. 

•) Тк. а. /. ая. N ей. 1-гв р. СЬ. XV, О. Ле Ь. Ь, IX рр. 163-169. 
См. Истор1ю этого ряда иъ эам'Ъчатедьномъ сочинен1и Я. А* Некрасова. 
Рддъ Лагравжа. Москва 1885 (Машем, Сборн, т. XII}, стр. 5 и сл'Ьд.; так- 
же Ва^. ОезсЬ. (1. пп. В. рр. 140—149. 

*) ТНёйЫе <1, /. апа1. N. ё(1. Вееоми рагИе-^пряЛ. КЪ ГеОМ. ТгоШёте р, 

— при1. КЪ механик'Ь. Въ Са1е, 6, /опы. этому предмету носвящ. только 
коротк1я зам-Ьч. въ конц^ 9*го урока ; ср. прим. 1 на стр. 336. 

•) Тк, Л. /. ап. N. ей. 2-е р. СЬ. I, II, аП. 1 - 12. О. Л I». %. IX, 
рр. 183— 200« 
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разскатриваеиое значете т этой абсциссн обращаетъ въ оо 
одну йзъ производныхъ функцШ /'д;, /% /"'х. . , .^ въ раз- 
10жен1е /{ш 4* ^) необходимо входятъ друпя положительння 
степенн % и общая теор1я становятся неприменимой. Допустимъ, 
что Дт+г), будучи разложена по восxодяп^и^IЪ степенямъ г, 

принимаетъ видъ: /т+^г + Вг ^'\' Сг "'"'^''"^-|- 

гд* Х,(1,у,. . . . поюжительння числа. Коеффиц1внты А^В^С^..., 
можно найти т'Ьмъ же путемъ какъ и въ случа'Ь ц'Ьлвхъ по- 
казателей : /(ш + г)—/т = г Р, Р= Л + г*^ й, ^ = Б + « ' 
В^. . . . гд'Ь Р^ ^^В^. . , . не обращаются ни въ О ни въ х 

при 1=0; Л=Г ^ [ ,5= 

т. д.; X есть^ сл'Ьдовательно^ показатель той степени г которую можно 
взять общимъ множителемъ въ членахъ Дш+г)— /т, такъ чтобы 
сумма освобожденныхъ отъ этого множителя членовъ Р не была равна 
ни О ни X при г=0 ^). Пусть ордината Р(гп+г) другой кривой 
соприкасающейся съ данной разлагается въ подобный же рядъ : 

1^Т[т+г)=Рт+1. Р р, р=а +г.^5, 5=р-|-гЛг, .... такъ 
что р, а, I, и т. д. положительный числа, а а, р, ^ V • • • з*^*'*^' 

Н1я Рр ^^, г^ . . . при г=0. Тогда /{т + г) — Р{т + %)^% . 

А—г/а +• г "'"'^ ^ — г^'^^' ^'^' Можно будетъ назвать 

сопрнкосновен1ями перваго, втораго, третьяго и т. д. порядковъ 
соприкосновешя такихъ двухъ кривыхъ для которыхъ первый 
членъ, первые два, первые три членн ... этого ряда равны 0^ 



г^ \г=0 ( г^ Ь=0 



') 1Ш. СЬ II, аП. 13, рр. 200—202: сОп а, ропг 1;го11Увг 1е8 1ег- 
тв8 зиссеааШ (1'апе зёпе, (1е8 тёШойез р1а8 соиг1;е8 оп ё'ии са1са1 рШз 
ГасЫе, та18 1а ргёсёйеШе а Гауап1;аде с1е пе йёуе1оррег 1а аёпе ди'аи1ап1 
^ив Гоп Уви(; е! (1е (1оппег 1а уа1еиг йи ге8<;в>. Ср. въ Лонг. М4т, Л ГАс 
А ВеН. апп, 1776 нем. Лагранжа : 8аг Газа^е с1е8 5гас11оп8 сопиппез йапз 
1в Са1си1 1п<;ёёга1, О. Лв I, Ь. IV, рр. 304 ашу., ЬаегЫх. ТЬ. с1. с. д. е1<1. 
с 1. и 1, 1п1гойис1;юп аг1. 60 8П1У., рр. 102 8П1У. 5. Ойшкег 1. с. въ при. 
1 на стр. 296 р. 178 м *). 



89 О0НОВАН1Я ТЕОРШ АНАЛИТИЧЕОКИХЪ ФУНКЦ1Й. 345 

И1И 1ННКИ сдоваии, для воторнхъ въ разлояешяхъ функцШ 
представляющкъ ихъ ордяватн для абсциссы ?п + ^ пер- 
вые два^ три, четыре и т. д. членовъ равны между собой. Если дв* 
1ИН1И инЪютъ такое сопрявосяовеше опредЬленнаго порядка^ 
някавая другая кривая, проходящая черезъ точку (т, /т) не 
иожетъ пройти между ними вблизи этой точки, не имФя съ 
ними соприкосновешя по крайней м'Ьр'Ь того же порядка. Ра- 
венства членовъ распадаются на равенства показателей и ра- 
венства коеффиц1ентовъ ; первыя зависятъ отъ природы функ- 
цШ / и Р^ — вторыя всегда могутъ быть удовлетворены на счотъ 
произвольныхъ коеффиц1ентовъ функцхи Р; прост'Ьйш1Д урав- 
нен1я кривнхъ им'Ьющихъ съ данной (у^'х) соприкосновешя 
различныхъ порядковъ суть такимъ образомъ слЪдующтя: ^= 

/т-\-А{х — т) , у^Ш'\'А{х — т) '\-В{х--ш) ^^ и т. д. *). 

1 
Подставииъ, далйе, въ уравнете у=/д?, -^ вместо х и, 

получивъ разложен1е въ рядъ по восходящимъ степенямъ г — : 
/-г-^=Аг +Бг **+ , выберемъ такую фунащю Рх^ 

чтобы первые члены разложен! я Р—г были равны соотв'Ьтствую- 

1 

щнмъ членамъ разложепя /-^ . Таковы простЪйш1я функц1и 

у = Ах , у = Ах -^Вх ^^ и т. д. 5 кривая вы- 

ражаемая однниъ изъ этихъ уравнен1Й приближается постоянно 
и безгранично къ данной по м'Ьр'Ь увеличешя абсциссъ х^ хотя 
никогда ея и не достигая, такъ что, наконецъ, при достаточно 
большомъ значен1И х^ никакая другая однородная съ ней кри- 

ТН. л. /<тЫ. апсЛ. N. ёс1. 2-е р. С1ь П, аП. 13, О. Ле Ь. и IX, рр. 
202—204 : сСез соптЬез аигоп1 г1опс аизз! (1ап8 1е твте ро1п1 1е соигз 1е 
р1пз арргосЬапЪ с1е се1п1 (1е 1а сопгЬе ргороаёе еЬ роиггоп!;, раг сопзё- 
диеп!;, аетг & еп Га1ге соппаиге 1е5 ргорпё(;ё8 соште 1е8 ро1п18 зшди* 
11ег8, 1е8 ро1п1;а (1е геЪтопззешеп^, е1с., зпг дао! ^огг РАпсиуме Леш Идпе» еоиг- 
Ьв« 4ь Сгашег». Ср. нрнм. 3 къ стр. 294. 
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вая гиперболическая или параболическая ^ порядокъ которой не 
выше ея порядка^ не сможетъ быть проведена между зтдии 
двумя кривыми, с Вторая кривая есть аоимитота первой», гово- 
ритъ Яагранжъ^ си это понятхе объ асимптоте кажется ин% 
самымъ простымъ и саиымъ общимъ изъ всЬхъ которыя иогугь 
быть предложены и въ то же вреия наибол'Ье способнынъ ха- 
рактеризовать природу приближен1я кривыхъ^ составляющаго 
истинный асйнптотивиъ > ^). 

Чтобы найти общее выражеше сегмента плоской кривой 
(^у=:/х)^ ограниченнаго осью абсциссъ и двумя ординатаи^ 
Лагранжъ разсматриваетъ его какъ функцгю Рх отъ абсциссы 
соответствующей конечной ординат'Ь и зам'ЬчаетЪу что при 
достаточно малыхъ, впрочемъ произвольныхъ значенхяхъ г^ вели- 
чина Р^х-^ г] — Рх заключается между пределами г/х и «/(д^+О^ 

или гР^х+-^ ^"(^+;2^ между пределами г/х и г/х-^ 

гУ^^+Л)^ гд* у^ и ^^ неизвйстныя количества заключенныя 

г' 
между О и г Отсюда сл-Ьдуеть что величина г[Рх — /я?)+2*- 

Р"{x•^^^) должна быть меньше *У'^л?1;,^, что, всл-Ьдствзи 
произвольной малостя г, мо}кетъ быть только при Р*х-=/х] — 
вопросъ приводится такимъ образомъ къ простейшей задач! 
обратнаю анализа ^). — Мы не будемъ говорить о другихъ 
геометрическихъ ириложен1яхъ теорхи аналитическихъ функцЦ: 
они все основываются на тЪхъ же принципахъ и не даютъ 
поводовъ, въ изложен1и Лагранжа, ни къ какимъ интереснымъ 
для насъ замечашямъ ^). 



*) ТА. |/. /. ап. 1. с. аге 14, рр. 204—205. Ср. прим. 2 на стр, 29*. 

а) ТА. <1, /. ап. 1. с. ОЬ. VI, аП. 27, рр. 238—240. 

») Ом. 2% 4. /. ап. N. ёс[. 2-е р. СЬ. Ш, 1У. — задачи о контав- 
тахъ, обертк., раввертк. и пр. О. 4е I. Ь. IX, рр. 206 — 231, СЬ. V— наиб, 
и нанменьпг. велич. ф 1й, рр. 232 — 237, СЬ. У1, рр. 240 — 247, СЬ. XIV, 
рр. 322-335.— Квадр. ьубат , комл., выпрям!.; СЬ. У1Г~ крив, двойн. крив, 
рр. 248-257; СЬ. УШ ЛХ, X, XI, рр.258-29б-крив. поверхн., СЬ. XII, 
ХШ, рр. 296'-321 —Бее ^пе8иоп8 с[е тах1т18 е( пишш18 чш ее гаррог<;еп1 



^^^*" 
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Мбханнчешя приложбН1я основаны на соображетяхъ по- 

ДОбнНХЪ ТЪИЪ КОТОрНЯ ПрИВОДЯТЪ КЪ Те0р1И С0ПрЙК0СН0В6Н1Я 

крнвнхъ; дти соображбН1Я должны ви'Ьст'Ь съ т'Ькъ служить 
обращонъ для всЪхъ приложешй тбор1|1 аналитическихъ функ- 
Ц1Й КЪ однородныиъ вопросаиъ другйхъ Еонкретныхъ наувъ ^). — 
Пусть уравнен1в х=^^1 выражаетъ аналнтячески законъ пряио- 
лянейнаго движев1я точки^ гд'Ь I — вреия^ а я: — пространство 
пройденное точкой въ это время; пространство пройденное въ 
прокежутокъ времени 6 сл'Ьдующ1Й непосредственно за истече- 
Н1бмъ опредЪленнаго времени I выражается разностью /(^+6) — 
Д которая, будучи расложена въ рядъ по формул'Ь Тейлора 

принимаетъ видъ в/''^+у/"^+. . . • и распадается такимъ оо- 

разоиъ на безчисленное множество частей, сообразно съ ч^Ьмъ 
I данное движен1е, въ промежутке времени 6^ можетъ быть раз- 
ложено на безчисленное множество слагающихъ его движешй^ 
участвуя въ каждомъ изъ которыхъ точка прошла бы простран- 
ен 
ства в/7, "о/ ^ • • • • соответственно. Первое изъч этихъ двн- 

хен1Й равномерное^ происходящее отъ начальной скорости /^^ 
второе равномерно-ускоренное и происходить подъ вл1ян1емъ 

1 

ускоряющей силы пропорщальной "^/''^ ^^' Обозначая черезъ А. 

некоторое неизвестное количество заключенное между О и 1^ 
кн получимъ для пространства Д^+Ь) -Д конечное выражете 

а 1а тёЪЬо^е с[е8 уапа1;1оп8^ тоже подробвгЬе въ 21']1Ъ и 22-нъ урокахъ о 
функцЫхъ (О. с^ Ь. X, Х^ рр. 364—451), о чемъ намъ еще придется упо- 
мянуть ниже. 

*) См. у М. МаЫ. ЯЫ. (1. зс, т. еЬ рЬ, Т. V, рр. 184—186 интересное 
зан'Ьчан1е о сравнит, достоинств, методовъ Лейбница, Пьютона и Лагран- 
жа Д1Я р'Ьшенхя вонвретиыхъ задачъ. 

•) ТН, Л, /опс1. ап, N. ей. 3-те р. СЬ. I, аг(;. 4. О. <^в Г. \,. IX, рр. 
340-341: «А Гё^агс! йез ап^гез, сотте Из пе зе гаррогкепЬ а аисип 
тонуешеп!; 81тр1е соппи, И пе зега раз пёсе8за1ге йе 1ез сопзаДёгег еп раг- 
испНег, е(; поиз аИопз й11ге уо1г ди'оп реи1; еп Сайге аЪ81;гасиоп (1апз 1а 
(1ё(егпипаиоп с[п тоиуешеп); ап сои1шепсетеп1 (1п 1;етр8 0». 
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в/'<+-о'/"^+2~Ч-^'"^'"^''^^'> изъ котораго видно, что южно 

выбрать 6 настолько маяниъ^ чтобы двнженхе состоящее йзъ 
первыхъ двухъ слагаеиыхъ приближалось къ д'Ьйствитежьному 
бол'Ье чЪмъ всякое другое^ состоящее изъ равнои^Ьрнаго и рав- 
нои^Ьрно ускореннаго движбН1й. Изъ этихъ соображенШ легко 
вывести то заключен1в, что сесли-бы силы^ препятствующ1я дан- 
ному движен1ю быть равнои'Ьрнымъ, внезапно прекратили свое 
д'Ьйств1е въ иоиентъ {, — ^движепе продолжалось-бы, начиная 
съ этого момента, равномерно со скоростью /% и что если-бы 
д'Ьйств1е этихъ силъ^, не прекращаясь^ стало постоянннмъ, то 
движен1е сд'Ьлалось-бы равном'Ьрно-ускоренныиъ— подъ д'Ьйствхемъ 
силы постоянной и пропорцхальной /"Л — Мнопя явлен! я приро- 
ды, и въ особенноств результаты различныхъ опытовъ прнду- 
ианныхъ для изсл'Ьдовашл падешя т'Ьлъ, вполне подтверждаютъ 
справедливость нашего яаключен1я, которое должно быть раз- 
сиатриваеио какъ основной принципъ всей теорш движен1я>М- 
— с Отсюда видно >^ прибавляетъ Лагранжъ, с что первая й вто- 
рая производный появляются совершенно естественно въ меха- 
нике, где оне имЪютъ определенные значенхе и смыслъ; это 
и побудило Ньютона къ тому^ чтобы положить въ основаше 
Исчислен1Я ФлюксШ поняпе о движенхи»^. 



Не смотря на все недостатки и промахи^ которые ю- 
жетъ усмотреть современный читатель въ разобранныхъ сочи- 
нешяхъ Дагранжа со стороны строгости и общности его изсл'Ь- 
дован1й и Зс1ключен1й^ сочйнешя эти имеютъ огромное истори- 
ческое значенхе^). Работы Лагранжа утвердили впервые ту 



') 1ЫЛ. рр. 341 - 342 ; ср. аЛ. 1—3, рр. 337—340 и М^сап, ашЛ. 2-е 
ё(1. 8ес. рагИе, 8ес1;. ргегшёге, аК. 1, 2, О. Л Г. I. XI, рр. 237-241. 
») ТК. с/. Г. ал. 1. с. аге. б, р. 343, ср. стр. 197, 198. 
*) Ср. М^у. Ье^. ПОПУ. Ьге р., ргёГасе р. XIV п. (9). 



93 0СН0ВАЙ1Я ТЕ0Р1И АНАЛИТИЧЕСКИХЪ ФУИКЦ1Й. 349 

истину^ что понятгя и законы алгебрическаго анализа ^) даютъ 
возможность^ неаависико отъ какихъ бы то ни было иосторон- 
нихъ началъ, построить теор1ю функцШ — настолько обширную, 
чтобы обнять вс'Ь главн^йш1б факты добытые иамематическипъ 
анализоиъ и всЬ нажн'Ьйнпя его нриложбН1Я. Развитхе такой 
теор1н аналитическихъ функщй при помощи чисто алгебри- 
ческихъ методовъ можетъ представить непреодолимыя трудности; 
тогда придется разсмотр'Ьть объекты теорхи съ другой посто- 
ронней точки зр'Ьшя^ выразить чисто аналитическ1я ионят1Я въ 
логически дквивалентиыхъ терминахъ^ заимствованныхъ изъ об- 
ласти другихъ оредставлен1Й^ или^ вакъ говорятъ, реализовать 
ихъ въ образахъ этой области. Новые образы должны быть ко- 
нечно логически вполне равносильны прежнимъ^ такъ чтобы 
всегда возможенъ былъ обратный переходъ къ области преж- 
нихъ представлен] й^ но наглядный стойства этихъ новыхъ об- 
разовъ дадутъ поводъ къ синтетическимъ построенхямъ^ могу- 
пщмъ оказаться бол'Ье плодотворными чЪмъ тЪ^ который мы мо- 
жеиъ усмотр'Ьть непосредственно ^). Во вслкомъ случа'Ь, такое 
разнообраз1е методовъ не разрушаетъ единства основныхъ прин- 
ииповъ теорш, прВ],ающаго ей ту точность и ясность^ которыя 
мы видимъ въ работахъ нов^йшихъ ея посл'Ьдователей^ начи- 
ная съ зам'Ьчательныхъ трудовъ Мэрэ и Вейергитрасса^). — 



') Чтобы вид'Ьть какъ Лагранжъ смотр'Ь1ъ на эти понят и законы 
сд'Ьдуетъ прочесть его В1зсопг8 $иг ГоЬ^е(; с1е 1а (Ьёопе ёе$ ГопсИопа апа- 
1у11Яие8, ^ои^п. Нл ГЁс, Ро1.^ П-е ОаЬ. 1Ьвгт. ап. VII, О. Л Ь. I. VII, 
рр. 325—328; «А ргоргетеп1; раг1ег», говорить онъ (р 327), «ГА1^*ёЬге 
п'ез!; еп ^ёпёга! дпе 1а 1Ьёопе (1е8 {опсИопз». 

2) Лагранжъ, конечно, чувствовалъ въ нзв'Ьстн. ж^р± значенге по- 
добныхъ соображеп1й : ср. Ауег1:188етеп1 ее 1а ёсих. ёс1. (1е 1а Мёсап^^пе 
апа1у1. О. Л Ь е. XI, р. XIV; Сашо/. КёЙ. аг*. 157 рр. 158—159, аг! 
166, рр. 165—166, аг!;. 171, 172, рр 169—171. Ему однако быю еще со 
вершенно невозможно подойти къ новой, геометрической теор1И функщй 
О пристраст1и матсматиковъ второй половины прошлаго в^ка къ исклю 
чительно алгебрическимъ истодамъ ср. СНаш1е$. Арегдп Ыз);. СЬ- IV, ^и&Ьт 
ёр. § 22, рр. 168-169. 

3) Ср. Предисловз'е и сочив, упом. въ прим. 2 на стр. 266, въ осо- 
бевн. М^гау Ье^. пову. Ргё&се, рр. VII— XXV, Рппс1ра1е8 рпЪис Ли 
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Таковы истинное значеше и характеръ учен1я объ аналити- 
ческихъ функц1яхъ. Съ другой стороны, существуютъ несомн*н- 
но вопросы иатематическаго анализа абстрактные я конкретные, 
главнымъ предметомъ которнхъ служатъ функц1Н, и которые, 
т'Ьмъ не иен'Ье, совершенно выходятъ изъ области атого учешя; 
лучшимъ, если не единственнымъ средствонъ для рЪшенгя та- 
кихъ вопросовъ остаются понятхя и методы дифференцхальнаю 
и интегральчаго исчислешй. Съ такой точки зрЪшя не сиот- 
рЪли еще однако на теораю Яагранжа ни саиъ ея авторъ ни 
его современники и ближайтхе посл'Ьдователи ; она была заду- 
мана и понята главнымъ образомъ какъ средство совершенно 
внт'Ьснить изъ иатематическаго анализа исчислен1е безконечно- 
малыхъ ^). 



Въ разсматриваемый нами першдъ вопросъ о началахъ 
дифференщальнаго и интегральнаго исчислешй уже не служить 
предметомъ горячихъ споровъ какъ въ эпоху ихъ открыпя, но 
сохраняетъ ен],е весь свой интересъ, по крайней и'Ьр'Ь на кон- 
тинент'Ь: англ1йск1е математики продолжаютъ строго и упорно 
держаться своихъ прежнихъ воззр'Ьн1й. У континентальныхъ ге- 
ометровъ — сторонниковъ этихъ исчислен1й сохраняются еще два 



тёте ап1;еиг, рр. XXV I— XXV Ш, АуегЫззетеп! йе 1а ргет1ёге раг11е, 
рр. ХХТХ-ХХХП. 

1) и въ Тк, л, /. а. и въ Сак, Л. /. Лагранжъ начинаетъ съ кря- 
тиви началъ этого исчислсшя ; тоже д^Ёдаетъ онъ и въ ОЛзс. з. ГоЪ^. (1е 

1а 1Ь. й. I, а.: « 1ап(118 дие се! ё(11Йсе 8'ё1еуаи 1\ ипе 11аи1>еиг ттепзе», 

говоритъ онъ о Высшемъ Анализ'Ь въ конц* 18-го ур. о ф., «Геп1тёе еп 
(1ете1]гаи 1отцоигз та1 ёсЫгёе — Роиг 1еуег 1;о118 1е8 зсгир111е8 с1г (Из- 
81рег 1;оиз 1е8 пиа^еб, 11 пе Гаи* пеп &1гв ёуапошг п1 пеп пё^И^ег : сЫ 
се ди'оп оЬиеп!; раг 1а сопзЫёгаИоп йез 1опс1;10П8 йёпуёез». О. блЬЛ-Ту 
р. 298.— Такой взглядъ на теорхю Лагранжа сохранился у н^воторыхъ 
математиковъ и въ наше время; ср. Мёгау 1. с. въ предъид. прим. Тео- 
р1я анал. ф-1й была однако очень скоро забыта и вытЬснепа другими ме- 
тодами ; посл'Ьднее выдающееся сочинеше написанное подъ вл1люемъ 
идей Лагранжа есть ТгаИ;ё йи с. сИЕ е!; й. с 1п<;. Лакруа; ср. Ргё&се 
въ 1-мъ тон'Ь этого трактата ; она снова возродилась въ нов'Ьйшей теор1П 
фуншцй. 
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главннхъ учен1Я соотв'Ьтственно двумъ первоначальныиъ направ- 
лен1яиъ созданнынъ Ньютоноиъ и Яейбницемъ^). 

]1р,лам6ертъ^ достойный посл'Ьдоватедь велякаго аншй- 
скяго геометра въ своихъ блестящихъ работахъ по натуральной 
философ1И^)^ впервые сд'Ьладъ попытку положить Ньютоново 
учен1е о пред'Ьдахъ въ основаше дифференцхальнаго исчислен1я. 
Онъ пом-Ьстилъ въ своей « ЭнцимопвД1И » ^) статью о Диффе- 
ренцгаАть^ которая долго служила образцовыиъ введеи1еиъ въ 
исчислеше безконечно иалыхъ. сНьютонъ»^ говоритъ Далам- 
бертъ^ «никогда не смотр^Ьлъ на дифференцхальное исчнслеше 
какъ на исчяслбН1е безконечно-малыхъ количествъ^ но какъ на 
методъ первнхъ и послЪднихъ отношен1й т. е. какъ на иетодъ 
отыскан1я пред*ловъ. Поэтому онъ никогда не дифференциро- 
валъ колячествъ^ но только уравнен1я; ибо всякое уравнеше 
содержитъ всегда отношете двухъ перем'Ьнныхъ кодичествъ^ и 

^) о раздичныхъ сочинетяхъ относящихся къ этому иредмету см. 
въ словарь КлюгелА-Груиертгл (V ТЬ. Егв^. Вй.) статью ХТпепйИсЬ, рр. 507 
—514 (Ш81опзс11е8), 536, 537. 

*) ^лап Ье Яоп</ В'А1етЬеП род. ВЪ 1717 Г.— уМ. ВЪ 1783 Т. О ето ЖИЗНИ 

и натем. работахъ см. въ особ. Мапе. Шз!. й. М. 1;. VIII, рр. 172-236. 
также Ё1о^е Не В^А1етЬег1 раг СопЛогсеЛ^ напеч. Ы. п. въ Оешяге* с[е В^А1етЬеП^ 
Т. I, 1-ге р. Рап8 1821, рр. (1)-^ХХУШ; тамъ же: МЫо9ге Ле В'АктЬеп 
раг Ы тёте (рр. 1-8); РоПгаИ </в 1*аигеиг ШЬ раг 1и1 шбто еЬ айгеззё, еп 
1760, а Майаше ***; дал-Ье В'АитЬеги ^^л^^ошерН ВеНгап(1. Раш 1889 (Ьез 
ртап^ ёсп\'а1п8 йг. её. НасЬеНе е! С-хе) съ портр. Дал. и небольш. за- 
метку С<тгшл въ ВхсНоппахге с1. 8с. РЬНоз. Франка, Переписка Дал, съ 
Лагравженъ помЪщ. въ I, ХШ О. Ле ^. представ, яетъ не мало интереса 
для ист. мат. — - СН. Пепгу опубликовалъ въ Ви11. Попе. 1. ХУШ ЗерЬ.-Ьёс. 
1885 неизданную переписку Дал, съ Крамером ъ, Лесаженъ, 1Слэро, Тюрго, 
Кастпльономъ, Бэглеиомъ и др. съ интересн. предисл. о жизни и матем. 
работахъ Дал', см. Ех<;г. Коте 1886, рр. 3— б— бшгр. св*д. 7— 10— Ь18^о 
ёеа (гауаох та1;ЬётаI;^^иез 1пёс111з с1е Ь А1етЪег1- (въ Библ. Франц. Инст.)- 
Между этими веизд. трудами суЬа. зам'Ьтнть : 23. 8аг 1ез рппсарез (1п саЬ 
са1 (ИЯ. ГМз. К. 240* 6 8% Г. 335-339); 29. 8иг 1е8 аиап1. 1огап1Ьт. е* 
ехроп. (Мз. К. 240* 7. 8», Г 344-359). 

3) Епеус1пр4<Ие оп Р1с1;10ппа1ге гахаоппё (1ез всхепсез, аг18 е* тёйегв, 

раг ппе 80С1ё1ё бе депз де кигез, т13 еп ог(1ге раг Вш^гог еЬ ^нап1 й 1а 

рагИе та^Ъёта^^^пе раг Оо1етЬег(—был& напечатана въ первый разъ въ 

Париж'Ь въ 17 томахъ 1п-Г 1751- 1765 съ 11 томами таблицъ 1762—1772; 

математич. статьи Эвциклопед]и логали также въ математ. отд'Ьлъ Епсу- 

с1орёо[1е тё1Ьо(11д11е оп раг ог(1ге (1с таИёгез ; я пользовался этимъ посл^д- 

нимъ сдовиремъ Хопу. ёс1. Рабоие 1787—1790 въ 4-хъ частяхъ съ однимъ 

томомъ таблкцъ. 
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дифференцированхе уравнен1й состоять только въ отыСБат пре- 
д'Ьла 0ТН0Ш6ШЯ конечныхъ разностей этихъдвухъ количествъ» ^). 
Такимъ образомъ с Дифференщальное исчислеше состоять только 
вь томъ^ чтобы опред'Ьлить алгебрически пред^^лъ отношен1я^ 
который уже выраженъ въ лишяхь^ и приравнять другь другу 
эти два предФла^ что даетъ возможность найти одну изьэтиъ 
ЛИН1Й. Это опред'Ьлеше, быть можеть^ саиое точное и ясное 
изъ всЬхъ опред'Ьлешй диффвренц1альнаго исчислетя; но оно 
иожетъ быть хорошо понятно только тому^ кто уже освоился 
съ саиымь исчислещеяь^ ибо часто истинное значенхе опред^- 
лешя науки заметно лишь т^Ьнъ^ кто ееизучиль» ^). Интеграль- 
ное исчислен1е Далаиберть разсматриваль какь обратное диф- 
ференц1ально1[у ^). Сохраняя Яейбницевы обозначепя^ Далаи- 
бертъ не даетъ все-таки «точнаго и яснаго» опред'Ьлетя диф- 
ференц1ала^ основаннаго на принятыхъ имъ началахь^ хотя язъ 
его разсужден1я и видно^ что иодъ йу и их разр'Ьетъ онъ лишь 
дв'Ь величины^ отношете которыхъ равно пред'Ьлу отношеля 
соотв'Ьтствующихъ конечныхъ разностей^). 

Порту гальск1й матеиатикь Да Кунья^ сл^^дуя т'Ьнъ же 
принципамъ^ что и Далаибертъ^ даетъ уже точное формальное 
опред!Ьлен1е дифференциала вь своеиь сочянен1и с Начала Ма- 



*) Епс. МёЛ, аП. ВШёгепИе!, Т. I. Р. II, р. б25а. Н*сколько выше 
(р. 5246.) Д. говорить : Се дп'П пои8 1трог1;е йе гга1(;ег 1С1 с'ез! 1а тё- 
^ар|1у8^^ие (1и са1си1 ^«/Г^гея/!^/.- Сеие тё1арЬу81дие (1оп1 он а (лп1 ёсг1Ц 
ев! епсоге р1и8 1трогип<;е, & реи(; ё1ге р1118 (11Шс11е ^ с1ёуе1орег дие 1е8 
геё1е8 тёте с1е се са1еи1: — » и аагЬмъ иереходитъ к ъ критик*^ Лейбни- 
цевой теорхи. См. также: Ё1ётеп8 йе рЫ1о8орЬ1е, КУ. Оёотё1;пеи§Х1У. 
Ёс1а1ГС188етеп1 виг 1е8 ргшарез тё1арЬу81с111е8 с1и са1с. 1пб111<;ёз. Оеиюгы 
(1е В'А1. Т. I, Ьге р., рр. 275-276, 288-293. 

2) ШЛ. р. 526а: Зопуепк 1а уга1е йёйшНоп й'ипе зсхепсе не реШ 
ё(ге Ыеп зеизхЫе ди^а сеих ди] оп(; ё(;и(11ё 1а 8с1епсе>. 

3) ЕпсуЫ, тё1Н. аг<;. гпИс1гп1 (первая статья \ 

•) Кпс, тИк, Т. I, Р. П, р 5256. Это опред'Ьлеше было потомъ фор- 
мально вьедено Коши: ЕхегЫси д,^Лпа1уш€ е( </« Рк. та<А. 1; ГП, рр. 5 8иП., 
— Мёто1гс зиг ГАпа1у8е 1пйп11ё81та1е ; рр. 50 8ШУ., — Мёт. аиг 1е саки! 
дез Уаг1а1ю118. 
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тематики», опубливованноиъ въ 1787 году ^). Сохраняя подоб- 
но Далаиберту обозначешя Лейбница, онъ однако придержи- 
вается наиненован1й Ньютона я назнваетъ дифференцхалы фдюк- 
С1ЯНЙ, а интегралы флюэнтаии. Я приведу зд'Ьсь н'Ькоторыя язъ 
ннтересныхъ опред'Ьлешй ХУ-ой книги «Началъ» ^). 

И. Шреи'Ьнная величина, допускающая значен1я постоян- 
но прбвосходящ1я всякую данную величину, бежонечно-велика ; 
перем'Ьнная хе^ значен1я которой иогутъ быть сделаны посто- 
янно иеньшиии всякой предложенной величины, называется без- 
конечно-малой. Ш. Если величина выражен1я А зависитъ отъ 
величины другаго выражешя В, А называется функцгей отъ В, 
а В норнемъ А. — IV. Выберемъ величину однородную съ кор- 
неиъ X и, назвавъ ее флюксгей этого корня обозначимъ че- 
резъ с1х. — Обозначаютъ черезъ (1Рх и называютъ флюкс1ею 

аПх 
функщи /Та?, величину, которая д'Ьлаетъ отношен1е —^ — по- 

Р{х+(Ь)—Гх йГх ^ 
стояннымъ, а разность т-^ — — У — безконечно-ма- 

лой или нулемъ, при безконечно-маломъ их и при тоцъ пред- 
положепи^ что всЬ величины независящ1Я отъ их остаются по- 
стоянными. 

Почти одновременно съ сочинешеиъ Да Буньи появились 
еще дв'к работы посвящениыя иачалаиъ высшаго анализа и при- 
надлежащхя Симону Люилье и аббату Са1шо. 

Берлинская Академ1я Наукъ предложила дать въ 1786 
году лремгю за «ясную и точную теорш математической без- 
кояечиости»: преи1я была присуждена женевскому математику 
иПпйгег^ представившему сочииеи1е подъ заглав1емъ «Элемен- 

*) Ва Сипка^ профессоръ матвм. ВЪ Коимбрсконъ уиив. род. въ 1744, 
—ум. въ 1787 г.; см. Рппс1рез Ма1;11ёгааи(1ие5 (1в Геи До8ер11-Апаз1а8е йа 
СапЬа 1га(1. 111(бга1етеп1; (1а рог1;а^а1з раг ^. М. В^АЬгеи, Вог(1еаих 1811. 
рр. (1)— VIII— Ауегиззетеп! (1и 1га(1ис1еиг. Объ этой замЬчательной кннгЬ, 
иредставхяющей собою первый оиытъ строго-формальнаго изложения всей 
математики (на 299 стр. ш-8®!) мы еще упоыянемъ впосл'Ьдств1и. 

2) Рппс. та/А., рр. 196-197. 

Т. XVI. Зап. Мат. 0»д. 7 
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тарное издогвн1е начадъ высшихъ исчисдбН1в> ^). Рабата эта 
им'Ьетъ ц'Ьлью доказать^ по словамъ ея автора^ с что методъ 
древнихь^ извгьстный подъ тшзватемъ Метода Истогцетя^ со- 
отвгьтственнымъ образомь распространенный^ достаточет 
для прочнамГустановлеяля началг новихг глсчисленгй^ ^). Со- 
образно съ зтимъ^ Люиье постарался изложить свою теор1Ю со всей 
строгостью древнихъ геометровъ^ на основан1И ихъ учепя о вели- 
чинахъ^). Давъ опредЪлеигя п27вд1Ь4а перен'Ьннаго количества М 
и переи^Ьннаго отношетя^)^ онъ доказнваетъ г1авн^Ьйш1я тео- 
ремы объ этихъ предФлахъ^) и переходить бъ изсл'Ьдоватю 



') ЕхроаШоп ё1ётеп9аиге 4л$ рЫне^реш Ллш са1аЛш шырМеиг9 раг Мщ Ь^НиНг€Г, 
ВегИп.— 5ююя ЛпШпе ^еап ЬНиШег рОД. ВЪ 1750 Г.^ум. 1810 Г.; СИ. Метле. 

Н. а» М. е. X. рр. 107—109. 

3) Ехрм, Шт,^ 1п1го(1. р. 6. 

*) Люи1ье 7ЧИ1СЯ въ Варшаве и Тюбинтен'Ь у ПфлейдФрера^ завуча- 
Фбдьнаго знатока древней геометр1и, внаменитаго комментатора Евк1нда. 

*) Ехрой. Шт. Ск. ргехшег. <8|иг иш Х|т|'<е1 4л ^шнагШ 6; ём Кврроги 
ропаЬкй^ ои ргет, ргте. Л. Са1си1§ 8ир. § 1, 1-ге В^/. р. 7. — Ср. Кп^^, 1. С. 
на стр. 236 ; ЕпсуЫ, МИкоб,^ Аг(. Ыпи(;е СВагд»шюШл и /)а<вт&ег1)— вс1 911 

ооред'Ъден1я лредполагаютъ монотонное прябжижеше къ пред'Ьлу.— Одре- 
д'Ьдеше пред'Ёла было дано въ первый разъ /)>«1ор»ел0 а ^8^. ГтеяА'о; Ороя 
веоте1г. Ь1Ь. 11^ (Ц/. 3, р. 55: «Тегпипаз ргортеапопхв езЪ зепе! бшз, а<1 
^иет ппПа ргодгеззго регМп^е!, Псе); 1п 1п&п1(;ат сопипае^пг ; зед ^иоа^з 
1п<;егаа11о да1о ргор1й8 а(1 еит ассе(1еге ро(вг](». Ср. ЕхрЫеаИо^ рр. 55- 
56: этнмъ опред. н объясн. Гр. де С. В. поюжялъ начало теор1Я сходв- 
мостя безк. рядовъ. Ср. прим. 3 на стр. 266. См. еще ШаШш 1. с. въяряв- 
1) на стр. 142 и въ прим. 2^ на стр. 243. <АЪег тап шг(1 еЪепзо^ешв 
^аШя (1аз УегЛепз!; аЪзргесЪеп», говорнтъ М. Канторъ, «(1|в кл^ле пвск 

йЬиске Еогт Леш ОттяиЬвтдапдй еяг/ипЛеш ми Шея. 1)м ^ОГЦ ^ег Пп1ег§сЫе(1 

^бЫе к1е1пег а18 )еЛет ппг апёеЪЪаге, дмам* азпдпаЫИ яияог, Ьа! ег8( (1а5 
Уег81&пдп1з8 е1пег &гепге а1з ешез УГег<1еп<1еп га еггеп^еп уегтосЫ, в.з. 
мг.> СаШог, 7ог1. Ь. II, рр. 823—824. 

V Ехроз. Нет СЬ. I, р. 7., 2-те Вё/. Сконецъ 1 §, рр. 7—10 содерж. 
прим'Ьры); это опред. относ, опять таки въ монот. взм'Ёц. отнош. ; ср* 
опред. данн. въ прпм. 1) на стр. 236, которое легко обобщить тахъ: 
КаЫо еаиаЫШ с1. ^иап^. (х: у) з. Ит. арргор1пдпап(;. ас1 С, О. гезр., гаИо- 
пет со^иимйет (А: В} рго ИтИе ЬаЬеге сИсНпг, спт е<;с. [СА: В)=(С: 0)ч 
зхяшЛет ({чапишез С, Б &П11ае з.]. 

•) Ехро». Шт. СЬ. I, §§ II -VI, рр. 10-21. 
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предФюБЪ безгранично убывающихъ «одяовременныхъ измене- 
П1й> в^еличинъ простМшихъ алгебричсскихъ внра»ен1й и вхо- 
дящей въ нихъ перем^ЬнноВ ^) ^ эти пред'Ьлы называетъ онъ 
дифференцгальными отиошеигями. сДдя сокращения и облег- 
чешя вычисленШ» ^ говоритъ онъ € условились обозначать 

1т. -т— ^ дредФлъ отношенхя одноврененннхъ жзи'Ьнен1в Рж х 

лр АР ар 

черезъ -7- ; такъ что 1%т. -д — и -г- обозначаютъ одно и тоже э . 

— сДжфференщальное нсчнслен1е занимается отнскашеиъ диф- 
фереищажьнаго отношеихя двухъ перен^иинхъ количествъ .... 
Л назову 1ште1ральнимъ ихъ отношенгемъ^ отиошбН]е суще- 
ствующее иежду 8ТИ1И двуия количествами поскольку оно вы- 
ведено изъ ихъ дифференщальнаго отношетя. Отнскан1емъ та- 
кихъ интегральинхъ отношеиМ занимается интегральное исчи- 
слепе» ^). ДЕффбренц1альныя отношен1я могутъ быть, конечно, 
I раэшчнвхъ высшихъ порядковъ, и для нихъ Дюилье тоже 
сохраняетъ обозначетя Лейбница. Зат'Ьмъ доказываетъ онъ тео- 
рему Тейлора, переходя подобно Тейлору, отъ отношенШ ко- 
нечныхъ разностей къ ихъ предФламъ^), пока:шваетъ главней- 

1) Ехрош. иы, §§ VII— ХШ, рр. 21—31. См. прибав т. къ рр. 18 & 24, по- 
моги, рр. 203—206 Ех^о*. 

а) 1Ы § XI^*, рр. 32, 31 ; «Оп гв8агс[ега атес р1и5 де га18оп 1ои1; 

се (|П1 ез!; соп1;епи (]апз 1е8 СЬар1(гез ргёсб(]еп(з>, гопоритъ Люплье въ11 

пав^ (§ ЬХУШ, р. 167), «сотте 1е ^ёуе1орретеп1 (1е8 1(1ёе8 зпг 1ез рг1п- 

С1ре8 (168 са1си1з апрёпеагз, ^ие Мг. д*А1етЬегЬ п*а Ы(; яп'ёЬаасЬег & 

сотте ргорозег (1ап8 Гагис1е (1Шёгепие1 (1е ГБпсусЬрёсИе & (1апз зез 

Мё1апве8, 

•) Ехро9, Шт. СЬ. Ш, §§ XXI- ХХШ, рр. 43 -5Г; Ср. пооравку 
рр. 207—208 п аа1ге (1ётопз(;г. рр. 208—210. О другихъ доказательствах!» 
ТейдоровоА теоремы основянныхъ на тЬхъ же принцвпахъ см. Шйде1-0гипегСш 
^бг1 I АЫЬ. V ТЬ. Егз!. Вй., ТауШв Ьекгзаи, § 6; Вемге18е (1. Т. Ьекгз. рр. 11 
з^^.; я прибавлю еще къ указ. таыъ соч. статью Гурьева: ОЪзегуаМопз 
зшг 1е 1Ьёогёше (1е Тау1ог, ау. за (1ётопз<;г. раг 1а тёи10с1е без ИтИез 
Раг Мг. 8. Ооипе^ (Тгай. йи гиззе) Уо%а Ае\а Ас, 5с. /. Ре1г, т. XIV, а(1 
апп. 1797 е! 1793, Ре1г. 1805, рр. 306 - 335 (Ср. 1ЫЛ. ПЫ, Ех1г. р. 74) ; 
(Селене Бмлльяновичь Гурьевб род. ВЪ 1762 Г.— ум. въ 1813 Г. Академикъ съ 
1798 г.). В&Ь эти выводы предполагаютъ, конечно, безъ доказ ., сходниость 
Тейлорова ряда. 
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т1я пр]1ложен1я дифференщалыаго нсчислен1я къ анализу и 
гвоибтр1я и расаространяетъ его па простЪйпия траЕсцендент- 
ныя фунБцги ^). Въ особой глав'Ь подвергаетъ онъ разбору и 
критдк1^ понят1е о безконечности и различная изложен1я началъ 
внсшихъ исчислеи1й '). Въ этой глав'Ь Люилье возставтъ про- 
тивъ П0ИЯТ1Й объ актуальнахъ безконечно-большихъ и шалыхъ 
величинахъ и показываетъ^ къ какимъ противор'Ьч]Яиъ и неяе- 
ностямъ приводитъ допущен1е этихъ попят1й въ геометр1н и 
ариеметик'Ь ^). «Я полагаю»^ говорить онъ дал'Ье, «что въ 
диффвренщальЕОмъ нсчислеши не^слЪдовало Си и произносить 
словъ дифферепц1альное количество; или варажешяиъ этихъ 
количествъ не соотв-Ьтствуотъ ничего, въ безусловиокъ ихъ 
синсл'Ь^ и следовательно это вовсе не количества ; или же вы- 
ражел1е называемое диффереяцхаломъ функц1и не даетъ дМ- 
ствительнаго изм'Ьнетя проистедшаго въ функцхи^ какъ бы ня 
былъ иалъ дифференщалъ (1х переи'Ьннаго количества^ и сгЬ- 
довательно это выражеше должно всегда оставлять сомнЪше въ 

законности выводииыхъ изъ него заключен1Й ^). Равнннъ 

образоиъ не сл'Ьдовало бы употреблять словъ интегральная сун> 



») Ехро8. Нет. СЬ. П, §§ ХУ1-ХХ, рр. 34-42 — касат., СЬ. IV, 
§§ XXIV— XXX, рр. 52-65-0 тах. и тт., СЬ. V, §§ XXXI -ХХХШ, 
рр. 65—77—0 точк. перег., воввр., рад. крив, и разверт., СЬ. VI— 8аг 1е8 
Ьоеап1;Ьтез, §§ XXXIV-XXXIX, рр. 77-85, СЬ. VII--о ввадр.кривыхъ, 
§§ X^-X^VI, рр. 85-99; СЬ. VШ,§§ ХЬ VII— Ы,рр. 100-^105-0 выпр. 
кривыхъ, § Ь1, рр. 103— 105— дифф. тригон. ф«1й и ихъ разд. въ б. ряди, 
СЬ. IX, §§ Ы1-ЬМ, рр. 105 ^113, СЬ. X, §§ ^VII-^X, рр. 106-121-- 
о разм'Ьрахъ т1и1ъ вращешя. 

») Ехроз. Шт. СЬ. XI, §§ ЬХ1-ЬХ1Х, рр. 121- 176 : ^«г Пфт А 
виг 1ея ЛгЛ'егепШ ехрозШопя Лез Мпелрев ((в« Са1си18 зир4г9еиг8. 

*) 2Ш. §§ 1|Х1— ЬХШ, рр, 121—133: возражен1Я .1юи1ье нааравле- 
ны м. п. иротивъ Фонтепеля ^Ё1ет. йе 1а (теош. (1е ПпГ.; ср. прим. 1) яа 
стр, 238) и Л. Бертрана (Вёуе1орретва1 поиуеаи йе 1а рагИе ё1ёт. Лез 
та1Ь. рпзе <1ап8 1оиЬе зоп ё1еп(1ие ; раг Ьйи{$ ВеПгапЛ^ Т. II, Сгепёуе 1778, 
рр. 4, 5; допустивъ въ своихъ разсужд. такую авт. безкон. Бертранъ 
пришедъ къ доказат. Евклидова постулата о паралл. лишяхъ: Ргеш. Г- 
СЬ. I, Ргор. IX, рр. 19—21); §§ ^XIV яшу. содержатъ критику теор1й 
б. мал. 

•) Ехроз. Шт. § ^XV^, рр. 141-142. 
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ма, НО заи'Ьнить ихъ какъ я это сд'Ьлалъ въ предшествующенъ 
пзложбн1в^ вырахбН1е9(ъ € интегральное отношбН1е » . ^) Люилье 
предаочнтаетъ также^ при разсуждетяхъ о пред'Ьлахъ отноше- 
Н1в безконечно-иалыхъ или безконечно-болылихъ величинъ, на- 
зывать эти величины способными дгьлаться безконвино- малыми 
или безкоиечнО'большими (гп^пгЫетеШ реЫ^з или гпрпМез) ^). 
Сочинен1е Люилье заканчивается просгЬйшини приложен1яии те- 
ор1и пред'Ьловъ и дифференц1альнаго исчислен1я къ механик-Ь ^); 

из 
днфференц1альное внражен1е -^ для скорости онъ выводитъ 

совершенно также какъ выводится подобное же выражен1б ■^■ 

для площади плоской кривой какъ функц1и абсциссы: очевид- 
но, что отноп1ен1е пространства пройденнаго въ промежутокъ, 
времени, слЪдующ1й за даннымъ моиентомъ и настолько малый 
чтобы въ течен1Я его скорость постоянно возрастала или убы- 
вала, — къ величин'Ь этого промежутка — заключается между ве- 
личинами скоростей въ его начал1Ь и концЪ. Откуда сл-Ьдуотъ, 
что безгранично уменьшая продолжительность этого промежутка, 
мы получимъ въ предЪлЪ разсматриваемаго отнотенгя скорость 
двихешя въ данный моментъ. с Какъ ордината кривой есть по- 
казатель дифференц1альяаго отношепя площади и ея абсциссы, 
такъ й скорость тФла въ непрерывно перемЪяномъ движен1И 



*) Ехроа. Шт, р, 144. <Сереп(]ап1, сотше Гнза^е (1е сев то1;8 ез!; ё(;аЪ11, 
попз пе ёеуопз раг езрётег ^11е сез (Зегшегз еп ргеппеп!; 1а р1асе; та18 
81 1е8 ргет1ег8 ёозуеп! б(ге 1о1ёгёз, е1с.». Терхинъ «гарроП; ш1;ё§;гаЬ во 
всявомъ случа'Ъ едва1И выбранъ удачно. 

») па. р. 147. 

•) 1Ьи, СЬ. ХП, рр. 176—196, §§ ЬХХ-ЬХХУП-Г^Г^Йгв 4Ьаиси 6м 
АррИеаНапа й 1а Рк1^Ндие 4аз сЫеы1я вырМфыга; СТр. 176—189 содержать ВЪ Се- 

&Ь интересныя н здравыя разсухден1я о н'Ьвот. вопрос. фи1ософ1и при- 
роды ; въ зам'Ьтк'Ь къ р. 188 напечат. р. 210 Люилье товорнтъ : <Ьез гё- 
Пехюпз рЬу8^^ие8 соп1;епаез ({апз се СИарИге 80п( 1ои1 раг(1спиёгетеп1 
1е (тИ йез ]П8(гпсиоп8 дие ^Ч^ еп 1е ЪопЪепг с1е гесеуо1г (1е се рго{оп(1 
РЬиозорЬе (Хв Заде); . . . . > см. еще крох'Ь этой зам'Ётви АЛИОоп а 1а Шв 
1ИГ Мг Ье 8а§е, р. 211 
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есть показатель дифференд1адьнаго частнаго проходниаго этшъ 
т^^доиъ пространства ко времени употребюнноиу на его про- 
хожденхе, иди предЪдъ отношешя одновреиенныхъ измФнешй 
этого пространства и этого времени (продета вленннхъ какш 
нибудь однородннми количествами)». Точно такге выводится! 
выражеше для ускорешя ^). 

Признавая понятхе о скорости интуитивннмъ и первона- 
чальнымъ^ какъ это д'Ьлаетъ Люилье^ можно^ следуя Ньютону, 
положить само это понят1е въ основаше внсшаго анализа'); 
такъ поступаегь между прочимъ'и аббатъ Са1мо въ интерее- 
номъ мемуар'Ь представленномъ Туринской Академ1н Наукъ въ 
1787 году^). — Подобно тому какъ движеше— непрерывиое яз- 
мЪненхе м'Ьста въ пространств'Ь происходить въ зависимости 
отъ истечешя времени^ такъ^ непрерывное изм%нбН1е всякой ве- 
личины какой бы то ни было природы можетг происходить въ 
зависимости отъ ненрерывяаго измЪнешя другой величины. 
«Сл'Ьдуетъ перейти»^ говорить Са1изо, скъ болЬе общей идо'Ь 
какого бы то ни было изм'Ьнешя и тогда можно сказать что 
текущая величина или флюэнта есть изм'Ьняющаяся величина, 



1) Ехроз. Шт. СЬ. ХП, § ЬХХГУ, рр. 189-190. 

2) Ср. превосходяыя зах'Ьчан1Я, вотор. д1ц|. Сагпо^ о метод'Ь флюк- 
С1Й Ньютона, КёП. аг<;. 140, 141, р. 144; «.. ..саг, аФоп (11Ц с'ез!; ш№о- 
(1шге (1ап8 1а Оёотё(;пе, чп1 арраг<;1еп1 аах Ма111. рагев, 1а поНоп (1ез 
уивззез, дш п'арратиеп!; дп^аохМа^Ьёта^дпез т1х1;е8, е(; (1ё6шг ппе 1(1ёе 
дп1 &оИ 61;ге з1тр1е раг ппе аа<;ге да! ез(; сотр1ехе — Ма18 се(1е оЪ^есиоп 
бз(; аззег Муо1е, саг 1а уёпиЫе сЬозе ^ сопз1(1ёгег ез(; (!е 8ауо1г а! 1а 1Ьёо- 
г1е 681 р1аз Гас11е й 8а181г (1е сеНе тап1ёге чпе с1*аие а111ге. Ье с1а8$е- 
шеп!; дпе поиз Ызопз (1еа зскпсез ез! аззег агЫ(;га1ге....>. Возраженхе 
Лагранава въ ТН, Л. /. ал. 1п<;го(1. 0. Ле Ь. %. IX, р. 17 СА^анн. съ точки 
зр'Ьн1я чисто алгебричесвой теор1и ф-1й им'Ьетъ больше значен1л.— Въ но- 
гкЁ.теь время теор]я флювс1й дослужила основангемъ высшаго анализа 
въ зам'Ьч. книг-Ь Ламарля : Ехрозё ^ёотё1пдае (1п са1са1 дШёг. е( 1п(ёдг. 
ргёсё(1ё (1е 1а с1пётаидае (1а ро)а(, (1е 1а (1го11;е еЬ с1а р1ап е(с. раг Ег- 
11691 Ьатаги^ 2 уо18, Рапз 1861—1863. 

О Бее (11вегеп1ез тап1ёге8 с1е (гаНег сеНе рагИе с[ез та(Ьёта^^^ие5 
^ае 1ез апз арреИеаЬ са1са1 (1Шёгепие1 еЬ 1е8 аа1;ге8 тё1;Ьо(1е (1е8 Пах10П8 

Раг М, иЛЬЫ йе СаЫло. МётЫгез Ле ГАса4, Коуаи Л. 8с. Апп. 1786—87. Тн- 
пп 1788, рр. 489 590. 
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а ея флюксхя есть скорость съ которой она изн'княется .... 
Вотъ ЯСТ1НН06 отвяеченяое и общее понят] е къ которону мы 
пркход1«ъ^ исходя изъ разснотр'Ьпя частнаго случая дян1н^ 
дяжва которой растетъ ндя уменьшается боя'Ье иди мен1^е скоро 
всд'Ьдетв1е двихенхя одной изъ ограничивающихъ ея точекъ > ^). 
Са1и80 яскяючаетъ изъ внсшаго анализа все что относится къ 
предетавяенгяиъ о безконечно-маянхъ ияи дифференц1аяахъ и 
ударживаетъ, съ небольшими изм'Ьнбнхяин^ саиыя обозначен1я 
Ньютона и его школы ^). 

Таковы главн'Ьйш1я воз8р'Ьн1я геометровъ разсматрнвао- 
маго пер1ода на учепе Ньютона. Гораздо меньше вннман1я 
уд'Ьиияи иатеиатики прошлаго вЪка идеяиъ Лейбница; разбро- 
санный въ разныхъ м'Ьстахъ его обширной переписки и въ нФ- 

^) Вьш (И^, тапИге» ли. аг!. 3, 1. С. рр. 493— 494.^3д'Ьсь опять (ср. прии. 
2 на стр. 289) интересно сравнить 8арождающ1Яся новня возар'Ьнхя у геомет- 
ровъ ХУШ в^ка съ авадотичнымн воэ8р^н1диисреднев^Бовыхъ ученыхъ.Схо- 
дастикн смотрятъ на дпижепе и скорость съ той-же общей (аристоте1евской) 
точки зр1^В1я вакъ н Са1п80', завонъ дви«ен]я изобрахаютъ они графически^ 
ысокой кривой^ я вам'Ьчаютъ такимъ образомъ, что наибольшему значе- 
н]Ю (шах1т.) изм-Ёидющейся ведичиаы соотв^тствуетъ самое медленное 
ея изм'Ьненге ^N, Огеппе, см. СиПяе въ 2еизсЬг. Г. М. и. РЬ. В. Х1П, 
811рр1етеп1ЬеА, р. 96). «Огевте'з Ап^еп овепЪаг^е ясЬ (Не ^аЬгЬеи Лез 
8а(2е8* говоритъ М. Канторъ (УогЬ иЬ. О. (1. М. Б(1. П^ р. 120), <о1е11 
гоап 300 ^аЬ^е 8р&1;ег ]п сИе ^ог1;е к1е1(1е(;е, ап (1еп НбЬеп~пп(1 Тхе^еп- 
рппс^еп апег Сигуе ее! (1ег ^^вё^еп^^а1^ао^^еа^ (1ег Ог(1ша(е пасЬ с1ег 
АЪ8с!88е N1111 ; (1а83 ег Ит Ъетевеа, пшг пасЬ е1пет Ве1яге]8е 81сЬ ат^е^Нап 
Ъ&ЬЬе^ ёауоп Ы кете Зрпг гп епЫескеп», и прибавляетъ сх'Ьдуюш^ее за- 
]гЬчан1е которое могло бы служить лозунгомъ новой математики : «ипс! 
егв! т]1; с[ет Ве^е!8е ^П1г(1е дав 8сЬагШпп1^е 8еЬеп гпт (;]еМап1беп 
УегигеЬеп». Ср. АгШЫ. РЬуз. (Ор. е(1. Ас. Бог.) III, 1, р. 201а, 10; VII) 
2, р. 243а. 8; IV, I, р. 20ва, 31 (различие между КСгг1а^д и ^орл), 

3) Л упомяну зд'Ьсь объ одной небольшой диссертащи, напис. еще 
въ 1730 г. которая содерж. въ себ^ критику Фонтенелева учешя и напи- 
сана въ томъ же дух'Ь какъ и статья Са1п80. Она принадл. А. ТгетЫеу 
изъ Женевы (1700^1784), известному въ свое время естествоиспытателю, 
дяд'Ь знамен, матем. ^. Тгвтб^у; ср. Яое^вг. ШвХ. йе 1а 2оо1о^е Рагхв 1873, 
р. 248, Ш8101ге а. Ма1Ьёт. Р. 1886, р. 657.— ТЬ. Ма111. йе 1пйтео е1; 
Са1сп1о 1п11П1(е81таи, ^11а8 Б. Р. 8иЪ Ргаез1(11о Б. Б. Ы, ЕиЛ. Саип^тШ 
Ма1Ь. РгоГеаз. рпЫ. 1пеп сопаЪ. АЬгаНатиё ТгетЫйу^ бепеу. Аи1Ьог& гезр. 
Оепеуае 1730; ср. Сар. IX— XI, рр. 22—28; ТгетЫеу сохран., впрочемъ, 
Лейбнмцевы обовначетя. 
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которыхъ язъ его ндбольшяхъ заиЪтоБЪ^ изложенныя случайно^ 
безъ всякой связи, съ разныхъ точвЕъ зр'Ьн1я и притокъ очень 
кратко^ мысли Лейбница могли быть хорошо разобранн лишь 
очень внимательнымъ и проницательнамъ изсл'Ьдователемъ. Даме 
посл^ издан1я полнаго собрангя его бочиненгй, сд'Ьланнаго Дю- 
теномъ въ 1768 году^)^ эти мысли остались почти неизве- 
стными ^). Единственными мзложепями началъ высшего анализа 
болФе или мен'Ье сообразными съ идеями Дейбница можно счи- 
тать^ съ одной стороны <теор1Ю Бомпенсацш погрешностей ш 
исключен1я неопред'&ленБЫхъ количествъ» знаменитаго фран- 

цузскаго геометра Карно^)^ съ другой — Эйлерову теорш Дяф- 
ференц1альнаго Исчислен1я. Ни одна изъ этихъ тбор1й не об- 

иимаетъ, однако, Лейбницева учен1Я во всей его полноте; он'Ь 

представляютъ лишь двЪ различный стороны этого учен1я. 

Еще въ 1734 году знаменитый англШскШ филоеофъ 

Берклей*)^ возражая противъ законности выводовъ дЪлаеннхъ 

посредствомъ дифференщальнаго анализа, старался объяснить 

причину, по которой неточный, по его мнЪнш, разсуждешя пря- 

водятъ къ зав'Ьдомо правильнымъ результатамъ, — обстоятельство 

выставлявшееся защитниками новаго исчислешя какъ сильян! 



1) ОоьЬо/геИ 6и9Не1т* Ее1МШ б(с. Орега отп1а папс рпшвт со11еси 
е1;с. 81;а(]10 Ьм1о9(е* Вшепв, Сгепеуае ар. ^га^гез (1в Тоигпез 1768, 6 ту. 1п 4*; 
Тошпз Ш сопип. Орега Ма111етаиса; это изданхе, правда, менФе до1ио 
Ч'Ьмъ Герхардтово, которымъ я пользовался при иэюженхи Лейбнтева 
учен1Я. 

>) Люилье признается въ этоиъ въ прим. (*) р. 184 Ехроз.— Далаи- 
бертъ, который такъ справедливо судитъ объ у?аст1и Лейбница въ от* 
врыт1и д. исч. и Лагранзъ, который такъ превосходно судитъ о немъ 
какъ математик* (см. Епеус1. тИН, аг!;. ВШ. 1. с. рр 529—530; Ье^. *|«^'« 
са1е, Л. /опеИопз. Ье^. ХУШ-те, О. Ле Е. Ь, X, р. 298) невидимому сове*"* 
не знаютъ его философ1и безкопечво-малыхъ. 

3) Ьаяагв'К»со1аш-Магдиепи Сато( рОД. ВЪ 1753 Г — уМ. ВЪ 1823 Г. 

Великол'&пную картину жизни и деятельности этого великаго человека 
написалъ Лраго: Сатог, Бхо^г. 1ие еп 8. риЫ. ее ГАс. (1. 8с. 1е 21 Аой1 
1837. N01. Ыо^г. ^^ I, рр. 511—633. 

*) Въ сочинеши ТНе Апа1уш1 ; ср. прим. 1) на стр. 244. 
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аргуиентъ въ его пользу ^). Берклей заиЪтилъ^ и обнаружилъ 
это на частномъ прим'Ьр'Ь; что ошибка^ делаемая прн переход'Ь 
отъ геоиетрическйхъ велячинъ къ ихъ аналятнческямъ внра- 
жен1ямъ посредствомъ дяфференщаловъ^ кояпенсяруется т'Ьня 
ошябкаяя^ яоторыя додаются при нахождеп1И этихъ дифферен- 
щаловъ язъ уравяен1Й задачя по правил аяъ днффвреиц1адь- 
паго ясчяслен1я. Такъ иапрям'Ьръ^ выражая подкасательную 

плоской крявой формулой у--г (разум'Ья подъ йу и их копеч- 
яня иалыя разности) иы получаеиъ величину превосходяп^ю 

истинную на уу-^^уу—г. — Ь^Ус Вычисляя же у-^- по урав- 
иен1ю кривой) сообразно съ правилами дифференц1альнаго ис- 

19 (1Х 

чис1ен1я, мы отбрасываемъ отъ этой величины сумму уу -^ — [- 

уу—^-' + ^с. какъ разъ равную сл-Ьданной ошябк'Ь и тавимъ 

образоиъ исправляеиъ нашу потр'Ьшность ^). Подобное же зан'к- 
чан1е сд'Ьлалъ поздн'кв (въ 1761 году) и Лагранжъ: <въ ие- 
тод1| безконечяо-налыхъ » , говорить онъ^ <исчислен1е исправ- 
ляегь само по себЪ ошибки проясходящ1я оп ложннхъ пред- 
П0ЛОЖ6Н1Й отого метода. Воображаютъ себЪ^ иаприи'ЬрЪ) что 
кривая есть иногоугольникъ съ безчисленнымъ множествомъ ма- 
лыхъ сторонъ^ каждая изъ которнхъ будучи продолжена пред- 
етавдяетъ собою касательную къ кривой. Въ д'ЬВствительностя 
это предположен1е ложно ; . . . . но сделанная ошибка уничто- 



1) ТНш Апа1у$(^ аП. 19, 20, \7огк8 ей. Ргашег^ Уо1. Ш, рр. 269, 270 : 
<1 вЬаП еп(1еауоаг — 1о ехр1аш ^Ьу 1Ы8 тау соте 1;о равз, апс! аЪо^ 
Ьонг еггог шау Ьппя Гог1Ь 1гп1;Н, Шоп^Ь 1Ь саппо! Ъг1пя 8с]бпсе>. Подоб- 
выя 26 идеи высказывалъ еще ВЫи (ср. прям. 1 на стр. 233); си. МопыЫа, 
ИМ. й. М. Ь. III, р. 117. 

«) 1ЬШ. аП. 21—24, рр. 270-274; ТГлмеябот 1. с. § 13. Б1еСотреп- 
заиоп й. ГеЫег, рр. 155—158; Берией разбираетъ способъ нахожд. под- 
кас. къ обыхн. параболе. Ср. зан'Ьчан1е Эйлера въ Ьт, ее/с. <^|/. РгаеГа! 

рр, ЫХ- ЬХ', ТГапеяЬош. 1. с. р. 158. 



362 й. ТИМЧЕНКО. 106 

жается другой ошибкой^ которую вводить въ иечйсюте^^ поха- 
гая равнаия О ко1ичества^ которня по аредполохешю безко 
нечно мат. Вотъ въ ченъ бос«то1тъ, вакъ нн'Ь важетоя, Ие 
тафизиБа исчисдешя безконечноиашхъданнаго ЛейбницемъИ) 
Верклбй и Лаграяжъ приводив свои заи'Ьчашя только въ объ 
ЯСН6Н16 того факта^ что иетодъ Лейбница^ не смотря на каху 
щуюся неправильность свонхъ предположенхй^ приводить къ 
точннмь результатамь. — Барно, напротивъ, воспользовался т'Ьи 
же соображвн1ями^ чтобы строго обосновать дифференцхальны! 
иетодъ^ не лишая его въ тоже время, какь это д'Ьлали Дашя- 
бертъ и Яюилье, его непосредственности и простоты ^): этояу 
предмету онь посвятиль особое сочинен1е^ вышедшее въ св^гь 
въ 1797 году подь заглав1емъ: сРазмышлешя о метафнзвкЪ 
исчислешя безконечно-малыхь» ^). 

Карно разсматриваеть дифференщальное исчисленхе какъ 
особый искусственный пргемь, служащтй для преобразоваи1Я ана- 
литическихъ уравненхй, а дифференщалы — какь вспомогатехь- 
иня неопредЪленння количества или «ключи» этого исчясле- 
Н1я*), которые въ конц'к его должны совершенно исключаться^ 
оставляя въ преобразованныхъ уравненхяхъ лишь вполне опре- 
деленным величины ^). Сообразно съ зтимь онъ разд'Ьляетъ всФ 
входяиця въ ВЫСШ1Й анализъ величины на два рода: 1) яа 



О Прим^^чан1е хъ статье : Бе Ппбп! АЪзо1и соп81(1ёгё дав8 1а Огап* 
йвиг раг 1е Р. ЛгЛ/, ВагпаЬие, М$$еши. Таит. Т. Ц, 1760-1761, Р. П, рр. 
1-45, ли р. 18, О Л Ь, Ь. УИ, р. 598; ср. И^ли/Ломв 1. с. р. XI. 

») Ср. Ш/1ех. аП. 171 , рр. 169—170; агк. 37, рр. 40—41 (въ нов. издан), 

') ЕёПех1оп8 виг 1а тё1;ар^1у8^^^е (1а Са1са1 1пПп11ё81та1. РаП8 1797; 
также въ Оеаугбб та^ЬёшаИдаез (111 сКоуеп Сато^. А. Ва81е 1797, р. 125^ 
204— Я цитир. по 5-иу вяд. Рапа 1881, восоронзвод. издан. 2-ое (Р» 1813) 
нспр. и дододи (^минъ Карно. 

V Ср. <510ва Лагранжа прив. на стр. 338— 339,СаиеАу пошелъ еще дад^ 
въ томъ же направден1и въ мен. Заг 1е8 (1Шёгепие11ез еЬ 1ев уашиопз 
етр1оуёе8 соште с1еГ8 а1^ёЬпдае8, С<тр(е9 ген^. 1853. 2-е вет. рр. 36, 67. 

*) Щ/1ех, ахЬ. 15, рр. 21—22; ср. остроумный и пубош разеуж- 
дешя Конта : Соаг8 с1в рЪИоз. розШуе раг М Лидт^е Сети, Т. I, Рапа 
1830, рр. 191-193. 
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опредгьленныя количества {^иа^ийё8 ((ёвгдпёез) — постоянння и 
перен'Ьнння, которымъ можно придавать опред'Ьленные рази'Ьры^ 
ям'кющ1я въ даннонъ вопросЬ опред'Ьленное вначен1е какъ ис- 
воиня ЯШ даняня,, и 2) Щ]^ неопредгьленныя количества {диап- 
Мёз поп йёзгдпёез)^ болАе нля яен'Ьв незавяеяиыя отъ пер- 
выхъ я оетающ1яся перея'Ьнныям я неопред'Ьдбнннми даже когда 
веляшнн перваго рода пряяяяаютъ опред'Ьленныя 8начбн1я ^). 
Эти кодячества втораго рода могутъ бнть безконечно-малыми^ 
т. 6. разсиатряваться какъ убнвающгя я саособныя бнть сд'к- 
ланяняя какъ угодно иалняи безъ того, чтобы для этого при- 
шлось изменять величины перваго рода; единица разделенная 
на ббзконечно-яалое количество есть то^ что называютъ безко- 
нечнымъ, или безкоиечио-болыиимъ ноличествола.^). 

«:Аналг^зъ безкоие^то малыхг есть ничто иное какъ искус- 
ство вспоногательнаго употреблен1я безконечно иалыхъ коли- 
чествъ для розыскашя соотношепШ суп^ествующихъ между пред- 
ло жвнвняя количестваяи » ^). 

сЯ называю», говоритъ дал'Ье Карно, ^несовершеннымъ 
уравнетемб всякое уравнеше^ строгая точность котораго не 
доказана, но о которомъ изв'Ьстно^ что погр'Ьшность, если она 
только суо^ествуетъ, можетъ быть предположена сделанной 
какъ угодно малой, такъ чтобы для превращен1я уравнешя 
въ совершенно точное достаточно было подставить вм'Ьсто 
всФхъ входящихъ въ него количествъ, или н'Ькоторыхъ изъ 
нихъ^ друг1я количества, отличающ1яся отъ нихъ безконечно 
мало»И) Установивъ зти поняпя^ можно легко доказать сл'Ь- 
дующую теорему, въ которой заключается^ по мн'Ьн1Ю Еарно^ 
вся теор1я безконечности: чтобы быть ув'Ьреннымъ въ необхо- 
димой и строгой точности полученнаго уравнен1я достаточно 



*) Ш^кх. аг1;. 17, р. 23 ; въ сожад'Ьшю я не мотъ подъискать въ 
русскомъ язых'Ь двухъ словъ, воторыя хорошо выражми бы ра81ич!в 
вяпй опред. терм. (1ё1егш1пё и (1ё81впё* 

») 1Ш. аП. рр. 20-21. 

') 1ЫЛ въ коиц*!» аг(. 14. 

•) Л|У. аг*. 33 р. 37. 
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убедиться въ томъ^ ЧТО V. оно выведено изъ истинныхъ, или 
по краКнеВ и'Ьр'Ь яесовершенныкъ уравнен!^, посредствонъ пре- 
образован1й не лншающихъ ихъ характера по крайней и^р'Ь 
несовершеяныхъ уравнен1й; что 2*^. оно не содержигь больше 
безконечно малыхъ колнчествъ, но только опред'Ьяенныя коли- 
чества перваго рода.^) Такимъ образомъ, Анализъ бозконечно- 
иалыхъ приводится къ образован1Ю точныхъ или несовершен- 
ныхъ уравнен1й или предложвн1й, выражающихъ услов1я пред- 
ложеннаго вопроса и къ преобразов'ешянъ этихъ уравнен]йили 
предложбН1й въ друг1Я9 того же характера, преобразовашяхъ, 
им'Ьющинъ окончательной ц'Ьлью полное исключенге изъ ре- 
зультатовъ вычислен1я безконечно иалыхъ количествъ и ихъ 
функщй. Эта возможность зам'Ьнятъ точныя уравнен1я несо- 
вершенными значительно упрощаетъ процессы ихъ образовангя 
и преобразован1я н составляетъ главную силу и преииуще- 
ство исчислен1я безконечно-малыхъ.^). 

Таковъ смыслъ опред'Ёлен1я Карно, по которому «Ана- 
лизъ безконечно иалыхъ есть ничто иное какъ исчислбн1е коя- 
пенсованныхъ погр'Ьшностей»^). 

Чтобы выразить услов1я задачи въ терминахъ исчислен1я 
безконечно-иалыхъ, мы должны прежде всего представить себ! 
систему опред'Ьляющихъ р'Ьшенге ея постоянныхъ и перея'Ьн- 
ннхъ количествъ въ какомъ нибудь опред'Ьленномъ состояя1и, 
которое мы разсматриваемъ какъ неизм^Ьнное или неподвижное* 
Вс:Ь величины этой неподвижной системы суть количества 
опредтьленния.^) Разсмотримъ зат'Ьмъ предложенную сист»$1У 
въ другомъ, отличномъ бтъ перваго состоянхи, въ которомъ ян 



*) Я^/1ех. аг1. 34, рр. 38—39; «1;ои!в 1а ^Ьёопе йе 1'1пГ1п1 реШ б^ге 
ге^агёёс соште гепГегшёе дане 1е (Ьёогёте 8ш?ап1>. (вонецъ аг!;. 33,р-38). 
*) 1ЬЫ. аге. 33, рр. 37—38-, ср. аП. 167, рр. 166-167. 
•) 1Ш. аге. 148, р. 1ба 
•) 1Ш. аП. 22 р. 27. 
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будеиъ называть ее вспомогателучой смете л(0|2^). Представи^ъ 
066*6, наконедъ, что эта вспомогательная система приближается 
постененно къ неподвижной, такинъ образоиъ, что век соста- 
ВЛЯЮЩ1Я ее переи'Ьнныя вспомогатсльныя колг^чества прибли- 
жаются одновременно къ опред'Ьяенпымъ количеетванъ^ отв'Ьча- 
ющимъ имъ въ неподвижной систеи'Ь^ такъ что можно пред- 
положить всЬ ихъ соотв'Ьтственныя разности одновреиенно какъ 
угодно иалыии. Эти безконечно-иалыя разности и суть диффе- 
ренцхалы соотвЬтственныхъ пере1гЬняцхъ Боличествъ — неопре- 
д'Ьленныя количества^ который должны быть исключены изъ 
окончательнаго результата^), 

Вж'Ьсто того чтобы представлять себ4 систвиу перем<Ьн-' 
иых'ь Еоличествъ въ двухъ посл'Ьдовательныхъ состоян1яхъ, ие- 
подвижноиъ и вспоиогятельнонъ, ножно разсм атривать ее въ 
одновъ неподвижноиъ и н'Ьсколькихъ вспоиогательныхъ состо- 
ян1яхъ, безконечно-иало отличающихся другъ отъ друга, такъ 
что всЬ вспоиогательныя системы, приближаясь къ неподвиж- 
ной, совпадаютъ съ ней одновременно^ и всЪ дифференщалы 
одной изъ нихъ по отношен1Ю къ другой одновременно исче- 
заютъ. Разности значен1й какого нибудь количества въ опре^ ^ 
д-кленной систеи'Ь и въ различпыхъ вспомогательпыхъ различ- 
ны «ежду собой, и диффоренщалъ этого количества можетъ, 
поэтому, самъ быть разсматрипаемъ какъ порем'Ьн- 
иое количество. Подобно тому какъ с^о;— первый диффервнц1алъ 
отъ X — выражаетъ количество^ па которое изменяется х при 
переход'Ь отъ неподвижной системы къ первой вспомогательной, 
(Их есть второй дифференцталъ отъ х^ выражающ1й изм'Ьнен1е 
(1х при переходе отъ первой вспомогательной системы ко вто- 
рой, (1^Ху или трет1й дифференц1алъ оп> а;— изм'Ьнен1е (1сЬ 
при переход'Ь отъ второй вспомогательной системы къ третьей 



*) 8у»ьЫг аихШмге,.. <аиепс1п чио се попуе! еЬйЬ п'еа! 1та§;1пё ^пе 
ропг 1го11Уег Ыаз ^'асИетепЬ 1ез ге1а1|0пз ёез чоапШёз ча! сотровеп1Ле 
ргет1ег,...». льЫ. 

») Ш^иx. аг*. 22, р. 27 и аг1. 46, р. 52; ср. аг1. 49, рр. 54-^55, аП. 
50, рр. 55-^56. 
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н Т. д.^) Такимъ образоиъ возникаетъ Лейбнпцевъ алгорневъ 
диффербнц1альнаго исчислея1я'). 

Когда 1тсБЛЮЧвн1б вспонотатедьны1Ъ количествъ — днффе- 
ренщаловъ мохеть быть выполнено еъ помощью лишь обык- 
новенннхъ алтебрическихъ прсобразован1й1 производпыя прм 
этомъ д'Ьйств1я относятся къ дифференцхальному истаслбН1ю; 
но когда это нсЕлючен1е мохегь быть исполнено только съ помощью 
дЪйствгя обратнаго дифференцирован! ю, является новое, инте- 
гральное исчислеше. Количество, дифференцированхе котораго 
даетъ данный дифференц1алъ, называется его ин1пе1р€ш>мб; 
это есть сумма всЬхъ посл'Ьдовательныхъ беэконечно-малнхъ 
прнращен1К составляющихъ рядъ, котораго предложенные диф- 
ференцталъ есть общШ членъ^). Знакъ ^*^ какъ отяося- 
Щ1ЙСЯ къ д^йств1Ю надъ неопредгьлеными количествамщ дол- 
женъ быть также исключенъ изъ результата внчисленхя, кавг 
и знакъ дмфференщала. Уравнеюе дающее площадь полуотрЪз- 
ка параболы (отнесенной къ оси и касательной въ вергаинЪ): 

о = I — несовершенно^ равно какъ и уравнеме 

(^2у^йу 2 2 

\ = -о-л:у. Точное уравнвн1е 5 =-5 ж у мы полу- 

чнмъ, исключая интегралъ^). 

Таковы основный положен1я теорхи Карно; она въ сущ- 
ности, ничего не прибавляетъ къ объясненхямъ Лейбница. Ин'Ья 



«) Ве/их. аг1. 68, рр. 71— .73. 

*) Карно посвящаетъ вавхючительные параграфы своей книга (Соп* 

С111810П в^пёга1о, аг1. 159—174. рр. 160—182, см. въ особ.' § 164 рр. 164 
— 165) защит'Ь Лейбницевой методы и выяснбн1ю ея преииущеотвъ предъ 
другими «раг 1е8дае11е8 оп реа1; 8ирр1ёег й ГАпа1у8е 1ппп1<;ё81та1е<ч*-1Сто- 
щетя, нед'к1имыхъ, первыхъ и посл'Ьднихъ отыошен1й или пред'Ьювъ^ 
флюхсИ, исчевающвхъ кожичествъ, анадитическихъ фуявц1й ни прояввод- 
ныхъ. Эти методы онъ ивлагаетъ въ глав^ III своего сочинен1я (аг(. 106 
—158, рр. 111—160), См. еще (хёошё1г1е йе роаШоп раг Ь. ^V. М. СатЫ. 
Раг18 1808, аг(;. 19, 20, рр. 16—19; объ этомъ посл'Ьдненъ еочинен1и Карно 
«аиъ придется еще говорвть влоел'Ьдств1и. 

») Е4Гих. аге. 77, 78,» рр. 82, 83. 

•; Л|<е. аП. 79, 80 рр. 84—87. 
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передъ нпи несонн'Ьнноб преимущество по своей ясности и 
точности^ она однако совершенно оставдяетъ въ сторон'Ь ту 
вдею Лейбница, что исчнслеше безконечно-иадыкъ есть ана- 
лиза трансцендентнихъ величинг.^) Неопред'Ь денные вспомога- 
тельные днфференц1ахы Еарно, непрем^Ьннымъ усдов1емъ затсон- 
наго еуществован1я которыхъ двдяется исчезновен1е ихъ мзъ 
конечныхъ опред'Ьденныхъ резудьтатовъ, не могутъ быть вве- 
дены какъ эдементы выразкенгй $ш депеггв ддя такнхъ резудь- 
татовъ въ области трансцендентныхъ вехичинъ безъ существен- 
ныхъ нзиФненШ въ самыхъ принципахъ теорхи Карно: «... не- 
возможно было бы установить наше исчисленхе трансцендент- 
ннхъ велмчннъ», говорить Дейбницъ, «не прибегая къ исче- 
зающимъ разностямъ^ гдЪ мы беремъ сразу несравненно мадыя 
колячества) вм'Ьсто безгранично убываюп^ихъ, какъ угодно ма- 
лыхъ»^). ^1^д выяснен1я этой стороны Дейбницева учепя, не 
входящей въ теор1ю Еарно, и имЪетъ значен1е Эйлерова тео- 
р1я дифференцхальнаго мсчяслен1я. Съ другой стороны она при- 
мыкаетъ и къ Ньютоновой теорхи, основываясь точно также, 
до некоторой степени^ на учен1и о пред'Ьдахъ. Бол^ строгое, 
иосл'Ьдовательное и обстоятельное развитхе и приложеше этого 
учен1я восполняетъ нек^остатки различныхъ теорхй дифферен- 
1цальнаго к интегральнаго исчисленШ и соединяетъ ихъ въ од- 
ну строгую и точную современную теор1ю, окончательнымъ уста- 
новлбН1емъ которой мы обязаны работамъ Коши и Дюгамеля^) 



*) Ср. стр. 181, 184, 186, 189, 232. 

') См* етр. ^2 н соотв. примеч. Карно^ иадротивъ, говорить: 
«...еп 1еа1 дпаШё (1е 81гор1е9 ап.чШа1ге8, 1оп1ез сез диапи(;ёв йгЬев тпиНё- 
81та1б8 61; 1епг8 {бпсМопв чае]соппаез <1о1Уеп1; пёсеваахгетеШ ае (гоптег 
ехс1ае8 дев тёацНаи ёи са1са1....> Я4/1, лтЬ. 15. р. 21. 

*) СаиеНу. Кёзпшё Лез 1едопб доппёез а г Ёсо1е гоуа1е Ро1у(;ес11Ыдае 

8пг 1е са1с111 1пГ1ш1ёз1та1. Рапз 1823. Ье9. 1—4 — ]^есоп8 заг 1е 

са1с171 дШёге1)11е]. Рапз. 1829. ^ Ехсегс1сез ^е Ма111. I. I. р. 146 — 

8пг 1е8 сНуетз ог^гез (]е ^иапШёз Ш. ре1;.— Бхсегс. (1*Лп. е(. ёерЬуз. та1Ь* 

I. II, р. 188, 1; III р. 5 (ср. прим. 4 на стр. 352 ; Сотр1ез Веиё. 1843,2-е 

зет. р. 21Ь.—Т)е\,ШеЬод\ Апа1Шс1. Кота 1843, рр. 24 8^^. ~ БиАатв^. Сопгз 

ё^ ниа1у8е (1е Г Есо1е ро1у1;есЬп1дае. Рапз 1840—41; новый издавая этого 

носятъ запавае: Ё1етепи <1е са1со1 1пЛпкё81та1; ер. 4-е ё^. 

по(ёе раг 3. Вег1гапс1. Р. 1896, ргё/асе и (. 1, аг<;. 33—37 (рр. 

~ (176 рр. 227-230). 
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Изложен1Ю основан1К своей теор1в911леръ посвящаетъ все 
Введен1б въ свои «Начала дифференцгальнаго нечисле- 
Н1я»^). Прежде всего онъ говоритъ о томъ, что дифферевц!- 
альпое исчислеше занимается разсиотр^нхемъ переи'Ьнны^съ во- 
личинъ и нхъ функц1Й и даетъ опред'Ьленхе функц1И (!ол1(с 
общее ч'Ьнъ данное во «Вне дети >: «^аае аи1;в1П ^иап1;^^а^вя 
Ьос то(1о аЬ а1118 реп(1еп1;, и! Ь1$ ти(а118 е1;1аш 1рзае тиЬ- 
(шпез виЪеап!;^ еае Ьаигт ("ипсИопея арреИап 8о1еп1;: диае с1е- 
пот1па(1о 1а1;188!тв ра1е(^ аЦие отпез то^оз, ^и^Ъи8 ипа 
^иап1;^1;а8 рег аЬ'аз де1;егт1паг1 ро1;е81;, 1п зе сотр1ес1;11иг».Ч 
— «Дифференц1альное исчислен1е есть методъ опред'Ьлешя от- 
ношен1Я исчезающихъ ириращен1Й, Боторыя принямаютъ какгя 
нибудь функщи^ когда иереи'Ьнная величина, отъ которой он^ 
зависятъ лолучаетъ исчезающее приращенхе».^) сИнтегральное 
исчислеше есть ничто иное, какъ иетодъ нахожден1я фунвц1й 
по данному отношенш ихъ приращен1й»^). Эти лриращени^ 
липгенныя величины (1псгешеп1;а ^иап^^1а^в <1е8111;и1;а), и пото- 
ну называеиыя безконечно-налыни — н суть дифференц1алы со- 
отв'Ьтственныхъ переи'Ьнныхъ^). Такъ какъ эти дифференцгалы 
— абсолютные нули, то не сл'Ьдуетъ делать относительно ихъ 
нйкакихъ заключен1й, кром'Ь тЪхъ^ который имЪютъ въ виду 
ихъ отнотен1я, приводящтяся во всяконъ случае къ конечнымъ 
количествамъ»^). «Сл-Ьдуетъ разсматривать сначала эти прк- 
ра]цен1я какъ копечныя и даже, если это нужно для уяснен]я 
предиета, представлять ихъ въ коночнонъ видЪ на чертежахъ; 
зат^нъ эти ириращен1я мыслятся постоянно уменынающнмися, 
такъ что отноп[ен1б ихъ постоянно все бол'Ье п бол'Ье приблп- 



') Ср. стр. 260, прим. 2) и прим. на стр. 258; Ьы. Са1с. />г/)Г., Ргае- 
Га110, рр. ЬУ— 1.Х1У. 

') 1ЬШ. р. ЬУ1 8аЬ Пп.; ср. 259, 261. 

') /Ы. рр. ЬУП— ГУЩ. 

♦) 1ЬЫ. р. ЬУШ. 

•) /Ш.; ср. аП. 114 р. 81. 

') Шй. р. ых. 



из 0СЙ0ВАН1Я ТЕОИИ АНАЛИТИЧЕСКИХЪ ФУНКЦ1Й. 369 

жаетея къ яФкоторояу ооред'Ьдюиоиу пред'Ьлу^ котораго однако 
достягяетъ лишь тогда^ когда приращешд совертенш) исчез- 
ну тъ. Этотъ пред'Ьлъ, представляю1Ц]й какъ бы иосЛ'Ьдвбе от- 
но111М1е лрвращенИ и есть встиннвй объштъ Диффвренцямь- 
наго Исчяо1ен1я » ^). сОнъ внражаехся некоторой новой функ- 
Ц1е11^ и сравволе нс<1беа1Нцаго ея пряранфяха еъ другякяоря- 
водитъ насъ къ дяффервнц1аду второго яорядка; такяяъ обра- 
зонъ ся1^дуетъ яояяяать пронсхождеяге я другяхъ высшихъ 
днфференщаювъ, та];ъ ято на сажонг дАж'Ь всегда вя4иотся 
въ виду вонечныя кожвчеотва^ а паян дяффб1МД1аловъ уяо- 
требяяются дяшь для бол'ке удвбяаго яхъ прбдстав1вв]я>^). 

Согласно правилу: «^вс^етея^а рпшат и! бпНа «)ппёе- 
гаге>^ Эйдеръ посвящаетъ дервня дв^Ъ глава своего трактата 

теор1я яояечяых'ь разностей. Зд'Ьсь въ первой главЬ, налага- 
ются нравида вонечнаго дифференцяряващя я янтегрярова- 
н]я^}^ я ревультатн того я другаго дШетвхя^ въ придожеяхя 
къ просткйшяяъ адгебрическяяъ я травсц&нд^датнняъ функцг- 
яяъ^ даются въ вонечнмъ вяд^ я въ вИдЬ безконечяыхъ ря- 
довъ^). Вторая глава яосятъ загдавхе: «1)в ней <11({егвп1аагат 
1п АосЪппа зег1вгии1>: форяудн ддя внражеяхя суяяъ одяна- 
ковняъ стеяеней яеопред4^деннаго чясда натурадьннхъ чвседъ* 



») 1па. с. (1Ц^. Р.1.Х1. 

'; 1Ш. р. ЬХ[11 Ср. замЬчатя объ Эй1еровой теорЬ бсавонечно 
мажыхъ 7 АСамк»!. Ё^о^89е <]е ГЬ191о)ге (1а са1с. ш1'. сК. III аН. 5. 11> рр. 
21—22, ат1. 6, XII, р. 31. Зачатки еж находятся у Лейбанца: см. р. 228^ 
пряж, 2)- 

>> Тти. а//. РЛ. Сар. г.Ье 01!1егв11«11а йхкШз, рр.З— 32. Объ и<уг<>р1н 
исч. какечн. разн. см. 0»«<а/* Кяыгбт. 1>1Яеге11вка1ку1епв Ыв^огзач Ь Йр- 
8а1а 1878^ МшщЫа Н. а. М. РаП. У. Ь. I , ХШ, Ь. Ш. рр. 24^258; 
КШ9ш1. Ма1Ь. УТОП. Ёгя^в АЫЬ. Ег8(. ТЬ.« рр. 803— 809— ОеяоЫоЫе с1ег 
ОА^гсогепгесЬаап^. Ср. тавже ЬаегЫх. Тга^^ё (111 с. (1. еЬ. (1ае. 1. 1. III, рр. 
УШе^яоп., 1~^21-*т>1вое вэюкеше разиостнаго исчнсха111я--*е90дъ тру- 
довъ теометрсюъ прошдато втЬва. 

♦} 1пи. (Ыс. т* Р. I. Сар. I, аП. 17ч 19—22, 30. 

8 

Зао. Т. Н»т. Отд ХУ1 
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ох* , а равно и суммъ факторхаловъ: 8(гс+п) * I 
5 7~х" ^"т/ > служмтъ ДЛЯ сумнован1я бол4в сложпнхъ рядовъ 

конечныхъ и бевсонечныхъ^). Формулы обратнаго ибислен1Я 
разностей представляются при этоиъ съ новой точки цЫя, 
къ которой вяосл'Ьдств1и Эйлеръ воввращается: онЪ слухап 
для превраи^енгя числовым фунптй еъ аналитичеокхя^). 

Въ третьей главЪ сОе хпбпШз аЦае 1пйш1е рагт18> 
Эйлеръ подробно идлагаетъ свою теорхю безвонечннхъ во1я- 
чествъ, яан4кченную въ предислши. ПослЪ фнлософсваго вве- 
ден1я о ■етафивическонъ скысл^ ж вначенш безконечностя'), 
оиъ переходить къ катеиатжческой теор1и безконечно-малнхъ: 
€^оаI)^^1;ая ш^пНе рагуа П11 аИий ев^ шв! диапШаз ета- 
певсепз, ^с^ео^ие гетега еп1=0», вотъ первое положепс всей 
теор11^) Чтобы воспользоваться атянъ положепенъ и сд'Ьд&ть 
возножнымъ различея1е и сравнен1е безконечно-калыхъ, Эйлеръ 
устанавливаетъ еще одно основное положенхе: сгаИо даИеш 
ап1Ъ|пе(1са ш1;ег Ыпав ^иаз^ие сурЬгав евЪ ае^па^^^а^^8, воп 
уего ^еотекпса», что видно^ по словагь Эйлера, изъ пропор- 
юл 2:1^0:0, илвязъ равенства 9». О = О (гд-Ь и какое ни- 
будь цЪлое число), дающато пропорц1ю п : 1 ==: О : 0. Съ 
ц'Ьлью различен1я въ геонетрическоиъ отношешн нулей — безко- 



«) 1п91. сак. а^г/. Р. I. Сар. II, аг1. 60—64, рр. 46—1Я-, агк. 65-71, 
рр. 51-56. 

*) Ср. 1Ы4, ьх%. 52, 53^ рр. 42—43; вы разберевъ впоож'Ьдетв!! по- 
дробите работы Эйюра по интерподяци! рвдовъ. 

») /я*/. са1с </«/". Р. I. Сар. Ш, аП. 72—82, рр. 57--62. Эйлеръ ви- 

дитъ основа Н1е всего учев1я о беввояечвоств въ поюжешв: «от«вт 9«^'*' 

1а1ет %п гц^пНит аидлп ропе*, (лтЬ. 72). Онъ не ОТВерГВОТЪ АПуа1Ы101 

беввонечвости въ иатенатиБФ (аг!;. 82), но очитаетъ ходяч!д жегафяви^е- 
спя теор]я беввопечвости опутанными стольяния протяворф^ямн я труд- 
ностями, «о1 дна ее ех^псаген!, пнОа У1а ра1;егеЬ. (аг(. 74—81). Эй1ерь 
бшъ горячимъ протявннкомъ еовремемкаго ему вольф1авства, въ частно- 
сти монадоюпи. См ЬеКгов й ппе рг. «1411. (ср. стр. 258, прня'Ёчан. 1) 
ЬеКтев 7ь\ 123—132 (Ноу. 1760, Л^г. еЬ Мв! 1761) Я. ОоНеп. Бав РПпсзр 
ё. 1пГ. МеЬЬ. а. 8е1пе ОсвсЬ., рр. 54—55, 91 — 92. -Въ томъ же сочянев!н 
см. нстор1ю разд. учен1й о безв. въ ХУШ в'Ье'Ь. 
М Х|«. с т. аП, 83, Р. I. рр. 63—64. 
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яечно-малыхъ^ вместо однообрязняго обозяаченхя О прияякаютея 
новыя: (/о;, (/у^. .у1С83ываю1ц1я па ихъ ироисхождеюе, огь кото- 
раго, апрочеиъ^ въ третьей главЪ «ОсноваягК дифферсоц1аль- 
наго исчислвн1я> — обл^ей твор1Е безконочно-малыхъ — 
снивота эти разсхатряшаются соверлгбЯ19о яезависяно ^). 
Изъ перваго положен1Я внтекаетъ пепосредствсняо правяло, 
с салоп Ше тах1юе гвсер1и8, ^по(1 т/гпгЫ рагг^а ргае 
/'тгИз еVапе8сап^^ а1дие айео котит гезресЫ теть диае- 
апЛ^^ что обнаружявается равеястваин а+леЛг— авО (въ 

ариеметяческонъ отяошенш) и -^— --= 1 (въ геохстряческомъ 

от0О1нен1и), сораводлявость которыхъ обусдовлявается 1юд<мкс- 
Я1е1ъ п(1х=^^^). Равнымъ обраэояъ, язъ равеяствъ |2г+г/аг" 

— е/х=г-0 Я — = — зкЦ-г/о:'"-* = 1. € юап1!в8111т в81 ргао 

ах ~ 

]пГ1п11б р14г?1в рпт! огсИпхз етапевсеге 1пПпНа рагуааШогшп 
огЛшиш» ....«аЦие 1п ^еиеге 1пПпНе рагуа сп^и8^ие оЫпив 
8ирег1ог18 етапезсеге ргае 1пПи11;е рагу18 ог(11П18 1п^впог1з»..: 
а{1х/^ + 6{/х" =а<^2;||^,, (прн п>97}) что слраведляво даже я для 
дробныхъ локавателей: а^Пх-^-ЬсЬ = а^Ох^). 

Бозконечно большое количество, зяакъ котораго есть оо 

определяется равеяствояъ — = оо (гд* а конечное число 

неравное 0)^ тавъ что дробя -^ ч — служатъ вяаявяателяяя 

одна для другой; эти дробя очевидно не могутъ представлять 
конечннхъ величинъ*). «Ке^ио уего е1;1ат уа1огоз й'асЙопит 

- & _^«, прибавлястъ Эйлеръ, «1та5шап1 зксйи! роззпп!; 

ргор<;егва ^ао<1 уа1огГгасиоп1д сихиз тшегаЪог 081; Г1 111^18, 4о.- 



') 1пи. саи. Л/. аП. 84—86, рр. 63—64. 

*) 1Ш, аг1. 87, рр. 64—65. Ср. Ь'Но»р$1а1. АпаЬ (1. 1пГ. р. Рапз 
1696, Ргет. р. 8вс1. рг., I Ветапйв ов ЗаррозШоп, рр. 2—3, »в УаЫдлоп. 
Ес1а1гс188етеп8 з. ГАп. <1. 1. р. Рапе. 1725, р. 2: Мшаио Ы€^е/9пИё раггл, 

»; 1п»(. с. (И/г. Р. I. аге. 88—89, рр. 65—66. Ср. стр. 254. 
•; 1яи. с. Л/А Р. I. аг1. 90, 91, р. 66—67. 



т и. тймчеШ). дб 

пошша1ог того 1тадшапа8, ведие шбпИю ша^^пш, педае шб- 
П11ю рагтиз сзае ро1вз1 > ^) Будучи радсхатркваемн съ такой точ- 
ки ^рЪн1я, ббзконвчно-больш11 количбства иогутъ быть разхк- 
чаеиы и сравниваены^ подобно ббзконечно-хаднхъ, нежду 
собою, съ атями оосд'Ьдпини и съ хонечинхи ведичинахн въ 
арнонетическонъ и геоиетрическоиъ отношшяхъ^). 

Эйлеръ доподпилъ ваосд1^дств]и теор1Ю безконечннхъ ве- 
ди чинъ особыиъ изсд'ЬдовашеиЪу напечатанвниъ въ Актахъ 
Петербургской Акадож1а Наукъ за 1778 г.^ подъ загд&в1б1ъ: 
Ое 1пПпи1е8 1пПп1113 §га(иЬи8 (аш ЫПпИе 1па@;110гиш ^^Iат 
1пЛп1(в рагуогит. Прежде чЪиъ закончить изложеше третьей 
гдавы сДифференщадьнаго Исчисдепя», будеп ухФспо пере- 
дать вкратц'Ь оодбржан1е этого эам<кчатедьнаго иеиуара. ЭИяеръ 
разбираетъ зд'Ьсь бод'Ье подробно понят1е о порядкадъ безко- 
печянхъ величинъ. Не только ц'Ьдыя подожитедьныя степен! 
основной величины заключающгяся въ форхулЪ я^у зан'Ьча- 
етъ онъ, даютъ безконечный рядъ различныхъ порядковъ, но и 

форнуда х"^ также доставдяетъ безчисденное виожеетво без 
конечно-большихъ или иадыхъ ведичннъ. заиннающихъ нро- 

хежуточння иЪета въ ряду 1^ х, х^^ х^^ ^)' сВысшИ 

анадизъ доставдяетъ сверхъ того безчисденные друг1б порядки, 
какъ безконечно-большихъ, такъ и безконечно-иадыхъ, которое 
никакпъ образоиъ не иогутъ бнть ввдючеин въ число т1п^ 
о которнхъ иы только что говорили, сколь иного бы ны ихъ 
ИИ брали. Эти новыя безконечно-иадыя иди больш1Я величины 
оказываются всегда безконечно ббльшими или иеньшиии есЬи» 
упомянутыхъ раньше величинъ»^). Так1я количества, встречаю- 
Щ1ЯСЯ въ Выспгсиъ Аналвз'Ь^ иогутъ быть разд'Ьлены на два. 
класса, догариеиовъ и показательныхъ кодичествъ. 



■) 1ти сак. Л^/„ аП 91, зиЪ Яп. 
») 1Ш. аН. «2—97, рр 67—71. 

•) Аега. Ас. 8с. 2тр. Ре1г. рго аппо 1778, рам рпог, Ре^г. 1780, рр. 
102-104. 

«) 1Ш. § 6. р. 104.. 
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Можно доказатц во-иервыхъ, что х^ всегда будетъ 
бевконечно-бодьше Ь, при 2; = х.^ каково бы ни было цЪюе 
полохнтельное число п. Вотъ |{акъ радсуждаетъ Эйлеръ: дробь 



1 






о;» 



О 
принижаетъ неопред'Ьленный видъ -, и ис явное значен1е ея. 



1 



н<е оравну Лолиталя, найдетел по формуле <^ »^ » л^^ ; с*ь 



2 



л;* 



другой стороны дано, что VV ==7|ГТ2^ ра8А4л11Л эю равенство 

^ 

аочленннона предъНдущее^ получнмъ V ^- х^ — безконбчно 
бульшую воличину при о; »= 00^ с иными словами Ь есть 

всегда величина безвонечно меньшая чЪмъ х ^ , если даже мы 
будемъ принимать для п сколь угодно больш1я значен1я>^). 
По этой причин'к приходится установить совершенно позый по- 
рядовъ безконечяо большихъ величмнъ^ соогвЪтствующкй поло- 

жен1ю логариема Ц и къ которому степень х*^ безгранично 
приближается по м'ЬрЪ возрастан]я числа п; х^1х (тд'Ь а ц'Ь- 

лое число), беаконечно меньше ч^мъ х ** и по сво- 
ему порядку занимаетъ промежуточное положенхе между поряд- 

1 
а 

вами X Е х^ . «Сит 1§11иг 1х соп511(иа( ^иа8^ ^га(1иш ш* 



») Аыа Рш1г., 1778. §§ 7—10, ррЛ04— 106 Ср 1пж1 с. 4, Р. II. Сар.ХУ, 

Бхетр1.У1.,р. 598 и орим'Ьч* издатмя Слеронн. рр. 812—814 съ ссьмкой 

на сочин. 018Ч11131иопез РЬув.— Маги. {Ьъяции, Х11Г(1е !пПпио 1о^гШ1т1- 

со), вгедоги Роп1апал^ ПО 008*677 н указашямъ котораго выполнено нзлате 

Фердинанда СяеронЫш 
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йтит ошшптп ^иап^^1;а1;иIп шПпИе гоа^пагпт», заи^чяетъ 
ЭИлеръ, «епМепв еяЦ Ыпс пптегит дга<!1и11П вирга сопзй- 
1;и1;ог11т, ^ш 1ат ега* ЬйпНиз, 1П8ирег ш 1пйп11;ит ап^еп 
ДеЬеге > ^). 

Но эткиъ еще не исчерпывается все множество разпч- 
ннхъ порядковъ безконечно-большихъ величинъ. Такъ какъ их без- 
конечно меньше чФмъ 1ос, то ясно что взъ этой формулы ш ея 

а 

степеней (Их) ^ можно образовать безчнсленное множество но- 
выхъ порядковъ бевБонечно-большихъ количествъ, сочетая ее 
со степенями и самаго ^ и его логориема Ц тФ же соображенгя 
можно распространить и на бол^Ье сложный формулы Шх, 
1Шх и т. д.*). 

Можпо сказать еще,чтоприа ^ 1, а"^ безконечно больше 
чФмъ х^ , при 0^ = 00^ какъ бы великъ ни былъ пока- 
затель п; отсюда не трудно заключить^ что при аир поло- 

жительиыхъ формула а"* доставляетъ безконечно-больш1я ко- 
личества порядковъ безконечно высшихъ ч^мъ какъ угодно 
ВЫС0К1Я степени х. Сл'Ьдуетъ при этомъ заметить, что какъ 
угодно малое уввличен1е основатя а безконечно повышаетъ 
порядокъ а^ ; ибо, при Ь > а, отногаеихе а^ къ 6* равно 



Са)^ '• '■ 



отношен1ю 1 къ ( - I , т. е. 1 къ безконечности безконечно- 
высокаго порядка. Показательную формулу безконечности мож- 

НО всегда привести къ виду е^^ . Формула е и друпя подоб- 
ный даютъ безчисленное множество дальн'Ьйлтихъ порядковъ 
безконечно-болыпнхъ величинъ'). — Обратный величины даютъ 
соответственные порядки безконечно-иалыхъ*). 



») Ас1а Рыг. 1778. § 11, р. 106- 
') ^Ш. §§ 12- И, рр. 106.-109. 

») ГЬШ, Щ 15-18, рр. 108-111. Ср. /»»«. с ^^^^^. Р. II. Сар. XV, Ех. 
VII р. 599. '^^ "'^ "^ ^ ^ 

•) Л^а Р€1г, 1778,§§ 14, 19, рр. 108, 111. 
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Эйдеръ раалпаегь, такинъ образонъ^ три класса бевко- 
ночно-жалыхъ, получаешнхъ изъ основнаго беавонечно-налаго 
количества х. 

Бъ первому — принадлежать количества доставляежня 
формулой, а^ (гд4 а > 0). 

Ко второму^ — количества образуемый изъ безвоиечно- 

1 1 

лалоВ -, гд* и = /--. Къ этому классу принадлежитъ во 

пррвыхъ фориула —^^ во вторить форнула — , си'Ьшанная 

гзъ количестБЪ первато и второго классовъ^ въ третьихъ 

1 1 
формулы убывающихъ порядковъ -п—^ п|»- и т. д., и ^ чет- 

еертыхг порядки, образованные сочстантеиъ вс^кхъ упоияну- 
тыхъ выше форяулъ безконечно-налыхъ. Сл*дуетъ заметить еще^ 

что хотя количество и=^1 — я безконечно-велпко^ но произве- 

ден1я X* и^ всЬ безконечно-иалы^ при п > О и при всякомъ а. 

Бъ третьему классу принадлежатъ безконечно-иалня ко- 
личества, доставляемыя показательными фориулаии. Подобно 
тоиу, кавъ безконечио-иалыя второго класса принадлежатъ къ 
порядкамъ ниже т'Ьхъ, которые составляютъ первый классъ^ 

1 

прост'Ьйшая формула третьяго класса е "^ даетъ беэконечно- 
яалую величину какъ бы наивысптаго порядка, т. е. количе- 
ство безконечно-меньшее всЬхъ величинъ первато класса. Тоже 



можно сказать и о бол'Ье общей формул!^ в 



^0 



■) АыаРл^г.^ 1778, §§19-22^ рр.Щ-ИЗ Эйлеровы транец, порядки 
безкон.-боАШ. К0ДИ1. играютъ мавную роль вь нов'ёйшихъ язсд'Ьдова- 
шяхъ о дрнзнакахъ сходимости и расходимости б. ридовъ съ положи- 
тельными членами: см. въ особ. Р. ^и. Во^^ Яеутоп<1. ЕИпе пеае Т11вог1е (1. 
Сопуег^епг апс1 Ьхуег^епг у.КеНюп шИ розШуеп ОИеёег». Вотск.Зоит. Вё. 
76. Вег1. 1873. рр. 61— 91- Тотъ же митемат1шъ взслЬд. логариом. в ио- 
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Не трудно вид'ЬтБ, что, есди чисювншъ меяепавъ въ 
форпудахъ Эйлерв^ придавать рацшнадьння значепя, то оово- 
к/иность ихъ доставитъ наиъ систему порядковъ безконечно- 
иадыхъ^ пржнадлежащую, по номенклатуре Георга Кантора, ко 
второму классу безконечннхъ снстенъ^). 

Эйлеръ заканчнваетъ разобранный менуаръ вопыткой при- 
ложить свою классйфикащю безконечно-холыхъ къ нЪкоторЕИЪ 
высшииъ трапсцендечтныиъ фупкцхямъ "^выражаеннмъ ннтегра- 
ланн. Онъ показов аетъ, что интегралы 

исчезающхе одвовренецно съ х^ отличаются отъ величинъ 



р+^ 



каз. безконечпости съ точки зр'Ё1пя особато^ имъ же введенпаго нсчнсяета 
см. его статьи: 8иг 1а ^тапйеиг ^в1а^^Vв йез 1пйП18 Лее ГопсНопа. ЛяшЛ Л 
Ыаггш, ^та и арр1. Зег.П, Т. IV, М11а11о 1870-1871, рр. 398 -353; ТУ|ёо- 
Гёте |;ёпёга1 сопсегпао1 1а §г.ге1.(1. 1пГ. й,1еЬ ее 1еаг8 дёпуёез. Вог€КагЛ1'з 

Лигпа1 /"иг (Не геЫе и. апдеи), Ма1Н. Вс1. 74, Вег1. 1872, рр. 294-304; ТТеЬег 

с11е Рагадохсп (1в8 ГпПпНаг— СакйК Ма1Нет. Анпаип ВД. 11, 1877, ррЛ49 
—1 )7. Подобныя же соображ. иаходятъ себФ х'&сто въ теор1И лриэнаковъ 
разддчешя особыхъ р'Ьшещй дифф. ур. 1-го пор. по самому днффер. урав- 
иен1Ю- Ср. сиособъ Р.^N. В1апсНе{ (ЛоПеи Соигз (1е са1с.1пПп1(;. аП. 860, 
861, Т. II, рр. 390-394). 

*) Ср. О. Сапгог. Ц. ее. въ прим.2 на стр. 309; Лыа Мв(к, I. П, рр'^ 
385—383. Р. Оп Во1з Кеуто11(1 первый иоказадъ возможностъ построею! 
фунв1ци возрастаюлсей до безвонечности медяенн^е ч^мъ югарненич. 
функщн сколь угодно высокихъ дорядковъ и непринадхежащей ся^д. къ 
Эйлерову классу: см. ирибаолевхе къ стать'Ё о сход, рядовъ съ пол. член 
цитнр. въ пред. прим., 1. с. рр.88— 91: ПеЬег (Не Тга^е11е (1ег 108ап111- 
тисЬеп СгИепеп М(тодъ Дю Буа Реймона можетъ быть расвростра- 
ненъ на лротрессивпое построенхе еще вовыхъ тяповъ безконечно возра- 
стающихъ функц1й сообразно съ открытыми Г. Канторомъ законами об- 
ра8оваи1Я безконечиыхъ снстемъ. Ср. Ви ВЫя Иеут(т(1^ Ма1Ь. Апп. и 
11, 1877, ИпсЬегк, Мешог. йеП' Ассаа. сИ Во1о§;юа, аег. IV, 1;, б, 1884-, /. Яг 
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соотв'Ьтствмно, на колжчества бвзвонечно-наЕыя отнооитедьно 
этиъ величннъ; а и ^ при етоиъ > О'). 

Мы верненея теперь къ дальн'Ьйшену изложенш третьей 
гмвн Эйлерова «Двфференцгальнаго иочяслен1я»« 

сБакъ безконечно налняу такъ и безконечно-болышя ве* 
лжчнин», прододяюетъ Эйлеръ, «особенно часто встречаются 
при разсютрЪяш числовнхъ рядовъ; и такъ вавъ прн дтовъ 
онЪ встречаются наравне съ конечными числами, это разсмо- 
тр^ше ясно покажетъ^ какимъ образомъ, по законаиъ непре- 
рнвности^ происходитъ переходъ отъ конечныхъ количествъ къ 
безхонечно-большямъ и безконечно-малымъ». Ряды &с.^4— 3 
—2—1+0+1+2+3+4+ &с. &с. +16 + 9+4+1+0 

+ 1+4+9+16+&С. и &с. +]/1:з + У=2+У=1+0 + 

+ ]/1+У2+уЗ+У4+&с., общ1е члены которыхъ суть соот- 
ветственно Ху х^ и ^х^ показываютъ, что О служить для перехода 



ЛатагЛ. 8пг 168 сагае(ёгев (]е оопуег^епее (1е8 аёпеа & (егтеа ровШЬ еЬ 
8ПГ 168 ГопсИопа 1а<1ёЯп1теп( сго188ап1;е8* А<Ла МагЬ. I. 18, 18д4, рр. 319— 
ЗЗв н N0(6 ' А(1дШоппб11е, р, 421. ВогеХ устаиовнлъ, вопреки мн'Ьтю 
О. В.-К , что полная система безЕонечно возрастающихъ ф7нкц]й равно- 
сильна СП10ШН0Й систем!); ск. Ет, ВоЫ, Ьедопв виг 1а ТЬёоНе с1б8 Ропс- 
иопв. РаП8 1896, рр. 1 14-^119: Ьа ГогтаНоп (1*опе ёсЪеИе <1е 1уре8 сго1в- 
вапи. Ср. Ви ВЫ* ЕлуштЛ, 1)1е а11^ете1пе Гапсиопеп(Ьеог1е. Ег81. ТЬ 
ТйЫп^еп» 1882, Сар. У, 69^ рр. 278—284; ХТеЪег с1еп топо1опеп Епдуег- 
1аоГ <1ег Рппеиопеп ппё <11б 1пЛп11йге РаписЫе.^^. Рппд$ке1т, ТТеЪег 
^16 Вп Во18 КеутопсСвсЬе Сопубг^еог— Огепге пп<1 егпе Ъе80п(1еге Гогт 
с1бг Сопубг^еог— Ве<11п^пп({ №г опбп<1исЬб Ве11|еп». 811г.— Вег. (1. МипоЬ 
Ак. 1897, рр. 303— 317.— «Эап$ пп Мёто1ге гёсепЬ», говорить объ этой 
статье Воге1, «М. Рпп^8Ье1т а М1; аах 1<1ёб8 (1б Ра«1 <1а Во18-Ке7то11<] 
ваг се 8п^е^, ёеа оЪ^6сиопз дне ^в и'а! рп агпуег & сотргбП(1ге>. 

О Ааа Ас, Зе. 1тр, рго апп. 1778» р. I, §§ 23-30, рр. 113— 118» 
Выводн ЭДдера основаны на соображетяхъ дидхенныхъ точности и стро- 
гоотн.Строгоб доказательство гЬхъ же резудьтатовъ ие представлаетъ, впро- 
чемъ, никакой трудности. Мы разсмотримъ для прим'Ьра мсчевающгй инте- 

гра1ъ 1 М(— I. Н^ =^ к ш безконечно-мадую — -, « Мг /' "^ ^* 
прбдетавляя ^ въ видъ опред'Ьяеннаго интеграла \ 1 г- 1 ^ «'^ ^ мы 



Ш"'- 
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огь убывяю1цихъ положнтельныхъ чиселъ съ возрастающшъ 
(по абсолютной величин*Ь) отрицательнынъ, или огь убываю* 
щихъ положителъныхъ къ возрастающимъ полохительянгь, или 
даже отъ вещественныхъ количествъ къ мниинмъ, что можно 
изобразить геоиетрически^ разсиатривая х^ х^ л }1х вакъ ор- 
динаты точекъ кривыхъ соотв'Ьтству]ОЩ1я абсциссЬ х. Гавнняъ 
образоиъ, въ рядахъ встр'Ьчаются и безкопбчно-больш1б члены; 

1 1 1 11^1^1 
въ строкахъ ^^•■~4~3~2~'Т"*" О Т"^2 

+ 1 + 4с-,*е.+|+1+ 1+5+1+1+5 

+ и. . &.. + -к, + ^1. + ^^ + 1 + 1 + 



I 



(4)"-('^Г , 

найдемъ, что I^^:^^^1) \ I ^ -1 ; вводя яо- 

вую перем*н1гую у = — и обозначая 1х черезъ — 1 : « мы будемъ им-Ёть: 

•Г * ' 

ф7нкц111 <у)(у, «)при у=а О и « = о5а «равны нулю. Разбивая ивте* 
градъ ^^ у, ( у, «) |/у 1га два схагавм.: /*" ц> (у, «). Лу -Н /*„ 9 ( У, «)• ^'^ 
мы мохемъ всегда выбрать а^ а зат'Ьмъ р, настолько малыми, чтобы 

каждое изъ слагаемыхъ быю, по абс. вел.<^ 2(д4-1 Г * ^**** *^' "^*'* 
ихъ умнож. на (/^+1), нм ^^ — <(У, какъ бы мала ни была нолож вел- 

л л. и ^ 

о; — сл*д. Ит — - = о, ^. Е* о. о логарие^. бвзк. ср. еще Ь. Еш1еп, 

Орпьса1а А11а1у«св, <;. II, РеЬг. 1786: Бе зптта зепв! ех пашепз рпт18 
г ,11.11111 

Гогтаие з—5""*"7"+П'"Т5~ 17+19 ''^^' § ^' РР' 240-241.-^ оравн. ло 
гарием. и гярмонпч. бсзкон. см. Ь. ЕиЫЫ Це 8птт1з зег. гес1рг. Сшт. 
Лс. Р€1г. Т. VI I, аа ацпоз 1734—85. Ре(г. 1740, § 6, р. 153, § 12 р. 167. 
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1 

-у- у эти безкоЕ.-больш1е члены слушать^ какъ и безконечно-калне 

въ предъидущихъ рядахъ, для перехода отъ положительны хъ вели- 
чинъ къ отрицательнымъ,отъ иоложительныхъ къ положитбльнымъ^ 
или отд'Ьляютъ вещественные члены отъ инямыхъ. «Наконецъ но- 
жетъ быть переходъ отъ веи^ествениыхъ членовъ къ инимымъ, 
коихъ пред'Ьлъ не есть ни О ни ос, наприм'Ьръ^ если общ1й 
членъ выражается формулой Ц-|^^г. Въ этихъ, однако, слу- 
чаяхъ, когда^ всл'Ьдств1е иррацЬнальности выраженхя, 
каждый членъ ии'Ьетъ двойное значенге, въ пред'Ьлъ между 
вещественными и мнимыми членами эти два значен1Я всегда 
совпадаютъ въ одно. Но всяк1б разъ, когда члены, бывш10 
прежде положительными, становятся отрицательными, переходъ 
происходитъ всегда черозъ пред'Ьлъ, или безконечно-малый, или 
безконечно-больиюй. Все это обнаруживается лсн'Ье изъ закона 
непрерывности, который мы усматриваохъ въ кривыхъ лин1яхъ>^). 

Прохожден1е аналитической функщи черезъ безграяично- 
убывающхя и возрастаюпця значен1я всегда можетъ быть сде- 
лано соотв'Ьтствующимъ реально непрерывному изм'Ьнешю неза- 
висимой переменной, и для сохранен1я опред'Ьленнаго взаимнаю 
соотв'Ьтств1я между всЪми значен1ями независимой и зависимой 
переменных ь приходятся допустить въ число значея1й посл'ЬднеЙ 
и особый фиктивный бвзконечно-малыя и безконечио-больш1я 



О 1пй^ сак. <И/А Р. I. Сар. III, аП. 98 --101, рр. 71— 73. Эйюръ раз 
сматрив»етъ зд^сь безк. строки какъ ряды значеяхй функц1А представдя- 
ющихъ нхъ общ*е и.семы безъ отношен1я КЪ волросу объ ихъ С7ММ0Ва111и; 
подроби'Ье объ этомъ я буду говорить ниже. Соедивяя чдены ряда зна- 
ками С10Жбя1я и вы«1итан1я, Эйдеръ употребдяеть обычное въ то время 
обозначеи1е, хранящее сд^ды ноторич. происхожд. рядовъ и указнв. 
крон'Ь того на знаки членовъ^ ихъ постоянство иди перем-Ьву. Въ другнхъ 
м'Ъстахъ Эйдеръ разд-Ьдяетъ члены ряда запятыми; ср. Ц. ее. въ прим. 3) 
на стр. 278. 
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величины; ояЬ являются зв&ньяии въ ц'Ьпи посд'Ьдоватбльннхъ 
значенШ перби^нной величины, необходиянии для сехранен1Я 
непрерывности въ ея изи'Ьнбнхи^). Эйлеръ прин'Ьняетъ къ об- 
ласти аналитичесвихъ фун1Щ1Й Лейбницевъ закоиъ непрерыв- 
ности и Бладетъ такииъ образоиъ этотъ законъ въ основаше 
всего высшаго анализа; при этоиъ ссылается онъ однако, на 
область геоиетричесваго значен1я функщй канъ на такую, въ 
которой этотъ законъ усматривается всего ясн'Ье. Въ этонъ 
сл'Ьдуетъ онъ Ньютону и повторяетъ его заи'Ьчанге о перехо- 
де отъ вещественныхъ значен1Й многозначной функцш къ мни- 
иымъ значешянъ черезъ совпадающ1я^). 

Другой областью учен1я о безконечныхъ рядахъ, въ ко- 
торой примЪнен1е закона непрерывности особенно интересно^ 
является теор1я ихъ суимован1я« <Теор1я суммованхя безконеч- 
ныхъ рядовъ», продолжаетъ Эйлеръ, с тоже даетъ наиъ мно- 
гое, ч'Ьмъ мы можемъ зд'Ьсь воспользоваться дли уяснешя уче- 
Н1Я о безконечности, и вм'Ьст'Ь съ тЪмъ уничтожить нФкоторня 
сомн'Ьн1Я, возникающ1я при разсиотр'Ьн1и этой теор1и>^). 

Сумма безконечнаго ряда, состоящаго изъ равныхъ чле- 
новъ 1+1+1+&С., безъ всякаго сомн'Ьн1я больше какого 
угодно числа и сл'Ьдовательно безконечно велика, па что ука- 
зываетъ и происхожденте этого ряда отъ разложентя дроби 

1 ^ я 

— ^ X ^ при ж==2. Полагая, однако, въ той-же фор- 



•X 



мул*Ь х=22, 3, &с., мы получимъ равенства совершевмо 16- 
совм'Ьстимыя съ принятыми воззр%н1ями: сумма безконечнаго 
числа доложительныхъ чиселъ оказывается отрицательной. 



^) Ср. отр, 226 и ооотв. шри!. 

') Ср. прим. 2) иа стр. 251. N6^(04. АпеЬт. 17п1У Сав!. 1707, рр 
238—240; мы вынемся ваосл1)дотв1н къ вопросу, кавъ о еамомъ важон'Ь ие- 
прерывноети, тажъ и о ром его и соотв. геометр, нредст. въ теорхв мкин. 
цедпч. 7 геометровъ ХУШ в11ка. 

>) 1пи. сак. <И//. Р. I. Сар. III) начало аП. Щ р. 73. 
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Точно также, полагая въ равеяств'Ь ^пйс*—^ = ТПГ^г 

я; « 2, 1Н прнходи1ъ въ парадогееажьноау выводу 1+4+12 
+12+32+80+&с«1. 

11рмина полученныхъ парадоксовъ состонтъ, какъ ука- 
задъ на то уже Яковъ Бернуллн^)^ въ томъ^ что мы пренс- 
брогаешъ остаточными чженамн р«аэенатриваемыхъ рддовъ, ко- 
торые при допущеяныхъ нами значбН1яхъ х додаются бежо- 
нечноЧ^одьшимн при безконечномъ продолженш этнхъ рядовъ, 
и самые ряды — расходящимися. Тоже можно сказать и о ра- 

1 

венств* ТТ7~ ~ ^ — г+а^^ — .г'+л;* — х^'\- &с., вторая часть 

котораго представдяетъ расходящхйся рядъ при х^1^ 2, 3 6с.^). 
«Эти соображен1яэ, говорить Эйлеръ, «лриводятъ къ за- 
кдючеихю, что подобнаго рода ряды называемые расходящимися, 
вовсе не им'Ьютъ суммъ; ибо дМствитбдьное суммованхе чде- 
новъ не лриближаетъ насъ ни къ какому пред'Ьлу, который 
можно было бы считать суммой ряда прододжеипаго до безво- 
нечности . . . . ^ что^ конечно^ соверогенно вЪрно. Между тЪмъ 
противъ этого мн4»н1я съ подиымъ правоиъ можно возразить^ 
что упомянутый суммы, хотя, повидииому^ совершенно не со- 
гласуются съ истиною, однако никогда не вводятъ и въ за- 
бдужден1е; и даже свор'Ье, допущен1е ихъ ведетъ ко миогимъ 
прекраснымъ открыпямъ, которыхъ мы были бы лишены, если- 
бы вовсе отбросили эти суммован1я.»^) Чтобы разрешить зтн 
недоуи'Ьтя, Эйлеръ останавлив11ется на попят1и о сумм'Ь без- 
конечнаго ряда и расширяетъ его тавъ^ чтобы придать опре- 
деленный ясный смыслъ получепнымъ парадоксадьнымъ резудь- 
татамъ и всЬмъ прочииъ равенстваиъ подобнаго рода, относя- 



») Ср. стр. 241—242. 

») 1т(. со/с. Лу/. Р. I, Сар. Ш, аП. 102-108, рр. 73—77. 

•) 1Ш. аН. Щ рр- 77-78. 



382 И. ТИМЧЕНКО. 126 

щикся къ рясходящииса ряданъ. «Если поннать слот сумма 
ряда, по обнкновен1Ю, въ смысле аггрегата всЬхъ его членовъ, 
д'Ьйствительно сложенныхъ вм'Ьст'Ь^ то н'Ьтъ никакого соинЪшя 
въ юмъ, что можно найти еуииы только сходищпся безко- 
нечныхъ рядовъ, которые безгранично приближаютъ насъ къ 
нэв'Ьстной и определенной величине по и'Ьр'Ъ того^ кавъ 1Ы 
дМствительно собираепъ тЪотк все большее ■ большее чисю 
членовъ. Рядн же рясходящ1еся, всл11дств1е ли того, что члены ихъ 
не убываютъ (всо равно, сохраняются ли придтоиъ одни и гЬже 
зиаки, или чередуются знаки + и — );Илн по какой либо ино1 
причине^ вовсе не имЪютъ суннъ^ если только принимать это 
слово въ смысл'Ь аггрегата всЬхъ членовъ». Но слову супа 
можно придать и другое, отличное отъ общеприяятаго^ зна- 
чвН1е. «Мы будемъ говорить^ что сумма всякаго безкояечнаго 
ряда есть конечное выраженхе, отъ разложенхя котораго про- 
изошелъ втотъ рядъ. Бъ этомъ смысле истинная сумма безко- 

1 

нечнаго ряда 1+:г +д:^-)-^г^-|-&с= -^ , .... каково бы ни- 

было число X. Такимъ образомъ^ если рядъ сходящ1йся, зто 
новое опред^ленхе слова сумма совпадаетъ съ обыкновенннмъ; 
а о'авъ какъ расходящ1еся ряды не ям'Ьютъ сумиъ собственно 
такъ называемыхъ, то новое опред4(лен1е и въ этомъ случа'Ь 
не предстапитъ никаки.^ъ^ неудобствъ. Наконецъ» съ помощью 
ВТОГО опред'Ьлон1я мы сможемъ усмотр'Ьть пользу расходящихся 
рядовъ и защитить ихъ отъ всЪхъ несправедливыхъ прягово- 
ровъ»^). Мы скоро вернемся къ этимъ воззр'Ьн1яиъ Эйлера па 
безконечные ряды и постараемся разсмотр'Ьть, насколько оправ- 
дываются высказанный инъ въ вышеприведенныхъ словахъ 
ожидан1я. 



*) /п5<. Г. (И//. аг1. 110-111, рр.73-79. Ср. стр. 220 и прим. 2) тамг 
же. Эйлеръ изюжилъ свою теор1ю суммован1я рядовъ еще въ ыемуар^ «Ье 
ЗепсЬаз (11Уег|;епиЬиз9) представлвнномъ Петерб. Ак« Наувъ одиовре* 
иенао съ выходомъ въ св'Ьтъ «Основ, дифф. исч ^ См. NоV^ СоттепюгИ Ас, 
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Днффбренц1а1ьнае исчислбН1е по нысдя Эйлера^ какъ и 
по мысли Лейбница^), есть ничто иное какъ частный случай 
общаго нечислешя равностей^ сообразно съ ч'Ьмъ формулы его 
должны быть выведены иаъ общаго выражен1я^ кь которому^ 
согласно Эйлеру, иожетъ быть приведена разность всякой функ- 
Ц1Я отъ X — : Д у= Ри>+ й^о^+Дш^+'^ю^+йс , гд* а>=Аа;^). 
При безконечной малости со, отбросивъ беаконечно-малыя вые- 
шихъ цорядковЪу мы получаемъ ^^^у^^Р^^ или въ обозначенхяхъ 
Лейбница: ({у^Р.^х, — основную формулу всего дифференцгаль- 
наго исчисленгя. с Если приращеше ш», говоритъ дал'Ье Эй- 
леръ, «сд'Ьлается чрезвычайно малымъ (уеЬешеп1ег рагтиш), 
такъ что въ выражен1п Р(о4-С«)^+Ао^+&с. члены Сш^&йо)', 
и т'Ьмъ бол'Ье всЪ остальные станутъ столь малыми, что мо- 
гутъ быть пренебрежены въ сравнен1и съ первымъ Ри> въ вы- 
числеши, при которомъ не соблюдается совершенная точность; 
тогда, зная дяфференц1алъ Р(1х можно воспользоваться имъ для 
приближеннаго вычислен]я разности: Рт; что дФлаетъ днффе- 
ренщальноо исчислен1е весьмо плодотворнымъ въ приложен1и 
къ р'Ьшен1ю практическихъ вопросовъ»^). Эйлеръ полагаетъ, 
такимъ образомъ, въ основанхе диффсренцхалытаго исчислен1я, 



8€. Ттр. Ре1г, Т. V ай. Апп. 1751 е! 1755, Ре*г 1760, рр. 20з 344. Эйюръ 
выевааывагь т^-же идеи еще раньше въ пнсьуахъ въ Ыикщ Беркуд^м (мем. 
Я. и И.) н Гольдбаху: см. Соггеар, та^к. ^ рк, 1. II. Н. Б. къ Эйлеру Ваз. 
6 Арг. 1743, рр. 701--702, Вахг! 29 Коу. 1713, рр. 708 • 710. Ша. и I. 
Эйдеръ къ Гольдб. Вег1. 7 Ап^. 1845, рр. 323—324: «...во ЬаЪе 1сЬ ё1е$е 
пепе ОеПп1иоп уоп с1ег Затгоеп е1пег ^ё^^ИсЬеп зеги! де^еЬеп: Загоша спзпз' 
дпе зепе! ез1; уа1ог ехрге8!$10п18 111!из ПпКае ех си]из еусЬ^оие Ша зе- 
пез огНпг». Ср. Де^/У ОрзоЬ., й. пп. К. рр. 121—12^. 

*) Ср. стр. 178—180 и соотв. прим. и прим. 3) къ стр. 221. 

*) 1пн, Са1е. лу/. Р. I. с. IV, аП. 112, р. 80: с1п сарИв рпшо у1(!1- 
тпз, в! ^11а^^^^аз уапаЬШа х асс1р]а1; аи^^теШит == (о, 1ит си1а8У18 Гппс* 
(101113 1рзп18 ав ао^шеп^ат 1пс1е опппйпп (аИ Гогта ехрг]т1 ^^-)-^С()*4' 
Яш!* Ас. 81уе Ьасс ехргезз10 зИ Г1п1(;а зхуе 1п хпПпИпт ехсиггаЬ. Ср. Сар. 
I, аг1. 20, 22, рр. 18, 20. Это заключен1е есть только обЬбщенхе резуль^ 
татовъ,полученныхъ въ ряд!) частныхъ случаевъ*, оно есть, сл'Ьдоватсльно^ 
у Эйлера, какъ и у другнхъ современныхъ ему математиковъ, лишь своего 
рода посту латъ. 

•} 11ЫЙ, Ои. т. Р. 1, Сар. IV, аП 113,121-123, рр. 80— 31, 84— 86, 
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какъ мы уже им'Ьли случай это аамЪтять^ тЪ же, въ сущности^ 
принципы, которые послужили впосл^дств1н Арбогасту и Да- 
граижу для обоснован1я теор]и аиалитическихъ фуикцИ^). 

Исчисленге дифферевщаловъ внствхъ порядковъ тохе 
легко поставить въ связь съ теор1ей конечныхъ разностей, 
разсматривая эти дифференцхалы какъ безконечно-малыя раз- 
ности данной функц.1и, ранличныхъ порядковъ. Принимая для 
выражен1я разности втораго порядка формулу Ра>^+С«>^+Л1с* 
+^с., мы пайдемъ, что Му^=^Р<1х^ и т. д.^). «Въ первой 
глав'Ь», говоритъ зат'Ьмъ Эйлеръ^ '«мы уже замЪтили^), что 
нельзя определить вторыя и сл'Ьдующхя разности^ не принимая 
какого нибудь извЪстнаго^ впрочемъ произвольнаго закона 
см'Ьны посл'Ьдовательныхъ значен1й самого х\ всего проще 
предположить, что эти значен1я составляютъ ариеиетичеспую 
прогресс1ю>, что соотв'Ьтствуетъ тому предположенхю, что вс* 
высш1е дифференцхалы х равны 0. «Высшхе дифференд1алм 
зависятъ^ такимъ обрлзомъ отъ произвольнаго закона управляюща- 
го дифференц1алами перемЪннаго х\ откуда возникаетъ огром- 
ная разница въ способахъ нахождев1я дифферепц1Дловъ пер- 
ваго и слЪдующихъ порядковъ»*). Выбирая прост'Ьйтхй законъ 
смЪны послЪдовательныхъ значен1йа;, — въ ариеметической про- 
гр1сс1и^), мы находимъ простМшую зависимость между диф- 
ференщалами различныхъ порядковъ, выражаемую двойнымъ 
рядоиъ формулъ: (^р=^^(^x^ с1д'=^г(1х^ с1г=*з<1х^ йз^Ых^ ^'с; 



V Ср- стр. 321, и прям. IX также стр. 326^ 336. 

») 1пи, Сак. Л//. Р. I, аг1. 124, 126, рр 86-87, ср. Ш4. аЛ. 22, р. 
20. Ср. УVш^епЬо^п. Б1е ргшсхрхеп (1. ЬоЬ. Ап. § 12, рр. 153—155: Еи1ег'з 
Вс^гипс1ппв <1ег Б1ГГегеа21а1гесЬпапб. 

>) /|»(. Са1с. (ЦГ/- Р. 1> аг1. 9, р. 7. 

*) 1Ы<1, аП. 123, рр. 87-^. 

*) Въ аг1. 9, р. 7 приводятся соображен1я, застав1яЮ1Ц1я предоо* 
честь аривн. дрогрессхю: она поаво1яетъ пройти черезъ всё возможк. ве- 
ществ. значен1я перем'ЬнноА л. < . . . . соп1га аи^еш 81 аепет веоте(псат 
е1ев188ета8) ас1 уа1оге8 певаиуоз паНоа асЦ1а8 раШззе!;». 
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йу=.р,йх^ (Шу^д€1х\ сРу^Ых^^ Л^у^зЛх^^ д}у^14х^^ ^^>\ 
которня дають намъ возюжность легко установить Дейбннцевъ 
трансцендентный закот однородности^). 

Знйя алгорненъ дкфференцгальнаго нсчисленхн уста11овле1- 
ив! т> то1ъ предположепк, ято с1х величина постоянная, ин 
иожемъ распространить лат'Ьиъ правила кратиаго дифференци- 
роваи1я и на тотъ случай, когда выбирается другой закоиъ 
для сн'кны посл11ловательныхъ значен1й переиФнной х; стоитъ 
только воспользоваться тФнъ заи1(чан1виъ, что основная фор- 
■ула дифференщальнаго исчислен1я йу^рЛх независитъ отъ 
этого выбора и предположить х функшей иоваго переиФннаго 
еъ постоянныиъ дифференцхал.Такииъ образоиъ возникаетъ задача 
о дальигьйшемь дифференцированхи дифференцгальныхъ фор- 
муль^ или объ изи'Ьненш независиной перенЪнной въ диффе- 
ренц1альныхъ внражешяхъ^). 

Когда разности переи'Ьнной делаются безконечно-иалыии. 
Бонечиыя суиин зтихъ разностей превращаются въ интегралы — 
функщи, дифференц1алн коихъ даны^). Ихъ иожно тоже понЪ 
стить ьъ скалу велячинъ различныхъ порядковъ: пользуясь 
гЬиъ заи'Ьчан1еиъ, что величина интеграла независитъ отъ 
закона си'Ьны послЪдовательныхъ значешй переи'Ьнпой, по ко- 
торой производится интеграц1я^ иожно легко вывести, что по- 



«) 1п9и Са1е. ВЦ/. Р. I, аП. 129 - 133, рр.'.вв -90. 

«) /Ы. аге. 134—137, рр. 90-92. Ср. стр. 180, прям. 2). 

*) Р^шен1ю этой задачи посвящена п. УШ 1-й частя Оея Дифф, 
Яеч.^ аге. 242-280, рр. 1вв-196: Ве !огтт11ап1т М1егепНаиат пИеНог! 
(ИГГегепИаНопе. На 8начен1е я8Н'Ьнен1я переи. незав. въ дифф. 7равнея1яхъ 
указивалъ еще Лейбннцъ*, ср. ст. 187, пряж. 1). Шкот* да1Г>и. эмнеит. 
зам'Ьчан1я иаход. у ЛдпЫ, ХпзШ апа!. 1. II аП. 29, рр. 466—470. Кавъ 
пользовались этияъ аналят. пр1еиомъ старые аиалисти до Эйлера въ теор1и 
дифф. уравяен1й си. въ Тг&Нё (1. сак. 1п1ёрт. ропг зеппг (1е8111(;е 1^ ГАла1. 
(I. ТпГ. Р. (1е М. 1е Матчшз де Ь'НОрНа! р. М 1)е Воидачп^Шй. Рапа 1756, 
II Раг1. 8ес1;. П. рр. 151 8111Г. 

•) 1п»и СЫс, Л\}1. Р. I, аре. 140, 141, рр. 93—94, ср. %Ш, Сар. I, аП. 
26-26, рр. 22-23. 

Зав. Нот. Огд. Т. XVI. 9 
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рядокъ интеграла на единицу меньше^ чФмъ порядокъ аодъ- 
интеграхьнаго дифференщада. 

Такъ: Ы"«*= (1и \тт- ^^5 У^^ ^^^ ^ конечная вели- 

большой величин'Ь; I -^ » (аг?) I {и:-у^) «^ к т. д. ") 

Анализъ безконечно-иалыхъ распадается на дв'Ь части^ 
занпмающ1яся^ соотв'Ьтственно^ нахождешеиъ дифференц1аловъ 
различныхъ функц1Й и интеграловъ данннхъ дифференц1аль- 
ныхъ выралсен1й. Большое количество различныхъ спешальннхъ 
пр1еиовъ интегрирован] я и приложен!!! ихъ къ р'Ьшен1ю раз- 
личнаго рода задачъ саставллетъ выделить эту часть внсшаго 
анализа въ особое самостоятельное учете — интегральное исчи- 
слепе^) Эйлеръ посл'Ьдовалъ въ этонъ примеру своего учителя 
Ивана Бернулли^)^ и утвердилъ, такииъ образомъ^ классиче- 
ское разд'Ьлеи1е анализа безконечно-иалыхъ на егодвФ глав- 
ный в'Ьтви Но Эйлеру принадлежигь еще и другая^ болЪе 
важная заслуга въ иетодик'Ь высшаго анализа. Онъ включнъ 
въ изложея1е дифференцхальнаго и интегральнаго исчислен1Й 
Бернулл1ево «показательное исчислен1е>^) и распространи лъ 



О 1пи. е. </•;,., аП. 142--143, рр 94-95. 

*) ГШ. аг!;. 148^ рр. 9в— 97. «Хшрппиз уего 1п са1са1о 1п1е^гаИ шсИ- 
68 1;ат поуа агИПсха 1п1ертапс1]ц дааш асИашепи е1а8 1п 8о1уеп(118 уап1 
§^епег18 ргоЫетаИЪиэ, (1е(евпп^аг, и^ оЬ Ьаес поуа 1иуеп1а, ^^ае сопиппо 
ассе<1ап1, пав^пат ехЬаипп^ ши^о т1а118 регГес^е (1е8сг1Ы аЦае ехрИ- 
сап Р08811;». Эйлеръ ся[нтаетъ однако нугнымъ въ сакомъ начад'Ь дифф. 
исчис1ен1Я со доставить его съ интеградьныиъ н ввести прост'Ьйшгя аоняпд и 
обозаачени этого посл'Ьдияго, которнии онъ впос1'Ьдств1и и пользуется. 

') Ср. стр. 193. 

*) Ср. дрин. 2) на стр. 185; «Се1еЬ. 1оЬ. Вегв«н111>, говорить Эйхеръ, 
<си1 оЪ 1ппатега еа^пе таххшь 1псгетепи Апа1у8еоз 111Йл11огат ае1ег- 
пае ёеЬетпв в^'^Иаз». Ь. НарИЫ въ Ад. (1. 1пГ. р. не даетъ вовсе и^ста 
показ, исчнсл. Уапдтт ВЪ своихъ Ё(1а1гс188етеп8 излагаетъ его въ осо- 
бомъ ирнложен1и; ср. нрнн. 4) на стр. 268. Показ, исч. яъ ТпвШ. Адшен^ 
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алгорнежъ внешихъ исчнс1бн]| на имъ же вперше введеннна 
п аналязъ тригоножетрнчесш фукци. €^^^ит^ие са1еи1ит»^ 
говорпъ онъ, «а(1 ошпгв §;бпеп8 ^иа^^^^а^ев 1ат аЦеЬшеав ^иат 
1га118ебпдеп1е8 аееошодаге еопвШш»^- 

Главн V — VIII первой части сОеновапй дифференц1аль- 
1счкс1ен1я» посвящены его теор1и; последняя, IX глава — 
трапуегь о дифференц1альннхъ уравнепяхъ^). Вторая часть 
открывается пряложен1ям разностнаго н дифференц1альнаго 
НСЧКСЛ6Н1Й къ теор1и рядовъ^ и лишь въ IX глав'Ь Эйлеръ 
переходить въ друпиъ приложепяиъ дифференщальнаго ис- 
числен1я^ основаннынъ отчасти на установленной ииъ иъ предъ- 
ндущешъ И8Ложен1и теореи'Ь Тейлора^), — къ рЪшепю уравне- 



■иожено въ IV мав1| Шкнжтя посвящ. ■11тегр.функц1й| 1.11, рр. 818— 844. 
Во11|^1п?Ше ниатмтъ во введеи1в во своей «трактатъ объ инт. ясчвс!.» 
поваватмьиое нечнв1ен1е^ аяаатняеежую трпононетр!» н теор1ю 
■нииыхъ величнвъ; Т. 1. РаНв 1754, 1п1го<1пс11о11, рр. 1--в2. На- 
сколько «оокават. 0ечжс1е111е* было мало нвукстяо я неочиталоеь яеоб- 
ходнмой частью дифф. яочжодев1я въ 1-й по10вня1^ нрошлаго сто1^т1я, 
яожно судить 00 пнбьмвнъ Дав. Бернулли я Гольдбаха: Берн, яъ Го1ьдб. 
Ре1г. с1. 18 МагШ 1728 Ре1;г. а. 19 Арг. 1728, Г. къ Б. Моасаае (1. 10 МаИ 
1728. 0>гг.т.<& рЬ. и 1Ц рр. 265, 257—258, 259 (по поводу д. ур. Рявватя). 

*) 1т$. Ы. {Ц//. Р. I, аг1. 149, р. 97. Эйлеръ заваячяваетъ тл. 1У 
(аг1. 151, р. 98) об11щан1енъ дать во второй частя своего трактата явло- 
жея1е геометряч. оряложен]й дифф. яечясл. Об^1цан1я этого, однако, ояъ 
испояяять ве усп'Ьлъ я явложеяхе геон прялож. осталось не только не наяе- 
чатаянынъ, но, повидямояу, я неоконченяынъ. Въ числ'Ь язданныхъФуссомъ 
посжертннхъ сочяяен1й Эйлера мы находи нъ только четыре первыя главы 
я яачало пятой главы этой дополнятельной ^астя «Осн. дифф. ясч.», со- 
держащ1я пряложенхя къ геометр, лишь дифф. 1-го пор. См. Ь. Еикп 
Орега ров^пта 1па(Ь. еЬ рЬув. аппо 1844 де(ес1;а е^. Р. Н, Риа еЬ Ы4еЫаш 
Ришш. Ре^г. 1862, ХУШ, 1п8Ша1;1ои11т Са1с ШК ЗесНо III, рр. 342-402. 

*) Сар. У. Ве ЛШегепИаиопе Ьясиопмш а1с[еЪг. пп1сап1 таг. 111уо1у.. 
аг1, 152—177, рр. 99-121*, Сар. У1. Ре с11Н1 АшсШппт 1;гап8С., аг^. 178— 
207, рр. 122—144; Сар. УП, Пе ёШ. ^япс^ дпаа р1агезуе уаг. 1пуо1у., яг^ 
208-241, рр. 145-165. Сар. VIII, В« Й>гш111ап1т аШ. пиеНоН ЛИГ., аП;. 
242—281, рр, 1вв-19б; Сар. IX, Бе Ае^паI;^оп^Ъ|]8 ШЯегепИаИЪпз, аг1. 
281 -а27, рр. 197—224. 

') См. 1пн. Сак, <^.Р.11, Оар.Ш, аг1. 44—69, рр. 267—287, Ое 111Уеп- 
Попе (ШКегепиашт ЙП]^агпп1; аг!;. 45—48. рр. 267—270 содержатъ вы- 
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Н1И^), ря8нска71Ю «тах1та» и «гашша»^), истинннхг зпче- 
нш нбопред'Ьяенннхъ внражетй^), рпэложен1ю рацхоладьгахъ 
функщй на частння дроби*). Дв4 главы, XVI, — Ов Да^егеп- 
1;1а1;1оие ^ипс110пит 1пехр11саЬ]1шт, и XVII, — Ве 1п1;егро1а- 
Попе зепегиш», — посвящены упомянутому уже вопросу объ 
обращенги чг^смеыхъ функцгй въ аналитическгя^). Мы оста- 
новимся потомъ подробно на работахъ, какъ самого Эйлера^ 
такъ я его современниковъ, по теорхи рядовъ^ теперь же сд'Ь- 
лаемъ нФскольБо краткихъ замФчан1й объ изложенной имъ въ 
« Основан1яхъ » теор1и дифференцхальнаго исчисленхя н его про- 
стМшихъ прилохен1й^), Наши зам'Ьчанхя будутъ троякаго рода, 
а именно объ общяхъ методахъ, о частныхъ методахъ доказа- 
тельствъ и о н'Ькоторнхъ содержащихся въ приложетяхъ дмф- 



водъ этой тес^ехы (бевъ оегат. чжева), сходянА съ выводонъ самого Тей- 
10)мц ироч1е аг(. этой наян еодержать прш10жев1Я ея въ теорги хонечн. 
раан«— Въ тдав'Ь IV, Бе сопуег81опе.А1пс11оппт ш вепез, аП- 70— 102,рр. 
288—220 теорема Тейюра прилагается въ ра81ожее1ю «уимщй въ б. р1ядн. 
^) Сар. IX, аг(. 227—249, рр. 434-4&8. Ве пев сакои ё1ввге11&Ш1а 
1п ае^^аА^оп^Ъ11в ге8о1уе11си8: рааювепе въ рждъ корня / уравнешя 9=0^ 

уёх у^ЛЛх у*4*х уЫ*х 
рд* у=^Р'х, по формул*: Г==х^ "^ + 2^ - 6"^ + ЩЛ "" ^' ^^ 

245—249, рр. 454—458 ~8ам1чан1я о 01^4. кратн. корн. Сар. XII, аг1. 294 
—312, рр. 522^547, Бе пап ёШегепИаПвш 1п 1ПУб81;1вапё18 га<11с« геа1. 
ае4аа1;1опат,— о числ'Ь вещ. корней уравн.-- теорема Рохи и ея прнлож. 
—Сар. XII, аг1. 313—336, рр. 548—565, Бе сп^егиа гад1еат 1та§^аапа. 
гпш. 

*) Сар. X, агц 250-272, рр. 459-492, Бе Мапвиа е1 М1Ш011в 
Сар. XI, аг(. 273- 293, рр, 493-522, Бе Маишк е! Мш1т1в Гвпс1юпот 
таШ^огтгаш р1пгевдье уапаЪ. соп1р1ес(. 

') Сар. XV, аг1* 355—366, рр. 586—610, Бе уа1опЪа8 Гппсиопот, 
дш сег1;1в са81Ьп8 т1(1еп(аг 1вс1е(;ег1У>1паи. 

О Сар. ХУШ, аг!;. 403-422, рр. бба-ТОО» Бе оно са1вии дШегеп- 
Наиа ш геао1п(1опе {'гасИопат. Ср стр. 281, лрнм. 3) н стр. 334—335. 

») 1п$1. Сак. Л//. Р. П, Сар. XVI, аг1. 367—388, рр. 611-640, Сар. 
XVII, ар1. 389—402, рр. 641—667, ср. стр. 370 прим. 2) 

О Кратвхй обворъ всего содержан1я 1пн. сак. (И//, читатель можетъ 
найти въ только что законченномъ третьемъ том'Ь Уог1еа. йЬ. СгевеЬ ё. 
Ма(Ь. Мори1^ Калтора: ИЗ. Кар1(е1.— ЕЫег'а ХЯбегепиаХгеоЬаап^;. Уог1. 
В(1.111 (ВсЫвав Вап^З Ьрсв- 1898, рр. 724-74а 
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фербнц1А1ьнаго нсчислжя поняпяхъ и метфдахъ, относящкел 
къ вошросамъ теорш фунвщй. 

Прежде всего яасдужЕваетъ внншн1я о<$цев правию двф- 
ферепррованЕя еяохввхъ фуякщ1Й данное Эйдеронъ въ ст. 170 
М частя (гд. У)^)^ которое 8ат4^ю^ въ ст. 215^ онъ рав- 
сяатрнваетъ савъ частннв случай 1фавиа Д1ффбрбнщир01ван1я 
функц1Й со многпн лерехЪннннн^). Прн втонъ вводжтъ овъ 
поняпе о частнохъ дифференцжрован1н н, до поводу вопроса 
объ интегрнруекоетн дяфференцхальннхъ внражен1Й вшда Р{1х+ 
Ос1у-\- . . . . ^ раввкваетъ алгоркоп частнылъ иропвводнвкъ^). 
Н-квотернй интересъ представллетъ еще глава IX — о днффе- 
реиц!алътхъ уравнешлхъ^); зд^сь джфференщалъншя уравмн1я 
являются не только результатонъ псвлючопя пронзвольяыхъ 
лостоянныхъ, но дифференцнроваи1е рмсна^рива^тся еще какъ 
средство исключать язъ данннхъ соотношешй жррац10нальння 
я трансцендентння количества^). Эта досл^Ьдняд точка зр'Ьпя 
на дифференц1альныя уравнен1я отвЪчаетъ Дейбницевой иде'Ь о 
днфференц1альнонъ исчислен1и^ какъ общеиъ трансцендентной ъ 
аналяв!, какъ средств-к изсл%довать трансцендентння соотно- 



^) Тпи. еак. М//, Р. I. аП. 170, рр 115—116; доказательства этого 
оравида Эйлерь тутъ не даетъ, предполагая представить его ниже въ аН. 
215. ЭДлеръ первый оц'Ьнилъ зва1вн{е этого правила въ нетодив'Ь дифф* 
1счнслен1я. 

»} Ср. 1п$(. с. «/. Р. I., Сар. ГЦ, аЛ. 212—215, рр. 146—148. 

*) 1М. аг1. 231—241, рр. 153—166; Эйлеръ обознач. части, произв 

фуикщй двухь перем. форм7лами( ^, \^)^ ^Р- "Рвдъядущ 

аг1. тоЯ «в главы. N3, аП. 220 — 225, рр. 151—155 — выводъ из 
вЬстнато Эйлерова предложен1я объ одвородныхъ фувкщяхъ, отвры 
там ннъ, для случая двухь пореи^яяыхъ, еще въ 1736 году, (си. Ь 
Вшин МесЬа111са 817е МоСав 8с!епиа апа1у11се ехровНа. РеФг. 1736, е. 1Т 
Ргор. 14, § 106; ср. М, Сая^ог. Уог1. йЬ. везсЬ. ё. Ма1Ь. Вс1. III, рр 
)3^— 784). Объ истор1и жсчисл. части, произв. нн будеиъ говорить нивке 

*) 1пи. еа1е, Л%СГ. Р. I, Сар- IX, аг1 281-327, рр. 197 - 224, Ое 
аедпаиоп1Ьп8 ()ИГегеп(1аиЪп8— дифференцирован1е неявныхъ фуикщй, об* 
ра8оваи1е в преобразов. дифф. уравиенхй. 

') 1Ш. аП. 2Я2— 295, рр. 203-207. 
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Ш6Н11 ПОМОЩЬЮ алгебричесихъ формулъ^). Лейбницу^ однако, 
не быю еще изв'Ьстно, что существу ютъ фунвцш не 10гущ1я 
бнть разсматриваешн какъ иятеграш аягббрвчески-днфферен- 
Ц1альннхъ уравЕстаВ^ и что, поэтому, его идея не можегь об- 
гамать собою непосредственно вс1( возможные классы трансцен- 
двнтннхъ фунвдв. Э»херъ первый открыл н насх-Ьдоваи та 
кого рода, такъ сказать, ультратрансцендентныя футцщ но 
н онъ еще не могъ разсматрнвать нхъ какъ таковыя, м тохыо 
въ новМшее время предприняты работы, дохжное налравхепе 
которнхъ прнведетъ къ построепю полной кхаосифнкацхн вс^гь 
трансцендентныхъ функщй, къ внпохнен1Ю вежикой идем Лейб- 
ница'). Впрочемъ Эйхеръ, по самому свойству своего ген1|. 
всегда направхявшаго свои усих1я на рФшепепо преимуществу 
конкретныхъ, близко стоящихъ вопросовъ, не быль снособенъ 
усвоить и развить высоко парящ1я, абстрактных идеи Лейбница'). 

Изъ числа спец1альныхъ методовъ мы обратимъ вннман1е 



О См. отр. 181, 182, 185 -184; ср. 1пшй. с. 4. Р. I, аг(. 296—298, рр. 
207-208. 

') Въ 1886 году О. НШег^ въ Гёттннтен1», докавадъ впервые уитра' 
трансцендентность Эйлеровой функщи Гх\ см. Ма^Ьеш. Апп&1еп. Ы, 
ХХУШ, 1887^ рр. 1—13: ПеЪег (11е Ё1$еп8сЬаГ1; <1ег (татша^ипсиоп Ы- 
пег а1веЬга1асЬеп 1)11Гегеп11а1в1е1с1111Пв га вепас;сп. Въ 1889 году А, Ешпсиш 
въ статье сЗпг 1е <1ёте1орретеп1 ёев {опсИопа 8а<;18&18ап( ^1 ппе ё^11а(. 
<1Ш. а12ёЪ^^^пе» (Аппа1ев 8с1е11(. йе ГЁс. Когш. 8ар. 3-е аёНе, I. 6, рр. 
827 -332), доказалъ теореиу служащую кавъ бы обобщешемъ ивгЬетяато 
предлож. Эймншпийна о рядахъ предст. функщнв|удов1. ажг. ур. н обнару- 

00 • 

жялъ тавииъ обрааомъ ультратрансцендентность ряда 1 +У\ — — • Оь 

||=1(п«)/ 

своей стороны, ЕИа1шп Нмипдм Моогв жаъ Чикаго дополнидъ взсл^доваш, 
Гёльдера и нашедъ дв^ новыхъ удьтратр. фуякщж; см. Ма1квш. АппЫ, В<1. 48 
Ьр^с;. 1896, рр 49 - 74: Сопсегпго^ Тгап8се11<1еп1;а11у Тгапасеп(1епи1 Рнвс- 
Попв; статья эта содержитъ также янтересныя обиця по1ожен1я.— Въ оо- 
добномъ же порядке идей сделаны н-Ькоторыл аав'Ьчапя уже Эйлеромъ 
въ стать-Ь упои, въ прин. 2 на стр. 268. 

') Ср. Я. НапЫ. 1)\е ЕпЬщ. о1. Ма^Ьет 1в с1. 1еи1е11 ^аЬ^^^Iш<1е^^еп| 
рр. 16—17. 
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1ишь на одннъ^ а именно на выводъ дифференц1ала огь 
Автх, основанный на тонъ зам^Ьчанш, что эта функц1я выра- 
жается также формудой .^ I (^1—хх + о; |/^^). 4 ^иат- 

т^. . . . к^агиЪшиз ргорозНав 1тад1папа штока! »« зан^ча- 
етъ еще при зтоиъ Эйлеръ, с1;ашеп е1и8 (ИГГегепИак &1;гва1е». 
Онъ прибавляетъ и другой выводъ тогоже дифферепцхала ос- 
нованный на формул* 8т (у-{-с1у)'^ Зту.Соз (1у^8ьп ду Сов у= 
5«п у + (/у Соз у •). 

Приложен1я диффвренц1альнаго исчисленхя къ анализу 
содержатъ въ себ* не безинтересныя замАчатя о наибольшихъ 
и нанменьшихъ значепяхъ иногозначннхъ функц1й, значен1й 
отличныхъ отъ обыБновенныхЪу <^впеп8 сЦуога!», которыя суть 
тамовыя не сгаНопе уа1огит ап1;есес1еп1;1иш & соп8в^иепииш 
ш 8епе соЬаегепИаш; 8вд га110пе Ыпогиш уа1огош (1181цпс1;0- 
гпш ?б1 ап1;все(1еп1;1ит тб1 8е^иеп1;^ит 1;ап1;ат»^). Такого ро- 
да крнтическ1я значенгя соотв'Ьтствуютъ точкамъ вотврата изо- 
бражетй даииымъ уравнепемъ (у^'/о?) кривой'). Эйлеръ раз- 

бнраетъ^какъприм'Ьръ, функц1юу==)}±^/ — x)2ш^ тд* р и^ 

функгци отъ X нед'Ьлящ1яся на ( — х, и 2п-\'1^27п. Изсл*- 
довапе этой функц1М, получающей особаго рода наибольш1я и 



*) 11Ш. са1с. т. Р. I, аП. 195, 195, рр. 133 -135', ср. аП. 182, УП, 

1 
р. 125, ГА* Эйюръ, найдя диффбренц1алъ ,__^ I («у— 1 + V (1— а»)Х 

посредств. аам'Ъны а;|/— 1=4, и 8ам11чавтъ: «^аату^8 ег^о 1о@ап1Ьти8 
ргоров!(11в 1тав1паг1а 1пуо1уа(, (атеп е1п8 <1|вегепиа1е й1 геа1е». О зна- 
чея1и этнхъ фориулъ въ теорхн мяимыхъ логарифмовъ мы будемъ говорить 

ВП0(М'ЬДСТВ1В. 

>) сОа^аг уего1п8прег]п А1псМоп1Ъп8 а11а 8рвс1е8 тах1тогат ас т!- 
штогога; ^пае те1)10(]о Ъас(бпп8 1га(111а поп 1пуепиаг, сп1п8 па^пга ех 
{апс(10п1Ъа8 ЫГогтхЬпз ГасИИте ехрИсап ро(е81. 1|м(. еа1е. ^/, Р. II, аП. 
278, р* 500. 

*) Ср. %ъа. аг^. 282) р. 504 и Ш с. ВЪ прим. 3) хъ стр. 294. 
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наиненьш1я значени при х =/, помощью ТеВюрова раздо- 
жен1я^нб предотаыдетъ някакихъ трудностей О- 

Въ своенъ изложешк дифференщаяьнаго исчнслени Эй- 
леръ ПОЧТ! никогда не нолгьзуется геоиетрическнии образажя^) 
Е не употребяяетъ выражен1Й ваинствованннхъ изъ геоиетрш. 
Приведенныя наии только что сяова Эйлера ногутъ служить 
образцомъ того, какъ внражаетъ онъ геонетрическхя поняпя, 
связанный съ представленхенъ о непрерывности, избегая въ 
тоже вреня употроблен1я геонетрическихъ выражешй. Это од- 
нако, не нЪшаетъ ену приб'Ьгать, хотя и очень р'Ьдко^ къ раз- 
су жденхяиъ^ основаннымъ на закон'Ь непрерывности^). Въ чисд! 
тавихъ разсужден1Й сл'Ьдуегь оти*Ьтить выводъ связи суще- 
ствующей между чисдонъ д'Ьйствительннхъ корней и^лоЛ ал- 
гебрической функц1и и корней ея производной — труппы пред 
ложенхй^ извФстныхъ подъ именемъ иредложен1Й Ролля^). 



О 1п91. еа1е. влП. Р. П, аП. 279—282, рр. 500-505;— о фуивщиъ 
ммогозначныхъ ЭЯлеръ говорить въ аг!;. 283, р. 505: «Хпуепиопеш тего 
таитогпт ас Ыпшогпш зесппдае 8реС1е1 аедаеаи 8ес1;1оп1 гебегуашшСт.е 
З-ьей части «Основ, д. и.» посвящ. теок. придож. [ср. прим. 1-е на стр. 
387]. 

*) Таше о(^а8Ы Эйлеръ сохранялъ, довнднмому, для третьей частя 
своего сочинен1я; ср. пред. прим. я аг1. 286, Р. II 1пл. с <2,, р. 510: <^аае 
ргае(егеа япрегяап!; (1е па1ага тах1топ1т ас т1п1тогат ехропепси*, еа 
1п яедпеп^еш аесЦопет гевегуатоя, ^аоп^аIп сотшодвая оре Яртгатш 
тепИ гергаеяепиг! аЦпе ехрисаг! рояяап^». Считая методъ геонетрнче- 
свнхъ образовъ додезнынъ для раскрыт1я новыхъ свойствъ фунвщй, 
Эйаеръ задался, однако, ц'Ьлью нзяошть въ двухъ лервыхъ отд^ахъ 
своего трактата лишь то^ что могло быть представлено легко и удобно 
бевъ посредства этого метода. 

*) «Шг яеЬеп аиз (1ет Уог1^еп, Даая Ба1ег еЪепао ^1е ея Тау1ог 
уог 1Ьт ^е^Ьап ЬаНе, гехп аг1(ЬтеиясЬе Рппсхрхеп га (7П1П(1е \^ 
?г&11геп<1 {"аз!; а11е ПеЪп|;еп (НеаеШеп ап ^еотеЪпзсЬеп ОеЫМеп е(^1оке1( 
ЬаНеп*. У^шг&пЬотп. 01е Рг111с1р. (1. Ь. Ап. р. 155. Ср. дредъид. прим. я 
стр. 880. 

*} См. 1пм1. Сак. Лг!^, Р. II, сар. XII (ср. прим. 3 къ стр. 387) 
аги 294 я^^.,рр. 523 8^^. -О Рмлп (МкЪе! КоНе, 1652 -1719; ТгаНёй'А!' 
С;ёЪге. Рапе. 1690) и его Мё1;110(1е (1е8 Сазсас[е8 см. Сашог. Уог1. аЪ. 6. 4. 
М. В<1. III, рр 98, П5-119, Тга1(ё <1'А1с;ёЬге, рр. 125 8а!у. 
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Ца1ъ остается еще упомянуть о содержав!! Х1У главы 
второй частя сОснован1й». Мы уже не разъ зам'Ьчали, что 
несмотря на разницу въ во8арФн]яхъ на природу дифференш- 
наго иечислешя у Латранжа и Эйлера^ оба они пользуются^ 
въ сущности, одними и гЬии же основными аналитическими 
положен1ямн^). Это можно заметить и въ упомянутой нами 
глав'Ь Эйлеровыхъ сОснованхйэ, носящей заглавхе «Ое д1беге1ь 
НаИЫв йшсИопиш 1п сег1;18 1ап1;иш савхЬиз» и соотв'Ьтствую- 
щей VIII уроку о функцхяхъ Лагранжа, посвященному разло- 
жен1ю функц1Й въ ряды въ гЬхъ случаяхъ^ когда формула 
Тейлора неприм'Ьнима (е8^ еп <1ё{аа()^). Эйлеръ^ впрочемъ, 
разсматриваетъ этотъ вопросъ въ другомъ порядк'Ь идей, до- 
вольно своебразно и его разсуждешя по общности и ясности 
остаются далеко позади Лангранжевыхъ. 

Дифференц1алъ функщи, касъ мы уже вид'Ьли^), есть 
ди Эйлера ничто иное, какъ ея безконечно-малое 1фиращен1е, 
соответствующее таковому же приращен! ю перем'Ьнной, прнчемъ, 
въ силу общаго основного правила теор1и безконечноиалыхъ, 
въ выражети этого дифференщала можетъ быть оставленъ лишь 
тотъ членЪу въ сравнен» съ которымъ безконечно-мала сово- 
купность вскхъ прочихЪу которые позтому и отбрасываются. 
Въ общемъ случа'Ь, когда зтотъ дифференщалъ иожетъ быть 
разложенъ въ рядъ Тейлора, расположенный но воеходящииъ 
ц'Ьлнмъ стененямъ дифференщала переменной, онъ является, въ 
силу упомянутаго правила, пропорщональнымъ этому последиему 
дифференц1алу, и воеффищентъ лерваго члена разложенхя есть 



') Ср. стр. 321 и 384. 

*) Ср. стр. 380- 338.— /|и1. еа^с ёлЛГ. Р. И, Сар. XIV, «П. 337—364, 
рр. бев~585. 

О Ср. стр. 383. «Ёгк ег^о Апа1781в 1п^1ийот1л, — пИ а]]п<1, шв! 
савив рагиса1ап8 тпеНюЛ! <11вегепМагат — , до! огНаг (1ит (11вегеп(дае, 
^аае ап1е Пш^е егап1 аввпт^ае, 81а11]ап(иг 1пГп11е рагуае». Тпл. сак, ^11^ 
Р. I, Сар. IV, аП. 114, р 81. 
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конечная величина — новая функц1я переи'Ьнной, производная 
первоначальной^). Въ особенныхъ случаяхъ раздожен1е Тейлора 
ставится прнзрачныиъ^ всл'Ьдств1е того^ что коефиа1ентн его, 
начиная съ изв'Ьстнаго члена дЪлаются безвонечно-большин; 
тогда, хотя бы Боефнщентъ перваго члена и оставался конеч- 
ныиъ^ нельзя^ безъ дальн'Ьйшихъ разсужден1й, считать совокуп- 
ность прочихъ членовъ безвонечно-иалою относительно перваго^ 
и истинное значеше дифференцхала^ въ сиыслЪ Эйлерова опре- 
д'Ьлен1я, остается неизв'Ьстнымъ^). Приращеше разснатриваеио! 
функц]и можетъ быть тогда разложено по другому закону^ на- 
прии'Ьръ, по восходящииъ ц'Ьлыиъ степеняиъ корня какой ни- 
будь степени изъ приращешя переменной') и, согласно Эйлеру, 
дифференцталонъ функщи въ этоиъ особонъ случа'Ь, или ди 
разсиатршваеиаго особеняаго значен1я переи^нной, будетъ, 
опять тави, первый членъ разложен1я, въ сравнензя въ кото- 
рннъ совокупность всЬхъ прочихъ беввонечно-нала*). Такъ, 



0/п</. е. (I. р. II, аП. 337— 340, рр. 5вв~б69 (ор. стр. 383 н цр1М.2). 
По иечезновсн1н, при х =а^ п -- 1 посгЬх- произв., диффер. функщя д^- 
яаетоя пропорц. и-оД степени <1х : ср. аП. 341—344, рр. 669—571. 

») Ср. 1Ш. аЛ. 360, 348, 346, рр. 574, 672-573, 671. 

') Эйлеръ разсиатриваетъ 1ашь дросгЬйш1е нрин^ры явннхъ нррш. 
фунв1Цй уже распоюж. по дроби, степ, приращенхя. 

*) «81 !^1псио у ех р1пг1Ь118 Кшпятод! (егпишв», говорить Эйюръ п 
аг^. 348 «даогат ашваП в1п( ё1У181Ь11ев рег а» — в, сопв^ 1(а п1 в^ у — 

т п 

=8 (0— в) Р + (а?— в) в + ^1 *пи1 в^в8 с11Нёгеп11а1е савв ««=« вп1 ^9 = 

т п 

Р(1х -}- Я(^^ ; 1П дпа ехрге881опе, 81 А1еп( я ^ т, ^егпиппв весапЛпв ртм 

т 

рНшо еуааевС114(в а^ ип(ат рго<1еа1 Лу=:иРЛх, 81а ап^еш я вН <**асио (1епо- 

п т 

т1па(огет ЬаЬепв рагет, 1ат еиапш Я,^х ргае РЧх етапевса!. ишев 
отп11Ю пефр. поп ро^ев^. Ёх ео еп1т аррге^, в! сар1а(ог 4х пева(1Уе, ▼а- 

1огет 1рв1и8 Лу Пеп 1тавшагшш, ^ао(^ ех 8о1о (;егт1ао рг1шо РЛх поп 

ра(е1, , епХ ЬтоМо у саза а; = а уе1 шшшат уе1 тах1тат аесап- 

Лае зрес1еь /я»<. с. <2. Р. II, аП. 348, рр. 572- 573. «1п1епт саваз ап(е 

я 
(348) тетога^пв поп ев! аевивеа(1а8, , даоп1ат ^Лх в1 811 ^'^ 



139 ОСНОиЛШЯ ТЕОРга АНАДИТИЧЕСКИКЪ ФУНКЦ1Й 996 



V, 



а 

дифференщадъ 01ъу=(а;— с) +аУ1Г, при а;=а есть й?д;|/й ж*) 

Эйлеръ^ однако, сравяжваетъ всЪ получаеныя безконечно-малня 

величины съ одной основной (^x — приращетеиъ переи'Ьнной, 

и^ въ силу »того^ онъ 1ч>воритъ^ что <^2^=о^ какъ безконечно- 

иажая выстаго порядка въ сравнбН1и съ ёх^'). Такииъ обра- 

зоиъ^ вопросъ, поставленный Эйлероиъ, на явыкЪ совреиеннаго 

анализа иожетъ быть внраженъ такъ: найти Нт. Ит. 

^ / ^—^ въ т4хъ случаахъ, когда а соотв:Ьтствуегь 

ах 

особенной точв'Ь разсиатрнваеиой функщи /о;. Этотъ пред'Ьлъ 

совпадаетъ съ Нт/'х^ или /'а, во всЬхъ т'Ьхъ случаялъ^ вог- 

х=а 

да /^ и /'х функц1и непрерывныя вблизи точки а. 

Въ связи съ этими раасуждешяии Эйлеръ въ ст. 351 и 

352 второй части сОсновангй», показнваетъ, что^ ^еx^8^еI^^6 

ш ^аап1;^^а^е хпбпИе рагуа, ... 81 ехропепв п зК 1пйш1е 

1 

рагтив. . . . — т- Ьото^епеит еп* сит со* . .. На, в! Й1вп4 

у = — Т-, Й1№вгеп11а1е зрвхов у сави х=о ета=гг- =в(аг" 
^<1ео^пе (1у ад (1х аЦае а^ ^аатсцт^^е грзхиз (Ь рокера - 



п 

певаитшп, в( {шас^паНат, Ьос тетЬгош ОЛх ^е1^^на отп1а, ргве ^ик• 
Ьоя етапевс!^ ^x^о^це 1;гап8та!а1 1п 1та(;111апя; са{и9 с1гсат81ап(;1ае 
тМо роивошпт !п Ипе18 ег11; ЬаЪеп(]а>. Аг(;. Я50^ р. 574. 

«) 1ша. с. (И/А Р. П, аге. 345, р. 671. 

*) 1Ш. ипЪ, Гш.', ср. стр. 371; ср. также аП. 338 — 339, Р. II, рр. 
367—368. Въ а11. 340, р. 668 Эйлеръ, однако, зам^чаотъ: «раапдиаш 
аа(ет Ыз саявЬпв <11^егеп(;!а1е 1р8!а9 у гезроси аИогат (11§еге11иа11ат 
рНгаогиш, ч1|1Ьа8сат сотра1а1пг, гео1е 11вни§[1(аг, а^чае рго пИеНо ге- 
ра^аиг,- 1атеп заегеппшего е1118 уегат ехрге881опеп поеве 111?а(;. Бх сот- 
р1е1а епш ({{ЯегепиаИв Согта ви^ю репр1с1 ро1е8<;, яшЬп8 сав1Ь118 <1аи 
ГопеИо йаХ шах тот уе1 т11|!д1пт». Ср. ор1м.4)на стр.394 (лредъкдОи 
етр^91-302. 
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1;еш 1;впбЪ11; гаМопет шЯп11;аш: . . . . » ^). Равнынъ образожъ^ 

1 
при а > 1 € ... <ивегеп11а1е 1рв1и8 у = —^ еави х = 

а 

I 
. . . .Лу = -^тх"' ^^^б 111бш11бв тхпив ее! ^аат ро^евив 

а 

^иа^^ату^8 аНа 1рв1а8 сЬ»^). Прншгая эти посх^дны! заиЪч&шя 

I 

къ отнскан1Ю дифференцтала функцти у =- хх — — при д; = 0^ 

1х 

ЭВдеръ заи'Ьчаетъ, что «епЪ. . . . савп л? = о йшсНо у пипь 

шит^ 86(1 пе^и6 а<1 рг1тат^ пе^и6 ад весипдаш вреехеш рог 

йпепв .... 81С ^^а^ае ргос!!! 1;ег(1а 8рвС1б8 шахшогит шшгшо- 

гиште, цаае 1а ^апс110шЬи8 1о^ап1Ът1С18 & 1гап8СбП(1еп1;1Ьи8 ип- 

1;ит 1осит ЬаЬе1;, 1п а1^еЬга1С18 аи1;вт пип^иат оссигИ; с1б ^и& 

ш 86^а6п1;е раг1б Де 1шб18 сигУ18Ги81и8адб1иг»^). Для криво!, 

уравнете коеВ есть у = х^ — т— , начало коордпатъ есть, 
въ саионъ дЪл^Ь^ точка остановки (рош( д'агг6(). 



Мы перейдежъ теперь къ исторхи того занЪчательнаго 
отдЪла анализа, который, какъ по обширности, такъ и по важ- 
ности, занииаетъ одно нзъ первнхъ и'Ьстъ въ ряду иногочк- 
сленныхъ отраслей иатеиатической науки, завоеванннхъ ногу- 
чинъ гбН1ехъ Эйлера. Посл'Ь теор1и чиселъ и интегральнаго 
мечиелешя первое н'Ьсто въ работахъ Эйлера прннадлехитъ 



*) 1пй1. сак, <Ч/7. р. II, Сар. XIV, аЛ. 351, рр. 678-^79; ср. 
отр. 373. 

а) 1пч, сак. (ЦГ/, Р. П, аП. 362, р. 579, аЛ. 863, р. 680-, ср. 
стр. 374* 

*) 1п»{. сак. ^(бг. Сар. XIV вхЬ. 853, Ехвтркш Г, р. 680; ер. Ь. 
ВикЫ Ора8са1а Апа1уиса (. II, Ре1;горо11 1785, р. 79, § 5, о чекъ ив еще 
будемъ говорить ннже.-См., да1*в, въ/шг. с. а. Р. II. Сар. XIV, аг1;.853 
Ёхетр1а II-IV, рр. 581 -588, друпе при1г1ры транец, фуявщй, ат1. 354, 
рр. 583— бдб—днффер. внсшихъ порядвовъ сеШв (. саахЪпв. 
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бввмнечныкъ рядамъ^). Мадо того, ^^V^Ц^ всЬхъ многочЕСден- 
ннхъ нзсагЬдоваяШ посвященныхъ рядамъ въ прошюмъ сто- 
л'Ьт1ж^), Эйлеровы труды занннаютъ^ безсиорно, первое м'ксто. 
Онъ разсмотр'Ьдъ безкопечные ряды со всЬхъ возюжннхъ^ 
доетупннгь тону времени точекъ зрЪшя ш нашедъ не мадо 
общнхъ н частныхъ мётодовъ ехъ изсд'Ьдоваюя, изъ которыхъ 
одни сд'Ьдадись общеизв^стнынн, дрр1е были забыты и впо- 
сд'ЬдствЕн найдекы независимо отъ него другими геометрами, 
иные же до сяхъ поръ не подучиди доджной оценки и раз- 
витие). Несмотря, однако^ на все разнообраэ1б работъ Эйлера 
о рядахъ, можно резюмировать главное ихъ значеше въ од- 
номъ короткомъ предложен1и: Эйлеръ установилъ связь теорхи 
рядовъ съ разностнымъ н интеградьнымъ нсчисл нхями. Пред- 
шественниками и соперниками его въ этомъ д'Ьл'Ь были англ1Йсв1е 
геометры^ изъ которыхъ въ особенности сдЪдуетъ упомянуть о Яковть 



') Изъ всЬхъ существ, сиисвовъ Эйдеровыхъ труАовъ(ср. стр.258, 
прим. 1) дучшимъ и наибо1'Ье подоымъ является въ наст, время спясожъ 
Гмела: 1п(1ех Орегпт 1^еопаг(11 Еа1еп сопГес^аз а 1оаппе в, Надеп 8. ^. Бего- 
Ип! 1896 (си. дооояц. къ нему въ статье: Ве11гав гаг ВШИосргарЫе (1ег 
Б!11ег'8сЪеп 8сЬг](1еп уоп О. УЫепии т ВегИп, В$ШыНлса Ма(кепии$еа, N. Р. 
В(1. 12, 1898, № 2, рр. 41—49). По Гагенову списку число отд'Ьяьныхъ ме- 
муаровъ Эйлера но твор1н чис'лъ-8в, по интегральному нсчисл. (включая 
сюда и 2 мем. по вархац. исч.)-108; по теор!и рядовъ— 78: 8епе» т д^меге 
— №16 98—109; 8еги» ы ереси (Зепеа [;еоте1г1сае, гесаггеп1е8ч Ьагшош- 
сае, 1п^опоте1;псае е(;с., Рго(1оси 1пПп1(;а)-№^>&110-149; Зепеш раШЫагем 
(^иас1га^а^а скспИ, ^па(1^а^а та^са е^с.)— Лв.>& 150—176. Сюда сл'Ьдуетъ 
ори'шслить еще РгаеНопез (ОопИпиле е1 раг(1а1ез)№М 176— 189 и несколько 
мемуаровъ, посвящ. приложенхю рядовъ въ другимъ областямъ матем. ана« 
лнза: ."^^ 198, 199, 202, 203, 211, 

^) Объ исторхи рядовъ въ прошл. стол'Ьпя см. к. 1и1Л[, СгезсЬ. ё. 
пп. КеШеп, рр. 88—159; М. Сапш. Уог1. иЬ. О. с1. М. Ы. 111, 109. Кар!- 
1е1. Бе1Ьеп Ыз 1736, рр. 619-643, ПО. Кар. Ке1Неп веН 1737, рр. 643- 
676, 112. Кар. КехЬеп 1749-1754, рр. 698-713; МоШиЫа. Н. <!. М. Т. Ш, 
Р. V, }л\. I, XXI, рр. 214-243. К1йде1. МаШ. \Убг1 IV ТЬ. «КеШе», 
88. 291, 292. 

') ТаковН| напр., съ одной стороны, изсл'Ьд. о сходимости рядовъ, 

съ пол. член, и о прибл. выч. ихъ суммъ помощ. опред. ннтеграловъ, съ 

другой— теор1я и употр<>бл. расходящихся рядовъ— о чемъ мы будемъ го- 
ворить подроби. ВП0СЛЪДСТВ1И. 
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Стирлингть^^. Ходъ инсяеВ у Эйлера былъ при этогь са1н1 
простой и естествевннй. 

Главной задачей всей теор1и безкояечннхъ рядовъ являет- 
ся ш%ъ суниованге. Согласно съ общепринятынъ до Эйлера 
воззр*н1вмъ, сумжа безконечнаго ряда: /1 + /2 +- /3 + ^'с 

я 

. . . .(1)^ есть значея1е сумы п первылъ « членовъ его ^^к 

1 

при п безвонечяо-большоиъ^); если мы будеиъ знать общее 

п 

аналитическое выражеи1е этой еуиин }^/к = Рщ задача све- 

1 

дется къ бол'Ье простону вопросу о нахохден1И пред'Ьльнаго 
значен1я Рсо данной аналитической функц1и Рп. Такижъ об- 
разожъ иы приходииъ прежде всего въ врпросу о конечномь 
суммованги функцгй: рядомъ съ данной строкой возникаетъ 



') Ср. сгр. 219—220 и прим. 5) въ той-же стр.; СаШог. Уог1. ДЬ. О. 
д. И. Б(1. Ш, рр. 625— вЗО; Канторъ, однако, не оц'Ьниваетъ над1ежа- 
1цяиъ образонъ разбираемато имъ 8а]гЬчате1ьнаго труда Стнрдннга о ря- 
дахъ. Полое запавхе этого сочинен1я: Ме(;110с1аз (ИвегепШЦз згте Тгас- 
и^из с1е ЗпттаШпе е( 1п1;егро1а(;10пе Зепегит ГлПшигат.— Апс^оге 
1аеоЬо ЗвгИпд^ К. 8. 8. Ьоп(11ш МОССХХХ. Стпрдннгу принаддежктъ иысдь 
разсиатрява1ъ законъ, опред. последовательное образов, член. б. ряда въ 
форм'б разности. уравнея1Я (аед1]а<;!о (3№геп1;1аИ8 ас! зепет). Поэтому урав- 
нея1Ю составляется новое^ относ, въ сумм. ряда. Интетр. этого уравветя да- 

етъ «уа]огет Тегт1п1 ^пап1;птV^8 сИзипИв, рег 8ег{ет сопуег§еп(ета 

Ьос РгоЫета1е яевегаИ^ег 5о1п1о, поп 1а1п{1; сазпз е]1а8 ГасИПшаз, п(ро(е 
шуепМо Тегтш! 1пПп1(;о 1п1егуаИо сИз^апи'з а рг1пс1р1о; ^^ае ^и^(1еш аедп!- 
роНе! ЗлтшаМоп! «^епешт». Такимъ путемъ Стирлингъ достигаетъ за- 
м'Ьны медленно сходящ. рядовъ рядами быстро сходят., дозволяющим! 
приближ. сумновате первыхъ. Интегрир. рег зепет сопуег^еп^ет сводит- 
ся гь особато рода гиперболич. интерполирован1ю, подобному параболич, 
янтерполир. Ньютона. Ср. РгаеГаМо и рр. 3—5, 18—20, 142-144. Отсюда 
видно, насволько несправедливы слова М. Кавтора I. с р. 625, 11. 10—16 
Предшественнявомъ Огнрлннга въ прнм11нен1и рази, исчисл. вь суммов. 
рядовъ слфдуетъ считать Тейлора: ср. Ме1;Ьо(1. {псгетеп!;.., Ргор. Х1У, 
РгоЬ. IX, рр. 56—58, Ргор. ХХУП, РгъЬ. ХХП. рр. 112-114; ср. ЕяшЫгШ 
Ыв. Ш81;оНа, рр. 54-56. 

') Ср. пред. прим. и стр. 240—243. 
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2 3 4 

другая У^, л/*» ^ /*» ^ /^ ^^* требуется найтя обгтй члень 

1 I 1 

(1;бгт1пит ^зпега1ет) этой строки^ — аналитическую функц1Ю 
Рп^ которая при п = 1, 2, 3^ 4 &с. ирининаяа бн значентя 
равный соотв'Ьтствующинъ членанъ ряда. Эта фуикцтя Рп есть 
суммующгй нленб (1;егт1пп8 8атта1опи8) предяоженнаго ряда 
(1)^). Главная задача теор1И безконечныхъ рядовъ приводится 
значить, къ отнскан1Ю ихъ общихъ чяеновъ, къ интерполяцт 
число&ыхв функцхй. Въ этонъ иаправленш сделаны первыя и 
■яопя посл<кдующ1Я рабств Эйлера о рядахъ, начиная съ из- 
сл'Ьдовапя сОе рго^ге§81оп1Ъ118 1;га1)8сеп<1е11МЬи8», предприяя- 
таго въ 1729 — 1730 гг.^) по поводу возбужденнаго Гольдба* 
хомь^) вопроса о нахожден1и общаго члена < гипергеонетриче- 
скаго» ряда: 1^ 1.2^ 1.2.3, 1.2.3.4^ &с. Занимаясь этой ва- 
дачей, Эйлеръ вспоинилъ, что еще Валлисъ разсиатривалъ по- 
добнато рода вопросъ въ связи съ вопросоиъ о квадратуре 
круга^ и самъ сталъ искать р'Ьшен1я болАе общей задачи въ 
1Iзсл^кдован^и опред'Ьленннхъ квадратуръ. Въ саюиъ общеиъ 



*) Ср. Бе 8ататаиопе 1ппптегаЬШит ргес^гезаюпат. Аас1. Ь. ЕиЛлго. 
Сошт. Ае, 8с. 1тр. Ре(г. а(1 аппо8 1730 еЬ 1731, Ре1г. 1738. §§ 1, 2^ 3, рр. 
91—92; ВИгИяд ш Тау1ог П. с. въ прим. 1 на пред. стр. 

>) См. письма Эйлера къ Гольдбаху Ре^гор. 13 Ое1;. 1729 и Ре1гор. 
8 ^аи. 1790, Гольдбаха въ Эйлеру Мовспае 1 1)ес. 1729 и Мовспае 
22 Май 1730; С9гге$р. Ма§к. е1 РЛ. Т. I, рр. 3—20 (ср. прим. 3 на стран. 
278^.— Бе ргортев810п1Ъп8 (гапвсеп^епИЬав, веп ^^ап1т 1егт{п1 депега1е8 
а19еЪга1се йаг1 печиепц!;. Аис!;. Ь. Еииго. Сотт. Ае, 8с, I. Рс^^. Т. V. Ад. 
аап. 1730 еЬ 1731, Ре1г. 1888, рр. 8в -57. Къ этому мемуару прямыкаетъ 
упом. въ предъвд. прим. мемуаръ Пе 8атт. ]пп. рг-, пом^щ. въ томъ-же 
ТОмЬ Сотт. Ас, 8с, I. Р., рр. 91 -105. 

*) Оп»Иан ОоЫЬасН (1690-1764); для с}ждеи1Я о его научи. Д'Ьятель- 
ности см. переписку его съ ДанЫломш Бернулли (1723—1730) и его стар- 
шнмъ братомъ Николаеяь (1721-1725), сыновьями Ивана Бернулли; Согг, 
тайк, е1 рЬу$, Т. II, рр. 171—406, 95—170, также переп. съ Эйлероиъ 
(1729—17^) въ том*! Согг, т. ^ рЬ., Первыя работы Гольдбаха объ янтер- 
полящи рядовъ относятся еще ко времени предш. 1722 году, какъ видно 
Н8ъ письма его къ Н. Бернулли Уш(1оЬ. 2 1ап; 1722, 1.с. р. 128; въ пнсь* 
м-Ъ УепеШв <1. 11. АрНИв 1722 Ы. Бернулли (I. е. р. 146) говорить о по- 
лучеиномъ мнъ отъ Гольд* мем» Лс Ыегро1ап€Из мп'егит /вши'ям е1е. (повид. 
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внд'Ь задача фориулирована была Эйдерояъ такъ: найти функ- 
Ц1Ю р отъ псрем'Ьняыхъ п е х^ такую^ чтобы значен1в нсчеза- 

ющаго при гг = о интеграла ^ рЛх, при х равномъ какой 

нибудь постоянной ввличин'Ь, выражало общ1й членъ предло- 
женнаго ряда^ Эйлсръ приложилъ этотъ нетодъ къ ннтерпо- 
ЛЯЦ1И однихъ рядовъ и сунмовашю другихъ и, обобщая дал1б 
изсл!Ьдован1я Валлиса нашелъ выражвн1я получаеиыхъ тавннъ 
образоиъ опред'Ьленныхъ внтеграловъ въ фори^Ь произведен!! 
безконечнаго числа нножителей. Такъ положено было основа- 
те^ съ одной стороны, теорхи этого новаго^ зан'Ьчательнаго 



въ рувоннси), Особенно много про свои первыя работы о рядахъ пяшеп 
Голъдбахъ Данилу Бервуии: объ интерпо!. рядовъ и яхь сумнъ см. пись- 
ма Оап. В. Уепе1. 18 Бес. 1723, р. 189, ОоИЬ. У1п(1 2 РеЪп 1724, р. 
193, В. Вегп. 8. РёЬ. 30 ^апV. 1728, рр. 247-248, 8. Ре*. 20 Гёу. 1728, р. 
252, въ особ. ОоИЬ Мовс. 18 вот. 1728, рр. 273—274. Б. Беги, а Рё^. 18 
поу. 1728 рр. 276—278, аоИЪ. Мо8С. 81 ]апу. 1729, рр. 282—283, Мовс. 
21 ^ёуг. 1729, р. 286. Въ 1723 году Гольдбахъ сообщн1Ъ Пет. Ав. мемуаръ 
Бе (;егт1а18 ^епегаНЬпз аепешт; Сошт,^ Аа. 8е. I. Рлгг. Т. Ш. Ре1г. 
1732, рр. 164—173: оЩШ членб ооредйляется по заколу ряда (1ех рго^апо- 
п18)'-тоже что аедпаио а<1 зепет Стнрдинга. Ср. зам^Ьчан1я объ этонъ 
мемуары Д. Бернуии и ответы на нихъ Го1ьдбаха: письма Бап. Вегп. 
8. Рёи 28 ауг. 1729, рр. 302-304, ОоИЬ. Мо8С. 26 та! 1729, рр. 307-308, 
Оап. В. 81. Рёе. (съ утрач. датой), рр. 310—311, ОоШЬ. Мовс. 18 аойе1729, 
рр. 313—315, Оап. В. 8. Рё(;. 22 8ер(;. (3 осе.) 1729, р. 323; см. еше И. с. 
въ прим. 3) на стр. 278.— Дам|«лв Бернулли^ съ своей стороны, сообприъ 
въ 1728-жегоду, Пет. Академ1и мемуаръ подъ 8аг1ав1емъ: ОЪвегуаиопев 
(1е аеНеЪпз диае /огтап^аг е1с. (ср. прим. 6) на стр. 281^, въ которомъ 
тоже говорится о нахожд. обгцаго Ч1ена ряда по его закону; ср. вамФча- 
Н1Я объ этомъ мемуар'Ь въ письмахъ Бап. Вегп. 81. РёЬ. (1728), рр. 270— 
271, аоИЬ. Мовс. 18 поу. 1728 р. 274, Бап Вегп. 8. Рё1. 18 поу. 1728, рр. 
276-279. 8. Рё1. 20 (31) таге 1729, рр. 291— 292.- Таковы бы1и работы 
математиковъ Петербургской Академ1и объ общихъ членахъ б. рядовъ, 
предшествовавшхя работамъ Эйлера о томъ же предмегЬ, съ которыня 
онъ былъ несомн'Ьнно знакомъ. Съ другой стороны, совершенно несомн-Ьо- 
но, вопреки Кантору ((тевсЬ. (I. М. В(1. 111, р. 630), что на первыя рз- 
сд'Ьдоватя его, начатым уже въ 1729 ;роду, не могла оказать никакого вш- 
И1Я книга Стирлннга, вышедшая въ 1730 году. 

*) 1)е ргодг. (гап$е. §$ б, 7, 1. С.рр. 39 -40. О ВаллисЬ СМ. стр. 164- 
166. Г. Бы1ег, Пе ртоег. 1гап8С., 1. с. рр. 38-39. Ср. Ьар1аее, ТЬ. ап. <1е8 
ргоЪаЪ. АёёШоп I. 
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вида безЕОнечннхъ вяражен1й^) съ другой — теор1и опред^лен- 
ннхь ннтбграловъ. 

Бъ Бонц'Ь своего мекуара сОе ргорте881оп1Ъи8 1гап8Сбп- * 
(1е1|11Ъи8»^ ЭВлеръ воспользовался найденннкъ ииъ иетодоиъ 
интерполящи для р'Ьшен1я одного интореснаго воцроса, затро- 
нутаго еще Лейбннцемъ^ а нненно вопроса о распространешн 
П0НЯ11Я о дифференц1ал^ на случай дробнаго указателя по- 
рядка дифференцированы^). 

сСогопШв 1осо аДЬис а1^^шА», говорить онъ, «сапоюш 

1(1 ^а^(1ет та^18 ^иат п1]1е асПио^аш». Онъ заи'Ьчаетъ^ что 

при п ц'клоиъ отношен1е диффереиц1аловъ Л^ (г^) и (/^" внра- 

1.2.3 е. 

жается формулой у-^ о / _ \ ^*'"" Фактор1алы стоящ1е въ 

числител'Ь и внаиенателЪ коефф1Ц1ента при г^—^ иогугь бнть 
внражеяы соответственно опред'Ьленнаин интегралами 



») Ве ргод. (гапже, §§. 8—26, рр. 40—65: общхе члены рядовъ, «дпа- 
гпш 81прт11 1;еп111п1 зап! Гас1а ех 1ас(ог1Ъш ш рго^гезяопе агЛЬшеМса 
ргорте(]1еп(1Ъп8, 1п дигЬпвчае пптегаа 1'ас(огпт п1 иЬаегН аЪ ш(11С1Ъп8 
(егтшогат реп<1еа<;>. -Ов $итта1, щпшмгаЬ. рг&дгеи. 1. с. рр. 92—105: сум- 
муюоце члены рядовъ^ «чпагпш (;егт1ш зпп!; ^гасиопсз^ диагит депот1па- 
(огев сопвШоип!; ргортеваюпат чпатсапчиеа1|^Ъга1Сат*. < — VI Ысгет 
соп81с1егаУ11паз, 11атега1оге8 с1еЬегеп( еззе дпапШа^ез сопз^п^ез; 8е<1 поп 

(ИШсаНег Ьаес те^Ьоёпз €х1еп(]е1пг > <Ргор(;егеа Ьаес те1;Ьо(1пз ас1 

ошпеа рго§гезз1опе8 дпашт 1;егт1ш ^епег. а1§;еЪг. ргоззпп!; ехроп!, ассо- 
то€1аге ро(ез( — » — Ре рго<1ыеН» ех щ/$тЫ$ /аЫопЫи оШв I. с. ВЪ прим. 3 на 
стран. 278. Стир1ингъ также пользуется интерполящею посредствомъ опре- 
д^ленныхъ квадратуръ^ хотя и съ меньшей посл'Ьдовательностью ч'Ьмъ Эй- 
леръ: см. Л6/А. Лу. Ргор. XXIV, XXV, рр. 125-129; ср. Рор. ХХУШ, 
ЗсЬоиоп, р. 138 Ср. стр. 278-280. 

») Ср. стр. 262—264. 

*) Ве ргодг. 1гап»е.^ 1. с. §§ 27, 28, рр. 55 — 57, СаШбг. ОезсЬ. й. 
М. Вй. Ш, рр. 633-634. 

8а& Хм. Отд. Т. ХУХ. Ю 
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п 

Эта формула и иожетъ служить для опрвд'Ьлен1Я (1 (г^) 
прн каво1ъ угодно п. Такъ, при п яг -^ к в = I, 1ы по- 

-. с1х:\ I//-. (1х. или <1г^'=2У~^) 



I 



Съ помощью 8Т0Й последней формулы можно, напркмЪръ, про- 

1 

интегрировать уравнен1е у(Пг =;г)/(;{у^ считая (2^г постояннып; 
искомый интегралъ есть уЬ « [еу — 1) -. — *). 

Эйлеръ зат'Ьмъ задался цЪлы) найти общ1е методы суя- 
мован1я рядовъ и въ 1732 году приотелъ къ своей знаяеня- 
той м хорошо изв'Ьстной формул'Ь^)^ выраясающей соотноя1ен)е 
между суммами и интегралами, которая была совершенно неза- 
висимо отъ него найдена та$же Маклореномъ и изложена ьъ его 
трактат^Ь о флюкс1яхЪ; нанечатанноиъ однако лишь четыре года 
спустя посл^Ь опубликован1я ея Эйлеромъ въ Занискахъ 11етер- 



Ве рг. гг. § 29, рр. 5в — 57, Сап1ог^ 1. с. Лейбяицъ получя1Ъ, 
какъ мы внд'Ь1я яа стр. 264, ма10 отличающуюся отъ Эйлеровой форнулу* 

*) Ое ргодг. ггате, впЬ ЙП., р. 57, 

*) Въ обозначепяхъ Эйлера: 8л ^=^ 1 лЛх + -^ « + Т25^"— ТЗТЙх' 
+ 7"57ГГб5ж» "^ *^^ ас111с1еп(1о е1а81П0<11 соп81;ап1еш, и!; ровКо » = 0|рвв 

П9=Х ^х . 

аотша ^« еуапевса!, или въ современныхъ: Х| -^^ ^^ \ ^^- ^^ + 1 



^ 



от ю 

С/а:+//) +р(/'я?-/'1К^;5;5^ (/"«-/1) + &с. Паусеонь (Мётохге 

ваг 1е са1с. пашёг. ёеа 1п1е^г. Ш, Мёт. ее ГАс. гоуа1е (1. зс. де Г1пз1. 
(1е Рг. 1823 Т. VI, Р. 1827) и ОстрмрадеШ (Мёто1ге ааг 1е8 диа(1га(оге5 
(1ёГ. Мёш. Ле ГЛс. Хшр. ^. 8с. (1е8. Рё1. VI е зёг. 8с. шаНь р11у8.е1 сае. 
1-ге раП;. $с» т. & рЬ. 1. II, Луг. 4 1840) нашли остат. члеяъ этой фор- 
мулы* 



V 
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бургской акадвн1и наукъ (въ 1738 году^). Выводъ этой фор- 
мулы данъ такке въ У глав'к второй части сОснованхй Двф- 
фбренц1альнаго Исчнслен1я>, яосяп^ей заглавхе: с [пуевИ^аМо 
зишшае яепегит ех 1;бгт1по ^епегаИс ^) Сл'Ьдующхя за этой 
главой дв'Ь главы посвящены нЪкоюрнмъ приложен]янъ фор- 
мулы Эйлера^)* 

Въ главЪ XVI |1)е сИФегепИаНопе ГипсИопиш 1пвхрИса- 
Ы1]иш» таже формула ирп'Ьняется для дифференцировашя 

ФУНЕЦ1Й вида: Л = /1 ^/2^/3^ + /^ ■ Р=/1. 

/2. /3. . . /х, которыя Эйлеръ называетъ «Гипс11011е8 хпехрИса- 
ЬПез»^ какъ и вообще век т'Ь числовыя фуиищи, с^иае ^в^ие 
ехргб8810П1Ъи8 де1;егт1ва1;18, ^е^ие рег ае^иа1;^оппт га(11сез ех- 
рНсап ро88ап1: На и! поп 8о1ат поп 8ип1; а1^еЪга1сае^ вед 



^) Объ ■етор1Я открнт1Я Эйлеровой формулы см. въ ме«уар1Ь: От 
11ррик1е11 аГ ()еп ЕпХегвка 8аттаиоп8Гогте1п. А{ ОижШ Епйз1гдт. ОАгег- 
^{^ аГ Коп((1. Уе(;епвк. Ак. РбгЬап(11]а^г 1879 К:о 10 81оскЬо1т, рр. 
3- 17. Ср. Сотт, Ас, &. I. Р. Т. VI, 1732-33, Рв1г. 1738; МееЬойав депе- 
гаИв 8пштап<!1 рг(>иге881опев1 Аас1. Ь. ЕЫего^ р. 69. Сотт. Ас. 8с. /. Рл(г, 
Т. УШ, а4 апп. 1736, Ре^г. 1741. ХпуепШ Зпттае оп^п8^^е 8епе1 ех (1а- 
10 (егт1ао ^епегаи. Апс1. Е, Еииго\ рр. 9—22. Пясьы I Эйлера къ Гольд- 
баху БегИп 26 РеЬг. 1743, 9 Арг. 1743, Г. въ Эйл. 8. Ре!. 23 М&гг 1743, 
Саггир. и I, рр. 206, 212, 219— 222.-С. Л1^с. Ьаыпп. А ТгеаНве о^Пахюпз. 
Б(11пЬ. 1742, АП. 827--833, Воок. II, СЬ. IV, (О/ еотриНпд оГ питш ^Г ргод- 
гешо«# ап^^ агеаж /гот влек о^Нлг \ рр. 672—676. «ТЪе /о11о\^1пв 1Ьеогета8 <1е- 
пуеё (тот %Ье те1Ьос1 оГ Лахюпа шау Ье о{ азе 16г (Ыв рогрояе; апс1 
8ег?е (6г (Ье гезо1а(10п о{ тапу ргоЫетя 1Ьа( аге пвпаПу ге^егге<1 (о угЬа! 
13 са11е(1 81г. 1ааао Меш^оя'з <^ф^ея^^а^ пшко<1 (1. с аП 827, р. 672). Ср. еще 
Ьлдгшшде, 8аг впе ПОПУ. езр. (1е ба1<т1 е1с. Ь с. въ прям, на огр. 311, рр. 
468-460. 

3) Ьа. еа1е, вИ{{. Р. II, аП. 103—130, рр. 321-352. 

') ШЛ. Сар. У1.— 1)е 811тта(1опе ргоигеззхопшп рег зепез 1п!1п11а$, 
ап. 140—166, рр. 363—383 (Рго^. 11агтоп]са, рго^. ро^езФа!. гес]ргое. 

зепез 5 ^ , ^ , 5(х, ппС1а тесНа зеп тах1та 1п ро1ев1а(е ЫпошИ дпа- 

т X 

сптчпе (а + Ь\ 8а^ 8япах),^Слр, УН. Ме1Ьо(1о8 заттапо11 зпрепог и1- 

X X 

1епиз рготои, аЛ. 167—197, рр. 384—411 (<5. ур. = ер -)- Лр»+ — +ур, 
% X хХ'^х X р^ X X н в 



404 И. ТИМЧЕНКО. 14В 

6^ит р1е^ит^ие 1пебг1;цт вН^ а(1 ^иос^ ^епия 1;гап8Свп(1вп(11]ш 
рбг11пеап1; » ^). 



^—/{.Р — р) (/» = 5, ^"У (С — 9) <*« = ^!^- • . ■ аЬеаЦие, розИ» «-1 

1осоа;, Р 1п Я1 ^ 1П 9. ^ 1П ** , »==г + •' + «" + ^с.)- Ср. 

1пуепио зпттае е<;с. 1. с. въ прим. 1) иа 403 стр. н въ томъ же то!^ 
Оошт. Ас. 8е, 1. Р., Ме(;Ь10(111а 11П1Уег8а1]8 аепев впттапсИ иКегЕпа ргошои. 
Лис!. Ь. Еи1его, рр. 147—158. Сотт. Ас. 8е. I. Р. Т. XII, 1740, Ре^г. 175^ 
Ве аепеЪпз да1Ъп8(1ат сопаИегаМопез* Апс1. Г. Еииго^ рр. 75 8^^. Ам» 
Сотт. Ас. 8е. I. Р. Т. XIV, рго аппо 1769, Р. I. Рв1г. 1770, Ве яптго!» 
вепегат пишегоз ВегпооШапоа 111Уо1уепиат. АисЦ Ь. ЕяЛегй^ рр. 129— 
167.— Штмге^ Ле Г Ас. 1тр. Лем #с. (/в 5(. Р41. 1\ У. 3. Р. 1815, МееЬоёаз 
811сс1пси зиштаз зепегат хпПп. рег {6ппа1аз <11вегеп(1а1е8 1пуе8!;1ртпё1 
Аис1. Ь. ЕЫего (сопу. ехЬ. (Ив 13 Маг!. 1780). рр. 45— 56— -4с<в Ае(и1. &. 
I. Р. рго Аппо 1781, р. II, Р. 1785, Ве пптего тешогаЬШ ш впттаиопе 
ргов;гев81ошв Ьагтои. па^аг. оссагеп1е. Аес^. Ь. Еы1его^ рр. 45 -75 

(С =: ^*я» Г 2 -]^ - '*») = 0,5772156649016325. . . .) N09. АеЫ А. 8. 1.Р. 

Т. у Ш ас[ апп. 1790, РеЪг. 1794, Уапае сопа1(1бгаиопе8 С1гса зепев Ьурег* 
веоте1;псаа. АасЬ. Е. Еы1вго (сопу. ехЬ. (1. 19 Ап^. 1776), рр. 3 в^^. спец. 
рр. 7— 9.— З^асЬипя. Тг. о{. Й. аН. 833-856, рр. 67в'в93.--Стнр11НГЪ и 
Ргор. ХХУ111 Ме1Ь. ёШ. (1п1;егро1аио аеНегпш) р'Ьшаетъ задачу: 1пте- 
шге аашташ даоЦппдае Ьос;апи1тогпт, ^ао^ат потеп аоп^ 1п ргодгез- 
810пе АпШтеиса, и приходить въ знаменитой форму1'Ь Д1д 11риб1якен- 
жеаиаго внчисд. 1од. Г (х-^-Х) при бодьш. зн. х (Ме1Ь. (). рр. 135-Ш). 
Къ истор]и Стирдингова ряда см. •/. ЕддепЬегдйг. Ве1(г&§;е г. Ваг8(еи11П§; ё. 
ВегпооШ'асЬеп ТЬеогета, (]ег Оатта^псиопеп ппё (1. Ьар1асе'8сЬеп 1п- 
1е^а1а. Вегп 1893, III, IV, рр. 24«'43. 

О 1пя1. сак. 4г^. Р. 1Г, Сар ХУ1. агГ.. 367, р. 611. Прндоженве фор- 
мулы Эйлера къ дифф. Гопс!;. шехр1. см. въ аг(. 386—388, рр. 639— ьТО; 
въ аг(. 367—386, рр. 611-639, Эйлеръ иридатаетъ особый методъ ннтер- 
оохировашя, годный лишь для того случая, когда беаковечно удаленные 
члены ряда /I, /2, /3, или = О, или нм'Ьютъ ()1ЯегепШ1з (апёеш еуа- 

пе8сеп1;е8 (ср. аг*. 3)9—371, рр. 612.— 614); основная формула: ]2/Авс^л-, 



(30 оо 

у (а, + ш) - (ух = «. / ( 00) + 2/ (х + А) - 2 / С« + » + *) Въ 

А-1 Л=:1 

следующей, XVII й глав'Ь Р. II. Хял. е. (^. Ве ]пеегро1аиопе аепегвш 
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Эйлеръ допонйп впосд'Ьдств!! оаои работы объ птерполяцш 
я сумноваши рядовъ новыни изыскм1яи1, произведенными въ тоиъ 

(аН* 389 — 402, рр. 641—667) Эйлеръ пользуется т^мъ же методомъ для 
1нтер :оя рядовъ, считая ш конечвннъ: реауяьтаты получаются такикъ 
образонъ въ форм'Ь безконечннхъ рядоаъ или произв. безк. числа миож. 
Ср. N090 Лыа Ле. 8с. I, Ре{г, I. VI, ас1. апп. 1788, Ое 81прт1ап гаИопе 
(]1Пегепиап<11 е(; 1п1ертапс11 ^^Iае 1П 8ит1П]8 зеНегпт осспп<;. Апс!. 
I, Ешиго (Сопу. ехЬ. д. 18« МагЬ. 1776), рр. 3—15. Въ дополнеше къ 
этпиъ изсл^дованхямъ Эйлера с1е ^ипс1. шехр1. см. еще восмертный ле- 
хуаръ его: ОиаС1(1аиопе8 1п сарКа роз^гета са1саИ те! бх^егепиаИз <1е 
ГапеНошЬпа шехрИеаЫИЬоз наоеч. въ первый разъ Фердинандоиъ Сперояи 
въ вид-Ь прибавлеяаа къ его издан1ю 1п»1. сЫе. <ИЛ[. (рр. 703—704: Е(11^опв 
МопКат, рр. 706—732: ВЛпс), загЬмъ въ Мёт, (1е Ае. I. Н. 8с, с/е !5. Р. 
Ь, IV, 1811, рр. 88 8^^. Эйлеръ разсиатр. сначала 1егт1ппт зптша^о. 
пат аепе! (1), (2)^ (д?), гд'Ь (х) н'Ьв. ф-1я отъ я ^ 1егт. ^епег, вег.: 

^ : ас = (1) + (2) -Ь (3) + (^) + • • + («); имвриоляд1я произво- 
дится посредствомъ разности исчислен1я. Для рядовъ (1), (2), .... 
яоагаш 1егт1а1 1пПп1(е81т1 еуапевсап^, получается формула : ^: я 

= 2^ (*) — л (я?+*); для ряд., апаг. (11![егепиае 1пНш1е81тае рптае вуа- 
^Ь=1 Ь=1 

00 00 00 

*:»1 Ь»1 Ь=:1 

л^л— 11 

1пГ. зесппаае вуапезспп!:^ -. х = я: (1) + ^ ^ -=^ (*) + 2 ]^ — -^С*) 

— ^ (яв+к), ТЬ «е формулы посредотв. лотаряфяяр применяются (рр. 

729—732) и жъ фуижщяиъ вида тих ^ А. В, С, В, В.. . .•X^NВ. Ёхет- 
р1ат, рр. 712--718— мзсл^д. сумм, члена гармович. ряда въ связи съ мв- 

00 

СЛ&Д. кривой у » У1 ,^. ,, и вычиол. плоп^адн ея / уЛх := 

= 0,57/2156649016326. . . . Иатвгралъ этотъ = /•т ( ^ 4"" ***)» ^^* ^' 

»=«> А=1 * 

Имскегот^ АсКпоЬаМопеа ас1. са1с. 1п1ерта1ет Еи1ег1. Т1с1п1 1790, рр. 68— 
61 (ср. {Ш. рр. 44-46 и предъидущее прпх. Ср. еще ЁУо1а110 Рогта1ае 

1п(ерта118 Гд»Г_к- + 2Л а 1егт1по х ^^ О пщпе ас! « » 1 вх^епзае* 

Аас1и Ь. ЕгОего (свпу. ехк. <1. 29 РеЬг. 1776). N0^0 Ас1а Ас. 8е. I. Ре1г. 
Ь- IV. Р. 1789, рр. 3 — 16.-0 рядахт , найденныхъ Сот1огее1 для выраже. 



' Со«.См. . . Со».(^4+я:) 




ш 



тформудъВ^ ; Со,.0„...С<».М-1-.> V ^ + М+-. • -Ч-У^ + Т^Д + " , 
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же направлен!! ^). Изъ частннхъ ивслЪдованИ нажбол'Ье зан'Ьча- 
тельны т^^ который ям^Ьютъ связь съ тбор1ей особяго рода опред'Ь- 
ленныхъ янтеграловъ носящихъ и теперь имя велнкаго геонетра. 
Мы виосд'Ьлств1Я разсиотрймъ эти работы^ а теперь^ продол- 
жая изложен1е общихъ изсл'ЬдовашВ Эйлера о рядахъ^ мы дол- 
жны остановиться еще на одной попытк'Ь его дать общее р'к- 
тен1е вопроса объ интерполяц1и безконечннлъ стронь^ попнткЪ 
заслуживающей внинашЯ; какъ мы сейчасъ увидимъ^ во мно- 
гпъ отношен]яхъ. Она составляетъ предиетъ интересной за- 
писки нои'Ьщбнной въ III тон^ Новыхъ Конментархй IIетербур^ 
ской Акаден1и Наукъ за 1750 и 1751 годы^ напечатанномъ 
въ 1753 году, и носитъ заглав1е: <0е вепегищ ^екгтшаИопе 
вей пота те1;Ьо(1и8 1пует11епЙ1 1;егт1по8 депега1е8 вепегит»*). 



гд-Ь число производим. д'Ьйств1й есть я, 10^. ^ = 1, ^^> = а, Ск)8 А=А 



т 



(во 2-Й формуд'Ь), А = Б — УВ (въ 3-й формул']^) см. Лыа АсаЛ. 8^, I. 
Р. 1777^ Р. I, Р. 1778. Зог ^ае1^ае8 вёпез ш11п1е8 (1оп1 1а вотте реа( 
б(ге ехрпшёе раг (1е8 ГопсИопв апа1у1. с['опе ^огте раисаИёге, раг М. ^ 
Магдт» <1е Соп(1огсы^ рр. 34—37; Ип<1,у рр. 38—60: Ое ^огтаИз ехроиевиаИ- 
Ьп8 1ер11са(18. Апс1. Ь. Еи1его. рр 59—60, §§ 40— 42; Ое (Ьеогета^е, чпоё 
П1и81:г. МагсНю Не С(тс1огее( поЫвСПШ СоттппхсауЦ. Ср. АЫа Ае, 8е, 1тр. 
Р. 1779, Р. II, Рв1;г. 1783. Зог 1е8 ГопсЙопз 1П(1ёйше8. Раг Мг. и Шг(ри$ 
ее Сош<1огее(; рр. 3—28. Формулы Кондорсэ могутъ быть разоматраваемн 
вавъ своего рода ГопсИопев 1пехр11саЪПе8; ср. Ьаеплх. Тг. ёп с. ё. е! с[п 
с 1. 1. Ш, р. XII. 

*) Кром^ работъ упом. въ аредъидущихъ прии'Ьчав1яхъ, им^ющвхъ 
предметомъ приложете Эйлеровой формулы, а также другихъ работъ, 
относяш. спец. въ теорхи Эйлеровыхъ иитеграловъ, о которыхъ мв бу- 
демъ говорить ниже, слЬдуетъ еще упомянуть: Ое ех1т1о пен тб(;Ьо(11 их- 
1;евга1;1оп11т 1п 8епегпт (1оси1па. Ьеоп, Еикгг Ор1]8С1|1а Апа1уиса Т. I, 
Ре1;г. 1783, рр. 157— 210.— Пе 1егт1П0 депегаЦ 8ег1егпт Ьурег{^еотв1пса- 
гпт. Апс*. Ь. Еи1его; К АеЬа А. 8. I. Ре1г. Т. VII, 1789, Ре1;г. 1793 (Соп- 
пеп1;. ехЫЬ. 19Аав. 1776), рр. 42— 63.— Уапае сопз1(1егаМопе8 с1гса вепез 
Ьурегг.; Аис1. Г. Бы1его, К<п>а Ааа Ас, 8- I. Р. Т. VIII, 1790, Р. 1794 
(Сопп. ехЬ. 19 Ап^. 1776), рр. 3—14, Въ особенности: Ве сагта 11урег8;ео- 

гое^Нса Ъас ае^паиопе ехргезза у=1.2.д х, АисЬ. Ь. Еыиго, ^Уом Сотп- 

Ас, 8с, I. Р. Т. ХШ, 1768, Реег. 1769, рр. 3— 66* 

») N09. Сотт. Ас. 8с. I. Ре(г. Т. Ш аё апппт 1750 е1 1751, Ре1г. 
1753, рр. 36-85; Ср. Зиттаг1ат въ этомъ же том'Ь, Бггаи не рр. 13-И* 
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ШслЪ крвтБЖхъ общихъ 'аа11'Ьчан1й о задаче штерпоп- 
ровани рядовъ иоея неопред'Ьленности^), Эйлеръ^ чтобн прж- 
ступить къ разснотр'Ьпю м рЪшешю атоЯ задачи въ различ- 
ных!» случаяхъ и пЪть возможность различать и классифици- 
ровать ихъ, переходить въ общимъ соображетямъ о законахъ 
образован1я или разверти ван1я безвоиечинх'ь етрокъ. Онъ раз- 
д'Ьляегь вс1( рядн по способу яхъ образован1я на три рода. 
Въ рядахъ перваго рода каждый членъ определяется един- 
ственно посредствоиъ указателя своего и4(ста. Д'Ьйетв1я, кото- 
рый нужно произвести надъ зтяиъ указателемъ^ чтобн пожу- 
чить соответственный членъ ряда, будучи независииния отъ 
случайной природы зтого указателя, какъ ц^лаго числа^ и 
ин^ющиин определенный сиыслъ для всевозиожныхъ значешй 
этого указателя, какъ дробныхъ^ такъ и ирращональныхъ, до- 
сгавляются фориулой, которая и есть общгй членъ ряда: 
€ . . . . {огти1а 181;а8 орега1;10пе8 ш ^епеге сотр1ес1еп8 1р8е 
етИ 1егт1па8 ^епегаИв вепе!». Въ втоиъ случае, по внражешю 
Эйлера, «8ег1е8 аЬзоЫе ас рег{*бс11881те <1е1;егтта1иг». Ко 
второму роду принадлежатъ ряды, каждый членъ которыхъ 
определяется посредствоиъ несколькнхъ предъидущихъ по не- 
котороиу определенному правилу^ къ зтону роду принадлежатъ 
возвратные рядн..Трет1Й родъ составляютъ ряды, члены кото- 
рыхъ находятся не только посредствоиъ предъидущихъ, но и 
при поиощи своихъ указателей^). Задача иятерполировашя ря- 
довъ перваго рода решается сама собою: члены этихъ рядовъ 
разсиатриваются какъ частный значен1Я аналитическим функ- 
цгй^ съ той саиой точки зрешя, съ которой Эйлеръ смотритъ 
на нихъ въ разобранной уже наия 3-й главе сДифферешцаль- 



V 1Ш. §§ 1-6, рр. 36- 39; ср. §§ ^-11, рр 41-43. 

') Ве $€г. (^е*. § 6, 1. С. рр. 39— 40.( Ср. Го1ьдбахово*разд'Ьлев1е ря- 
довъна рго^ге891пев ^Леx ссм^атеЬ еепа евЬ и ргортеаз. ^, 1ех мпаб^/и е8<;, 
что соотв. Эйлеровнмъ рядамъ 2го и 3-го рода, ем. Ое 1егт1П18 ^еп. зег. 
авси С. О. 1. с. въ прим. 3) въ стр. 399 рр. 164—165. 
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наго Исч1б1ен1д»^). Онъ переходитъ зат1^нъ къ китерпоировА* 

шю рядовъ втораго рода и останаятваетея ва томъ пбнно 

схучаЪ^ когда каждый чженъ выражается съ понощью прбдъ- 

идущато посредство1ъ данной форжуян')^ употребяяеный при 

этонъ нетодъ р'кшетя распространяется я ирп^Ьняется легко 

къ бол'Ье сяожгаиъ ряданъ втораго к даже третьяго родовъ^). 

Чтобы дать понят1е объ атоиъ иетодЪ кн покажемъ какъ Эй- 

деръ р'Ьшаегь съ его понощью общую задачу суннованья ко- 

нечныхъ ра:шоетеВ. Задача аредяагается въ такой форнЪ: <1пае- 

П1ге 1еппшит §бпега1ет зепе!, си1а8 ^ц^1^Ьв^ 1вгт1пи8 

ае^пе(и^ ргаесеЛеви упа сит {ипс^10пе ^пасп1I^ае 1р81П8 1п- 

с11С]8»^). Предпояагая соотв'Ьтствующ1й укааатеяю хобнцй чденъ 

= у^ напншенъ предъндущ1й чженъ 'у^ соотнЬтствующхй ука- 

с1у йЛх 

затедю а? - ^, въ форм* ряда: у — ^^ +Т2"^^^^'^ 

тогда задача наша приведется къ интегрироватю динейяаго 
дги/)ференцгальнаю уравнетя безканечно-болыиаю порядка: 

_ йу ЛЛх (1^у д,^у 

^ ^ ТТх ~Т.2^йх' '^~Т.2.3:^^ ~ Т2ЖШ^ + ^^ 

Прин'Ьняя къ атому уравнепю обыкновенный Эйдеровъ 
нетодъ интегрирован1я дянейныхъ днфференцтадьныхъ уравне- 
Н1Й съ постоянными коеффищентаин конечны^^ъ порядковъ'), 



т 



О Ср. стр. 379 Л «вг. €[ы. 1, с. § 8, р. 40. 

•) 1Ш. §§ 12-61, рр. 43-76. РгоЫ. 1~У11. 

') Ср. 1Ш. Рг. VII, ЗЬоЦоп 2, $ 52, р. 76. 

•) 1Ш. РгоЫ. IX. р. 80. 

*) Ср. 1Ы(1. РгоЫ. I, § 12, р. 44. Этотъ методъ былъ изюжеяъ 
Эй1сромъ впервые въ VII том'Ь (1743 г) Шве^Иапеа Вегоипепма въ мему^Р''^' 
Бе ]п1ебгаиопе аечааиопаш сИЛГегепиаИат аШогат бгас[а11т, рр. 1дЗ -242. 
Доподнен1е къ этоку мемуару подъ заглаваемъ: Ме1Ьо(1!18 аед. ^16*. а1^. рг- 
1п<;екгап(11 пиеНш ргото1а, напечатано въ III том'Ь N09. Сотт Ас 8е, I 
Р., рр. 3— 35. Къистор1И Эйюрова отврыпя см. 8пг 1а (1ёеоауег1е ЛеГш- 
^ёвга1е сотр1ё1е йев ёд, сИА Ип й сое^ сопв(ап(;8. Раг О. Ет1г<т. В^Л. 
Ма(кет. Копу. вёг. 11, 18^, № 2, рр, 43-50. Саяи>г. ОбесЪ. <1. М. В<1. 1111 
рр. 863—867. 
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ни должны будемъ прежде, всего^ составиь характерютическое 
урАмен1еу которое въ давноиъ сдуча'Ь будетъ трпнсцендент- 
нн1ъ 7равнен1е1ъ: 1 — 6—'''= 0^ удовютворяющннсд при 
зг=0 ш г = ± ЗАтеуЗ/, гд4 А= 1,2,3, . Корень г^О 
доепвиегь частный ннтеградъ уравнепя безъ 2-го члена: 1 и 

дополнительную функщю ^* Х^х\ корнн ;? =>: + 2кк]/ ^4^ — 

пару интеграловъ уравнен1я безъ втораго члена: €С^.Соз2кпх 
'^С\.8гп2к1сх и соотв'Ьтствующую пару дополнительныхъ 

фупкщйгв ^ Хе . ах. Найдя такниъ обра- 

зонъ интегралы уравненхя безъ 2-го члена и дополннтельныя 
фунЕЦ1и^ легко будетъ получить общ1й интегралъ предложен- 

наго уравнен1я въ такой форн'Ь: у — ^Х41х 4- зУТ | Со$ 

2ктсх. (С* + /X Сов 2ккх. (1х) + 8гп 2ккх (С* +/^- 

8гп 2ких. их) |, или, что все равно: 

оо 

у •=- ^Хйх -|- 2 / ^(Со$ 2кт^х.^Х. Со82к1^х. с1х + 8гп2кпх. 



/Х.8т2ктох.€1х) ^). 

Изъ этой форнулы не трудно вывести изв'Ьстное разло- 
хен1е пер1одической функщи по сииусанъ и косинусанъ дугъ 
нратныхъ перен'Ьнной; фориула Эйлера, въ свою очередь, есть 
очень простое сл4Ьдств1е форнулы Фурье'). 



О Ве 9егиг, <Шегт, 1. с. РгоЫ. IX, 8о1а110, рр. 80—81; привод, мною 
обнкнов. свособъ ■нтегрлро1ан1Я н'Ьскодько от^ичается отъ Эйлерова, 
оставаясь гЬмъ же по существу. Въ дово1Нвя1е къ р^ше111ю задачи IX, 
см. еще СагЫ1. 1 и 2, рр. 81—82. Ср. ТмШ, сак. Ыидт, (. П, р. 387 (Ь I. 
Р. О, Сар. IV. РгоЫ. 160, Сог. 3). 

') Въ силу Эйлеровой формулы разность у— 'у = Х=:/г можетъ 

^Х 00 

быть представлена въ таком ъ вндф: /г ^ \ХЛг -{• 2 ^ (Сош2Ых 

^ «—1 А=1 
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Подобяынъ же образонъ р^Ьшаетъ Эйюръ друпя задач! 
интерполирован1я рядовъ^ или обратнаго исчиелетя разностей, 
приводя ихъ къ ивтегрирован1ю дифференщалъныхъ ;равнен1Й 
безкояечно-болыпато порядка^). Эйдеръ обнаружилъ при атомъ 
въ первый разъ присутетв1е произвольннхъ, или^ вфрн^^е^ не- 
опред'Ьлепннхъ пврходичесилъ функщй въ общихъ р1шбЯ1Я1ъ 
задачъ втото рода^), 

Одповреиенио съ изнскашяни объ аналтческоиъ суию- 
ван1и рядовъ Эйлеръ занялся и вопросами о приближеннонъ 



1 /Г. Сош 2кта а + 3||| 2кпх. 1.Л. Ап 2кга. <^1.). Предао1агая, что /с пе- 

^я?— 1 ^а:— 1 

Р10ДВЧ. фуяк1ця съ пер10домъ 1, тавъ что Л«+1) = М мы ножемъ сде- 
лать постоянными пределы входящихъ въ эту фовмулу интеградовъ 

^х—% /'л? 

Заи'Ьтимъ, вообще^ что если ^ (д'+о) = Ч^-^л то 1 ^/. (^1 &= \ <^1. </(.; 

^х ^х ^х — а ^а (^а ^х ^х - а 

дал-ЬеД с^«Л=(\-1 -1+1) у<. л=(1-1 \^1.и^ 

щ)х-а щ)о ^0 щ)о щ)о щ)а щ)о^ 

I (/;(. <и^ и ( л'Ьд , I ^<. </< = 1 9^ Л. Пользуясь дтииъ предложеваенъ, ми 

/•1 00 /%1 

ориходимъ къ формуле Фурье: /с =г % Л. (II. + 2 ^ (См. 2клх, 1 Д 

«у о Ь=1 «/ • 

Сом 2Ы. И. + 8%п 2кпх. 1 /). 8Ы 2кт. (/<.). 

•) Ср. Ле /8вг. (^егегт. /. с. РгоЫ. IX, ЗсЬоПоп, § 58, р. 82; РгоЫ. 
УШ, §§ 53, 54, рр. 77-80, РгоЬЬ X. §§ 59, 60, рр. 82-^ (Твгт. в^впвг. 

« /• 00 л 

зег. Ьурегвеош. у==в, «» = V 1дх, Лх. +2 2(Со» 2Аягх V 1дх, Сош 2кях^ <^+ 

%/ А=:1 ^ 

5|11 ЗЛтгор. 1 1дх, Влп 2кпх, ах)^ или = — в * * у2я 

Ср. ннтетр. ЛИН. д. ур. безк. высок, пор. въ Сар, IV, Зеси П, Р. П. 
Ь.ИтИш. еакиШтедгаи», Ь, П, рр. 379-398. N3. РгоЫ. 159, 8сЬо1 2, рр. 
383—384 Ср. еще ]. с. въ ^) прим. на стр. 409. СаШог, Уог1. 11Ъ. О. а. Ма1Ь. 
Вд. Ш, рр. 867—869. Ьадганде, Оеиугез, I. I, рр. 493 8п1у. 515. 

V Ср. ЬаегЫх, ТгаИё йп са1с. а1!Г. 61 йи с. 1п1. X. Ш, аП. 1066 - 
1070, рр. 244—249. 
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внч1С1ен11 Я1Ъ еунмъ и объ жхъ сходимости. Этимъ вопросаиъ 

ПОСВЯТИГЬ ОНЪ ИОИуарЪ <1)б рГОдге8810П1Ъи8 ЬаГШ0П1С18» и 

поли'Ье развидъ свои мнсш въ другой работе сМе1Ъо(111э ипь 

тегваИз вепегиш содуег^епИцш зишшаз ^иат ргоххте шуеп1- 

60^1». Об1( работы были сооби1.ены ПетербургскоВ Ак»деи1и 

Ц&укъ, одна въ 1734 году, другая въ 1736 и напечатаны 

въ VII и УШ томахъ старнхъ Коммбнтар1В этой академхи^). 

Въ первоиъ меиуар'Ь Эйлеръ начннаетъ съ ра'асиотр'Ьн1я строки^ 

с 
обицй чдбнь которой яи'Ьетъ видъ и нам'кчавтъ. что, 

а -{- по 
хотя последовательные члены такого рода строки и убываютъ 
бевгранячно, однако, не смотря на это, сумма безконечнаго 
числа ея членовъ всегда безконечно-велика. Для выяснен1я 
ВТОГО ОНЪ устанавливаетъ зат'Ьмъ общхй оризнакъ сходииости 
ббзконечныхъ рядовъ. тотъ самый прязнакъ, который впослЪд- 
СТВ1И» въ строгой и точной формФ былъ введенъ въ науку 
Коши^). сВепез ^^1ае т 1пПп11ит соп(1пиа1;а)), говоритъ Эй- 
леръ, «зишшаш ЬаЪе! йпКаш^ еМат 81 еа (1ир1о 1оп^1и8 соп- 
1;шае1;иг паИит асс1р1е1; аи§тбп1;ит, 8е(1 1(1 ^ио(1 ровЪ ]пПп1- 
1ат а<1ис1(аг со^КаМопе, ге тега етИ 1пЛа11;е рагипга. N181 
еп1ш Ъос На 86 ЬаЬеге!^ зишша зепе! е1;81 ш 1п(1П11;ат соп- 
1шиа1аб поп еззе!; Дб(егтша1;а еЪ ргорЪегеа поп ГшИа. Бх ^ио 
соп8е^а^^^г, 81 1с1, ^ао(] ех сопИппаНопе тНга 1егт1пит 1п(1- 
и11б81тит ог11;иг, 811; Лп1(ае шадл11ас11П18, нитшат зепе! песез- 
запо 1п]р1ш1ат евве (1вЬеге>^). Эйлеръ показываетъ зат'Ьмъ^ что 



О Сотт, Ас. Ре^г. Т. VII, 1734 & 1735. Рв1г. 1740, рр. 150- 161', Ое 
Ргодге981оп1Ьи8 Нагтол1с1з ОЬзегуаНопев. АпсЬЬ, Еииго.^Сотт Ас. Рыг- 
Т. УШ, 173в, Р. 1741, рр. 3-9: Ме1Ьо(1. ппху. еЬе. Аисе. Ь. ЕиЫго. 

') Саиеку, Соптв <1'Апа1у8е йе ГЁсо1в Воуа1е Ро1у^есЬп^^ае, 1-гв Раг- 
Ие. А11а1у8е а1вёЬпчае. Рапе 1821, СЬ. VI, рр. 125—126. Строгое доказа- 
тельство этого прн^'яава въ обобщенной форм'Ь дано П. Дю Буа Реймон- 
домб: Б1е АИ^* РппсМопеп^Ьеопе, Сар. У, аП. 66,! рр. 258-262. 

*) 2)в рго^€и. кагтоп, § 2. 1. С. рр. 151 •— 152. Тожество Эйлерова 
признака съ лркзнакомъ Коши указано Эяестр$мом9: ск. 0Гуег81{;( а^ копе;!. 
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въ р&зсиатриваеиопъ гармоническомъ ряду суима членовъ сд1- 

с 
дующихъ за г— мъ членомъ "ТГГГТУ" ^ заканчивающихся 

пг — иъ членомъ — г-,—- — ;тг-. при % безкояечно-большомъ, ко- 

а+(т — 1)0^ ^ 

{п—Г\с (п — 1)с 
печная: < — г — и > -— 1 и, сл*доватвльно, рядъ рас- 

ходящйся '). Для ириближеннаго вычислвн1я этой суимы при 
весьма больтихъ значетяхъ г Эйлеръ придуиалъ еще другой 
способъ^ приводящ1й Бъ приближениому выражея1ю ея въфор- 
и'Ь опред'Ьленнаго интеграла. Способъ этотъ, изложенный сна- 
чала только въ приложен1и къ частному примеру гармониче- 
сиаго ряда^)^ Эйлеръ^ во второй работе, обобщилъ на случай 
какихъ угодно рядовъ съ безгранично убывающими положи- 

• —1 

тельными членами. Замечая, что сумма % членовъ рада 5== /|щ 



есть н'Ьвоторая функщя отъ г^ получающая приращенхе щ при 
увеличен1и г на единицу, онъ полагаетъ при весьма боль- 



шихъ значепяхъ ъ^ дяхйв = 1 \ щ^ откуда 5 аг 1 »,* (2ц 



а 



•« _т 



/ , г^^к «= I пл* с^^); въ разсматрмваемомъ случа'Ь гармони- 



УеСеозкарз Ака(1. РбгЬапс!!. 81оскЪо1т 1879. № 9^ БЦ коптег^епвкгИе- 
пит Мп Ъб1дап аГ 1700-1;а1е<;. — АС ОшаГ ЕпешМт, р. 82, «. Ср. В»]^. 
ОеасЬ. ^. ппепсИ. КехЬеп. рр. 118— 119,~Ст1|р1ингъ подьзоваюя тЪмъ же 
признакомъ, не формулируя его однако подобно Эй1ер7 въ общемъ пред- 
ложен1и', см. Ме1Но(1, <1фгг^ ЗатшаНо зег., (1е заттха 81]ссе881718 (оотаточн 
члены) рр. 18 — 20; пред'Ълъ отаточлюна или в'Ьрн']^в, по Эйлеру^ суммы 
безвонеч. больш. числа членовъ сл'Ьдуюл;имъ за безконечно удаленнымъ 
называется у Стнрлиига «пи1та затта» Ср. Ме^к, (И/. 8атт. 8ег1ег. 
рр. 20—41; Епе»(гбт^ 1. с. рр. 71—84. Стирлингъ выводить изъ общаго 
признака призн. сходиностр особ, рода строкъ. Ср. еще прим. 2) къ стр* 
228.-'Жт<ис^а. Н. (1. М. 1. Ш, р. 236. 

*) Ве ргодг. Нагт(т, § 3, !• С» р. 151# 

*) 1Ы(1. § 6 вдч- рр. 163 щ^, 

») 1Ш. § 6, р. 153, МыЬоЛ. ит9. § 1, 1. с рр. 3-4. 
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т ^и» 



С 1П С ^Х 

ческаго ряда «. = -^-^^ 2а/* = '• У ^^Ь = 
^ I — , т^ ~ г ''^ — гт 1 или, при очень оодьшомъ г, 

•л п _я 



приблизительно, 7 . «А = с \ 1гт г-^Д? = г\ 

Приведенный методъ' Эйлера заключается^ какъ видно, въ 
особаго рода интерполящи продлохеннаго ряда. Подобный хе 
нетодъ интерполящи онъ прниФнялъ впосл'Ьдств1и и въ дру- 
гихъ случаяхъ^ ииенно въ задаче о днфференцировапн €не- 
приводиинхъ функц1й» (йшсМоюев 1пехрИса11Ъе8) въ сОс- 
ван1яхъ Дифференц1альнаго исчислен1я»^). Найденное тамнъ 
нутенъ нряблихеше даеть всегда величину неньшую д'Ьйстви- 
тельной^ и, чтобы найти другую^ дополнительную приближенную 
величину большую истинной^ Эйлеръ приб*!» къ геоиетриче- 
скимъ сообрахен1яиъ €....^^1о ИшНеа ЬаЪеап1;иг, 1п1га ^ао8 
тега 8епв1 витта зИ сопзШии». с ..лпзресИо й^игае», 
продолхаетъ онъ^ с поп 8о1иш 1И1а^1па1;1оп18 у1ш а(1аи§е1;, 8в(1 
е1;1ат а(} 111<]1сапс1цт е<; 1пиеше1)(1иш 1л§еп8 а№г1; 8иЬд1с[111га»'). 
Сообрахен1я Эйлера сводятся къ тому простому замЪчан1ю, что^ 
если величина функц1н /х остается положительной при вс^Ьхъ 
положительныхъ значен1яхъ х и безгранично убываетъ съ воз- 
расташемъ д;, то площадь прямоугольника /л. [п — (п — 1)] 

составляетъ часть криволинейной площади V ^х. йх^ а, съ другой 



') ^ ртфдг. кагт, § в. р. 153; Ср. ^Ш. § 12, р. 157. 

*) См. прим. ^) къ стр 404 

*) МаНои^ ип9ь, § 2, 1. с. р. 4. Ср. орнм. *) на етр. 392^ 



414 Й. ТИМЧЕНКО. 15В 

стороны, равны! ему прямоугольникъ /п. [(п-^!) — п] вйща- 
етъ въ себ'Ь криволинейную площадь \ /х. йх^ и сд'Ьдоватедьно 

I /д: с1х <У^ /х < \ /х. <1х^). Разсматрйвая друш 



х—^т 



прямолинейный фигуры, площади которыхъ ближе подюдятъ къ 
криволинейннмъ, Эйлеръ нашелъ бол'Ье т'Ьсные пределы Д1я 

п 

величины суммы /7 /гг и болФе приближенное ея внражеяхе: 



х=вт 
п 



— '^^^ '^ — \ А^ Т — Ну^ ^^дл предложенный рядъ схо- 



^ ^00 



Аящ1йся, то полагая п=х, мы получимъ:/ ^/а? = I /х. Лг 

7 1 

+ г^/ш — ^ / (т + 1), формулу, дающую приближенное 

выражен1е остатка разсматриваемаго ряда, и точность которо! 
увеличивается по м'ЬрЪ возрастан1Я числа т^) Получивъ этк 
формулы геонетрйческинъ путеиъ, Эйлеръ сталъ искать аваля- 
тическаго р'Ьтенхя той-же задачи и пришелъ такииъ образомъ 
къ своей знаменитой формул-Ь для выражен1я суммъ помощью 
интеграловъ^ о которой мы уже упоминали^). Почти одновре- 



Ме^Ш. ит9. §§ 3—8, рр. 4—6. 

*) 1Ы(1. §§ 8-11, 13 рр. 6—9. 

») 1Ы(1. §§ 12, 13, рр. 8-9. 

*) Ср. стран. 402. Ср. въ особ. § 1 мемуара 1пю€шИо юттое 
с, «ег. ех 4а1о игт. ^ея., 1. е. рр, 9—10. Форму!» эта была ненастна дй1еру 
уже раньше (въ 1732 г.) кавъ видно нзъ меи. Ме(Но(1из $впега118 ввгош* 
ргорт. цит. въ дрим* 1) на стран. 403. 
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менно съ Эйлеромъ и^ повидному^ совершенно незавнсиио отъ 
него, т'Ьже выражен 1я I т'Ьмъ же путоиъ натедъ Мавлоренъ^). 
Около ста д'Ьтъ саустя Бошн снова пришелъ къ тФмъ же со- 
ображен1янъ^ которыя легли зат'Ьмъ въ основан1е почтн вс1^хъ 
позднкйшихъ общихъ 1!Зсл'Ьдован1й о сходимости рядовъ съ 
положнтельннии членанн^). 

Въ первне годы своей дЪятельностя Эйлеръ въ своихъ 
воззрЪпяхъ на безконечные ряды вполн'Ь придерживался конврет- 
ныхъ П0НЯТ1Й нанбол'Ье распространненныхъ въ предъидущую 
эпоху; суииа ряда представлялась ему прежде всего вакъ аггре- 
гать всЬхъ своихъ членовъ, сл'Ьдовательно какъ н'Ькоторая 
опред'Ьленная величина, которую можно изобразить геомотри- 
чеекв^ конечность и определенность которой суть необходииыя 
УСЛ0В1Я для опред'Ьленностя самаго ряда^). Изсл'Ьдуя ряды съ 
этой точки зр'Ьшя Эйлеръ завершмлъ дФло своихъ предшествен* 
пиковъ, мало того^ пришелъ^ вмЪсгЬ съ Маклореномъ къ та- 
кимъ припципамъ и выводамъ^ которые съум'Ьла од'Ьнить толь- 
ко посл'Ьдующая эпоха^ представители которой не знали, что 
ихъ давно опередили посл^дихй представитель школы вели- 
каго Ньютона и ген1альный ученикъ его Базельскаго со- 
перника и врага. Въ этомъ ихъ винить нельзя: математики 
второй половины ХУШ в^ка^ увлеченные быстрыиъ поступа- 
тельныиъ движен1емъ формальнаго анализа, занятые созданхемъ 
новыхъ могучяхъ оруд1Й математической логики^ заставили за- 



См. стр. 244—245 (ср. въ особ. Тг, (^ Ших. аП. 352—363^ гд^ го- 
ворится о геометр. значев1и формулы аналнт. суммов, доваз. въ аИ. 833 
I^^.). Епешгт'от. От пр(Шеп аС ёеп Бпкгвка апттаНопвГогше!!!, 1. с. 
рр. 6—7. 

') Саиску, Ехсегс1се8 с1е МаЪЬётаИдаев. Рапа 1827 I II. (Оевугез 
союр1. (1'Амб Ь.СапсЬу. 2-те зёпе I. 7). р» 221 зшу. (О. с. р, 267 зшу): 
8аг 1а сопуег^еаое ёез вёпез. Сот^и» гтЛ. 1851, 1-ег зет., рр. 389—397: 
Заг 1а зошшаиоп ёез 1егтез ее гап^ ^гёз ё1оуё <1ап8 вое зёпе 81тр1е оа 
таШр1е. Ср. Вл^. Оезек. А. вп. В. § 16, рр. 196 344. 

») Ср. стр- 237-24а 
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быть реальныя основы ея^ н& выработку которыхъ геоютрн 
нашего стол'Ьтхя стали снотр'кть какъ на совершенно новую 
задачу. Саиъ Эйлеръ въ посл'Ьду|>Щ1е годы своей дФятелыо- 
стб занимался изсд'Ьдован1яни о рядахъ почти исключителмо 
формальными. — Къ первому пер10ду его д'Ьятельности привадле- 
житъ еще одно небольшое изсл'Ьдован1е представляющее для 
насъ н'Ьвоторнй интересъ^). Въ этомъ изслЪдовапи Эйлеръ 
разсматриваетъ особаго рода выраженхе, с рго^гевзгопет аё сЬгсиИ 

^\^ Л 1 

диаДга1;игат 1пуеп1епс1ашшДопеат>:4/ /-Та1Л + "" + 



00 А+1 , 

+ >|( — 1) То уо21Г4к+2'* ^А* п произвольное ц4лое ноло- 

*г=о *"^ 

жительное число, В4к^1 есть (4^к+1Уь Бернуллхево число^* 



*) Су. Сотпши. Ас 8е. I. РйЫ. Т. XI, 1739, Ре1г. 1760, СоппЛегаНо 
рго^ге881ош8 с111П8<1аш аё с1гсаИ ^иа(1^а<;а^ат 1пуеп1еп(1ат 1(1опеае. А11С1 
Ь. Еи1€то^ рр. 116—127; Ябь^. ОеасЬ. д. апеп(11. Ве]Ьеп. рр. 97—101, Спя 
гог. ОбвсЬ. <1. М. В<1. Ш^ рр. 650—653. 

») аи1лв?*г. тртодг, § 10, 1. с. р. 121, В«У, р. 99. Сая/ог, 1. с. р. 662- 
Чнсла В введены впервые Яковомъ Бернулли для внчкслешя суимъ од!* 
нак. степеней натурадьвыхъ чиселъ. Въ сочннен1и Аг» ат}ве1апИ^ издан- 
нокъ по смертп Я. Б. племянникомъ его Никодаемъ въ 1713 году, веднпй 

т 
« т »»+1 „ да «~1 

Базельскхй геометръ далъ формулу: ^^ А = п +^ +-^ Б, « + 

А=1 т-^1 

т(т~1)(т~2) "^Г^ т(«п~1) (т~2)(т^3) (т-4) ^ «-^ 

{Лтш. Сож;всг. рр. 96—98). Ое Мо1Уге предложилъ возвратную формулу ддб 

ВЫ<1И0ЛеН1Я в, получаемую ИЗЪ БернуллевОЙ при я^! (ЛИлеШапеа апЫуНеа^ 

Сотр1ет. рр. 6 вдд.). Объ нстор1и БернуллЕввшъ чкселъ и вычясл. сумп 
одинак. степ, натур, ч. см. Сап^ог, ОевсЬ. д. М. В(1. Ш, рр. 331—338, 624- 
625; ср. нрмм. 2) на стр. 144.— Объ отношен1и Беряулл1ев11хъ чмселъ п 
воеффиц. Эйлеровой общей формул» су ммован1Я ся. /яв^ ва(в« 4^. Р. 11^ 

Сар. У и мем. Ве шитти Флгкгит питего» ВетоиН, «пм^Ф. удОМ. ВЪ ПрЯМ.З) 
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Эта формула, представляющая тъ себя лить частный случай 
общеВ формулы «Жлера для выражен1я ннтеграловъ съ помо- 
щью суим'ь, моаетъ служить для вычислешя интеграла 






, ^^ или числа 1С съ тФмъ больлихъ приближен1емъ, 

ч'Ьнъ больше число п, но при данномъ п степень пряблнжешя 
возрастаетъ съ числомъ введеиннхъ въ вычислен1е членовъ 
р1да лить до и:^в'Ьстнаго пред'Ьла^ такъ какъ члены дти^ сна- 
чала убывающ1е, зат'Ьмъ^ съ извФстнато члена^ яачипа- 
ютъ нбопред1|ленно возрастать^ д'Ьлая^ такимъ образомъ, рядъ 
расходящпся. «^то видимое схеждеюе ряда въ первяхъ 
его членахъ и посл'Ьдующее расхождете имЪетъ йАсто при 
ве%лъ возможвыхъ зиачен1яхъ п. Обративъ вниман1е на это 
обстоятельство, Эйлеръ указалъ на причину его^ состоящую 
въ томъ, что посл-Ьдовательвыя Бернулл1евы числа возрастаюгг» 



къ стран. 403; ер. также Мае1аыг1п.оий.9ктЬ,83$. О ролн Бернушевыхъ чк- 
еедъ въ выч. етммъ ро1е81а1и1П геС1ргосагат см. мем* Ое зеНеЬиз д111Ьи8(1а1п 
соп81Легаи увои* въ лрмм. Зна етр. 403. /««'• са1е. (/|^.Сар« VI Р. 11^ лН. 
150-153, рр« 362-367. Ср. Эйлеровъ мемуаръ: Ое 5атт18 зепегиш гес1- 
ргосагата въ Сотт. Ае. 8. !• Р. и VII, 1734 — 1789, рр. 128—131, Сая/ог. 
аезсЬ. Ы. Ш, рр. 633—638. 

С' п — 

ёх » ^1 п 



*) Эйлеръ зам'Ь]гяетъ интегралъ \ •-^, сумигой 4 = 5^ 



= 2^ ^14,^1^ » ■> '^*''Ь мев'Ье отлячаютейся отъ него, ч'Ьмъ больше я. Сумка 



эта кожетъ бнть лреобрааовапа, посредств. разлоа. въ безк. ряды ея 
члеаовъ, сл-Ьд. обравомъ: » = ^ ^^1) ~^/.1Т 21 * ~ 21 (""^^ 

■ 

а«в. Пат. Отд. V. XVI. 1 1 



418 Й. ШМ^ЕНКО. 

бнстрЪе ч'Ьмъ соотв'Ьтствующгб члены геометрической прогрее- 
011 съ сколь угодно большимъ знаменателеиъ^). Ояъ открнлъ^ та- 

кнмъ образонъ, пь^ъыИ полусходящгй рядъ/^^^ — 1) _-_ 1Щ*); 

к=0 " 



у 



* /,2«+1 « /,!М+1 ^21 21-1 



рейп, поежЬ нФкоторыхъ перед'кювъ^ къ Эйлерову результату, полалиГ 

^ » I- ер« Яе(9 ■ СаяЮг ]1. с. Сотгёег. ргодг. Ь с. §§2—10, рр. 116—121. 
Въ 1пи. сак. Л/. Р. П, Сар. VI, аг1. 164—166, рр. 367—372 Эйдеръ вы- 
воднтъ туже формулу ивъ общей формулы сунмоватя, иричемъ получаетея 

еще добавочный членъ— — а^^^ — '^^^ ®"^™ ^'^ 1егт1по пШтао 1пе81 «, 

« _1 
1атеп 4111а 1а 1а11(ореге еа); рагупа, аиШси! уа1огет 1ра1118 п ргохше поззе»* 
Объ этомъ добавочномъ член!» и причвн'Ь его появлепя см. ЬаегЫт, 1\ (1. 
с й. е1. д. с. 1. 1. га, рр. 162, 449. 

*) Сомами. яг. § 11^ рр. 121— 122.«..а1!гасиоппп1 ^; ^о* 12^ 30* 66*' 

е1с« еа 4пае 1п(11сет ЬаЪе! г, ропа1аг X аЦпе ае4пеп8 = 7, етИ аетрег 

У .^ (у-1)(2у-3) ^ г и 

-^ ^ 2^1 , аЦпе у ш тПп1111т сгеасеп^е пе! -^ = ^». 

*) Кошн довааалъ такое же свойство Стмрлжнгова ряда: см. Саискц 
Ехегс1сеа Л*Апа1уае еЬ <1е РЬуа. шаШ. 1. II, Рапа 1841, 8аг 1а (Ьёопе 
Лее 1п1ё8та1е8 с1ёПп1еа я1п($оиёгеа, рр. 368 ап1У.; рр. 386—398: 8иг 1е йёп1 
ее ИХл) еп аёпе соп?. еЬ ааг 1а {огтп1е <1е ЗигНпв (N6. рр. 395 -ЗОб).- 
Соп^иш Ае1и1|м <<в« <с. (^ ГАе. Лшш. Зс 1843. 2-е аеш. 8аг ап етр1о1 1ё$^11те 
Лее аёНеа Л1тегвеп1е8, рр. 370-376.- Въ новейшее время Н. РогпсаЫ ука- 
аалъ на необходимость бол'Ье широкаго лользован1я полусходящимися ря- 
дами въ мвтегральиомъ исчислеи1и, главиымъ образомъ въ ориложепи къ 
вопросамъ небесной механики. См* мемуаръ его въ УШ том'Ь Ааа ЛШи- 
пиШеа (1886) подъ ваглав/. 8аг 1еа 1п1ёдга1е8 хггё^аИёгеа ёеа ё4ааиоп5 
ипёа1геа, рр. 296 ашт. — Также Ьеа тё^Ьодеа поиуеИеа <1е 1а Мёсап1дое 
сё1е8(е. I. II, Раг1а 1893, СЬ. VIII, Са1са1 (огте1, Оауега аепа (1а то1 соп- 
▼егс^епсе, аг1 118—122, рр. 1—14, Ср. *Ш. АуаШ— Ргороа, р. VI. Назва- 
н1е полусходящихся рядовъ прннадлежитъ Лежандру^ см. Ьедея<1ге, ТгаНе 
с1 Роос^. ей. е! деа 1а1;. Ба1ёг. (. II. Рапз 1826, рр. 697—599. ЬасгЫх. 
Тга11ё д. с. (1. е! д. с. ь, Ь. Ш, р. 146. См. еще нФкот. зам1>ч. о полусход. 
рядахъ у Далая1крта: КёАех1опа ваг 1еа апИез (Ну. оп сопу.. аг^. 4 — 17^ 
Орш»е. Мшк., Т. V, Раг1а 1768, рр. 176—176. 
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ДЛЯ 11ользован1я такого рода рядоиъ необходимо знанхе его 
остаточнаго члена^ и Эйлеръ нашелъ для него, хотя и не со- 
всЬнъ заБоннннъ путеиъ, приближенное выражете ( — 1)^. 

, ' \ - , , гд4 и есть число членовъ ряда ас4и адШопш. 

тс П +4[А^ 

а Р — ^членъ сл4дующ1й за'^ниии непосредственно^). 

Безконечннй рядъ слагаеиыхъ ножетъ быть разснатрива- 
ваемъ какъ аривмети^^еское выраженхе только тогда^ когда 
онъ СХ0ДЯЩ1ЙСЯ; только въ этонъ случае онъ ножетъ слу- 
жить для вычислешл^ съ неограниченной степенью точности^ 
нЪкотораго вполн'Ь опредЬленнаго числа, ращональнаго или не- 
соизи'Ьримаго. Въ противномъ случа'Ь рядъ сохраняетъ только 
чисто амебричешй сиыслъ, т. е. иожетъ быть разснатрива- 
енъ лишь по отношен1Ю къ своему алгебрическому происхож- 
денхю, — какъ результатъ разложен]я н'Ькоторой опред'Ьлеиной 
аналитической функщи^ или если рядъ числовой^ какъ резуль- 
татъ преобразовашя н'Ькотораго сложнаго ариеметическаго д^Ьй- 
СТВ1Я въ безконечный рядъ сложений. Мы видЪли уже какъ 
Эйлеръ опред'Ьляетъ въ этомъ случа'Ь задачу суммован1Я ря- 
да^}: по данному ряду требуется найти ту производящую функ- 
Ц1Ю^ или то выражете, отъ разложетя котораго онъ полу- 
чился. Сумиоваше числовыхъ рядовъ приводится къ суимован1Ю 



^3 СояпНегаЫо ргодгвяя. 1. С. аг(;. 12> р. 122; ср. аг1. 13— 1в^ рр. 122— 
125, Ае(^, ]. с. р. 100, СапЮг, 1. с. р. 652. Остаточный чженъ, во всякомъ 
случл'Ь^ по абсолютн. ведич. мевьше посл'Ьдняго изъ членовъ ас1в а(1(111;о- 
шш, который всегда безБОнечно^-мадъ дрн п безконечно большолъ. Фор- 
мула Эйлера можетъ, таким ъ образом ъ, дМствительно служить для аеим- 
птатичеекаю выражен1я числа п (ср. РЫпсагё. Копу. МёНь (. I, РаП8. 1892, 
р. 340). Опущенный Эйлеромъ въ СоппЛ^ ргодг^ добав. членъ не препятству- 
етъ этому, будучи самъ безконеч. мал. при п безк. больш. См. еще прмм. 

1) къ стр. 417 (о добав. член-Ь "онтГ" ^' ^Р* ^'^**^' Р^^З^"' ^- с. §§ 14 — 16, 

в —1 
рр. 123—126. Объ остат. член, полусход. ряд. см. еще зам'Ьчатя Лапласа 
въ Т11. апаЬ (1. ргоЪ. Ь. I, аг!;. 41; ЬасЫх, 1. с. въ пред. прим. 
*) См. стр. 381—382. 
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00 

алгебркческихъ, представляя числовой рядъ (1).... / ^ ак 

ОС 

какъ частную форму алгебрмческаго (2)... У7 ак —-, 

пря о; = а: сумма ряда (1) есть значен1е производящеВ 
функц1и ряда (2) при х=си. Эта сумма зависитъ.) рааум'кется, 
огь выбора фуякшК /к г] задача д'Ьлается опред'ЬлвЕЯОй толь- 
ко когда выбрапъ рядъ этихъ функщй^ когда^^ наприм'Ьръ^ какъ 
э«о почтя всегда предгюлагаетъ Эйлеръ^ оя'Ь суть босходящ1я 
степени переукиной х^). Точно также можно опред1^лить супу 
ряда (Т) и въ томъ сл:уча'Ь^ когда члены его а,с не суть опре- 
д1|денноя ЧЕСла^ а зависятъ отъ какнхъ либо неопред'Ълея- 
ныхъ 1гараметровъ. На основаши Эйлеровыхъ опред'ЬлеяШ 



00 00 

*) Тригонометр. ряды ^8»п(в+;Ь), ^Со*сл-^;Ь) въ Эйлеровом* 

Введетя (см. стр. 298} разсма^трнваются какъ 8ег1е8 ех Л1у181о11е огие и 
вх10дятъ па этолу въ иаесъ стеленныхъ рядовъ. См. еще 1^ог. Соям. 
Ас. 5с. Т. Рыг. I. V, 1754, 1755, Рв(;г. 1760, 8иЬ81(11и1П сакпИ 
81П1гат. Аис(. Ь, Еи1его^ рр. 164 8^^. — бод-Ье сложи, тригоном. ршхи 

происш. отъ разлож. («+♦)'' , (м- О" и друг. под. форнудъ гд* 11=См<^+ 

00 00 

98*п(р^ г=Со$(р — 1»^|1м^. Ср. ряды У\ Зйп^х , V Со9]х у ДанЫ.^а Перя^^гли: ПН 

]=1 ;==1 
811т1па110П1Ьа8 аеНегпт дпагпп(1ап1 {псоп^ше уепз еап]т^пе {п1егрге(а(1- 
опе а^япе пел, Ло«« Отт, Ас 8с, I, Ре^г. Т. XVI, 1771, Ре1;г. 1772, рр. 85 зцд. - 
Вб 1п<1о1е 81прт1аг! зепегот ]пПп. чпаз з'шпз уе1 С081П118 апвп1огиш вгИЪ- 
теНсе ргорте<1. Согтап(; еап1т^ие зпттаиоие е1 «зи, А'ос. Сотт. Т. 
ХУШ, 1772. Ре1г. 1773, рр. 3 8^^. ЭЛлерова задпча о сумм, рядовъ яв- 
ляется опред'кЕеиной только вътой постановв1}. которую првдалъ я ей въ 
текегЬ; такъ вонималъ ее самъ Эйлеръ, такъ рааъясняетъ се Лагранжъ 
въ 01»Ьтъ на возражения СаЦеи Ср. письма Н. Бернуллн в ЭЯлера щт. п 
прим. 1) къ стр. 382; въ допол1г. къ этому првм. см. письма Эйлера къ 
Н. Б. Ввго1. 10 Коу. 1742, 14 Ма!! 1743, 4 РеЬг. 1744, 20 Арг. 1745, 17 
Ли!. 1745, Ор, ров1. Т. I, рр. 530—533, 536, 538—539, 543. 546—549. 1осгои 
Тг. а. с. (1. ее (1. с. 1. I. III. р. 160 п (*). 
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легко установить алгориомъ исчислои1я {м^^ходящихся строкъ^ 
которое будетъ иодобпо исчислеи1ю строкъ сходящихся и мо- 
хетъ также служить для нахожден1я числовыхъ законовъ и 
алгебрическихъ соотнопген!В и для преобрааован1Я форму лъ. 
Сираведливость этихъ выподовъ но можетъ быть, однако, осие- 
ваиа на простой аналог!» расходящимися рядовъ со сходящи- 
иися ИЛ1 на непосредственноиъ распространен! и предложешй 
уотановдвпыхъ для ^тихъ доед'Ьднкхъ на ряды расходниЦеея, 
что ны почти всегда вамЪчаеиъ у геоиетровъ проптлаго вЪка^). 
Только ннмдя правила дМстигй яадъ расх^дящщнел ртданя 
саиеетеюел&но иаъ ихъ <тред'1и1ен1н можно быть увй^ншмъ 
въ стр«]чютн д'Ьлаемыхь посредство»» ихъ юключтй'). 

Такъ, если Р^^^ + /?',<р + Рг9 + - . • расходящйся 
рядъ, «о ^{19сматриви его вакъ вронон1Фдн11йпри^:=1нвъ дру- 

гаго ряда Р^^^ + х, Р^гр + ^^^\^ + проианодящая 

функщя котораго есть Ф(':р, а), мы иожемъ написать формулу. 



') Раэнтельнммъ ирин'Ёромъ иогутъ служить меиуары Д. Бернуии 
уооим. «ь иред. вуии. Также досжуяаетъ и оаиъ ЭАлеръ: см. намр. виЬМ. 
сак. пп, 1. с. въ пред. дрин. ТЬеоп, ЗсНоЦоп, аг1 53, рр, 203-204. 1пз1, 
еа1с. <иг/. Р. II, Сар. VI, VII, ра881т. 

*) Прии'Ьромъ тааихъ выводовъ, в» прнложети къ рядакъ под]^еке- 
дящнмся могутъ служить работы Пуанкаре тпом. въ прим. 2 на стр. 418. 
Изложенная въ недавнее время Бореленъ особая теор1я расходящ. рядовъ 
осмоаана на раопи|рен1а понятия о пре|Д'1д11: яред1мо«ъ Х^ ори ш «= бе»- 



Ит I е х(а) I 



конечности называется Ит | е х{а) \ (въ предиол.^ что этотъ иред. 

существ.), гд'Ь д;(а>=х.+ V ?^, ■ я;о,а:1^ ...— таковн ЧТО я^л) ц'^ая функ- 

Ц1Я отъ а ; см. Лит. Л. Ма(кёт. 1. II ^е 1а 5-е зёпе, 1896, рр. 108 вШУ.: 
РоА^еюепи с1« 1а ^Ьёог1е йея &ётш дкует^етйеш бошшаЫез; раг М. 'Ети$ 
ВоЫ, При нзв^стн. услов1яхъ Борелево опред. суммы соваадаетъ съ Эйле- 
ровннъ: ср. 1. е. рр. 114—116, РгоровШоп 5оп(1а1веки1е; ср. еще ^оит. 
4. М, 5^0 аёг. I. II, рр. 441 вшу. ваг 1е9 8ёг)е8 (1е Тау1ог а<1теиап^ 1еог 
сегс1е Лв еопуег§;. оотше ооариге; раг. М. '^!^. иогб1. 
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1/. 00 т^ /^'^ 

\ ^У/ ^п '^ = // V ^^к У- ^9^ которая, однако, вырала- 



п=о к=0^ о 

етъ дишь ТО; что производящая функц1я ряда 

^ 1/; \р 

(3)... с РоЬ # + а? г 1^^<р, (/^^ + а?^ С ^;ср.(/<р+-..- 
•'о •'о •'о 

при о: = 2 обращается въ I Ф (9,2) йу- ^^^ будетъ спра- 

ведливо, наприФръ, когда рядъ (В) сходится равио1гЬрно прк 
всАхъ 8начен1яхъ ср заключающихся между О и ф (включитель- 
но) и при всЬхъ значен1яхъ х близкихъ къ 1, включая сюда 
и самую единицу. 

Таково значен1б формула Эйлера: Соз^ — Со82^^Со8Ц— 

1 

• . . = X представляющей сумму расходящагося ряда и полу- 
чаемой изъ нея посредствомъ интегрирован1я суммы сходяща- 

11 ф 

гося ряда: Жлф — ^ 8%п 2^(-\--^ 8гп Зф — .... =^, — пер- 
вый прим'Ьръ представлешя ращональиой функцхи аргумента 
посредствомъ тригонометрнческаго ряда^). Прим'Ьрами прия^- 
нвн1я исчислен1я расходящихся рядовъ могутъ также служить 
данные Эйлеромъ во сВведеши въ анализъ» и разсиотрЪнные 
уже нами выводы выражён1й для суимъ конечнаго числа снну- 
совъ или косинусовъ, аргументы которыхъ составляютъ арнеяе- 
тическую прогресс1ю^). 



О См. 8иЫ{1, са1е, мя. 1. с. въ прям. 1) на стр. 420. Ср. Вап, В$г- 
поиШ. 1)в ]пёо1е агп^пЬ е1с. 1. с въ томъ же прнм'Ьчанги. §§ 1^ 7, 9, 14. 
рр. 6—7, 9, 11, 16-17,— Лв</]Г. аеясЬ. а. ип Е., рр. 128, 131—132. 

') См. стр. 238; ср. прим. 1) на стр. 420; вром^ упомянут, въэтояь 
прмм^ч. работъ о рядахъ синус, и кос. агсиит агНЬтеМсе рго^ге€11бпи11т 
см. мемуаръ Ваш9и1 въ Мёт. (1е ГАс. К. с1. ее. с1е Рапе, 1769 и мемуары. 
пом-Ёщ. въ 18 том'Ь Ло«. Сотт. Ас, Р«<г. 1773, Ре1г. 1774: Ткеопа е1ет. ее- 
п егпт ех 81п1Ьп8 а(чие сое. агс аг. рг. сНуепйшоёе сотров1ит11п Шпс!- 



г 
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Такип образомъ^ съ аналитической точки г'рЬтш, Эйле- 
рова теори расходжщихея рядовъ есть одинъ шп видовъ при- 
нАнепя общаго аналитичесвато пр1е1а, который иожно назвать 
общимь методала проиаводящихь фуюстй: данная ф]гнкц1Я, 
числовая^ прон8вольная или аналитическая — обпий члеиъ ряда 
какъ фунпця укавателя своего н1»ста въ ряду — равсиатривает- 
ся какъ опред'Ьленннй элеиентъ ивв'Ьстнаго преобразовани 
внполненнато надъ некоторой новой, аналитической^ произ- 
водящей функщей^ отъ одной или н1»сколькихъ новнхъ пере- 
и'Ьнннхъ. Этотъ общ1Й иетодъ, идеей которатО| по крайней нА- 
рЪ въ прост1(йшеиъ его вид'Ь^ ин обязанн Эйлеру прииЪнялся 
н впослЪдств1и различннии иатеиатикани въ разнообразннхъ 
фориахъ: сюда принадлежать различнне иетодв употре($лявш1е- 
ся саиииъ Эйлероиъ и другиии^ поздней шиии иатеиатикани 
для отыскан1я числовыхъ законовъ^), Абелева теорхя произво- 



ла^. Аас1. Вапми ВегпоиШ^ рр. 3—23. — 8птта1к> рговгса8]о11ат 

XIX 1X1 

89п. €р -4- 9$п, 2(р 4* ^^* ^ Н~ ~Ь ^Зм п(р ^ Сов, (р 4" Сом. 2у + Сов^ 

X X 

З^р -{-..., + Со$, щр . АпеЬ Ь. ЕЫвго^ рр. 24—36* — ОЬаепгаиопев уапае 
с1гса вепев ех аш. те1 сое. а. а. р. {огта(а8. Аас(оге Лпё* М. 1ахШ^ рр^ 
37—70 (Главк, результ. ем. въ 8итшлг., рр. 5— 13> Ср. Ьасголх. Тга1(ё й. 
с. (1. вЬ (1. с. 1. г. ПГ, аП. 1014, 1015, рр. 1б&— 163. 

*) Ср. стр. 287, нрим. 2) ■ прим. 1) на стр. 314. Въ поиМшее время 
(съ 1856 г.) Сауку^ ВуЫ$1€г И друпе, въ особ, америк. математика пользо- 
вались Эйлеровымъ методомъ для счета и дМствит. образова111Я ннвар1ан- 
товъ н ковар1антовъ въ теор1и алгебр, формъ; ср. Р, Меуг. ВепсЬй аЪег 
(Не Гог^всЬпЦе й. рго;ес(1У. 1ауапап1еп(;Ьеог1е 1т 1е121бп У1е11еЦаЬг1111п- 

(1ег1, ^ак^€зЬе^^Ыи с1. Пеииек. МыкетаЫкег — УегвмЫдипд I Вс1. 1890 — ^91.[Бсг1. 

1892. Также во франц. переводе IV,— Рг. Меуег» Зпг 1е8 рго^гёв Ле 1а (кёо- 
пе <1е8 ]п?апап1з рго^ес11&. Тгад. еЬ аппо1ё раг. Я. Евкг. Рапе 1897, 
рр. 10, 71-75* Наибол'Ье ваи^чательиыя роботы по прим^нешю теор1я 
беях, рядовъ къ открыт1ю чнслов« законовъ въ намравл. нан11чеяномъ 
ЭВлеромъ принадлежать Г. П. Лежёщш Ды/^шлл^х См. ПпСегяпсЬппвеп ОЪ. 
уегвсЫеёепе Ап1ягеп(]п11веп ^ег 1пЯп11ев1та1апа17818 аа^ (Не 2аЫеп1Ьеопе 
уоп О* ^е^е1те-Г)^^^сЫе1;(1839— 1840). Беп18с1| ЬегашвевеЪеп у. К, Нлимш- 
пет^ Ьргд. 1897 (0811уа1д'& К1а881кег Кг. 91); ср. Аптегкппяеп^ рр. 111— 
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дяишхъ фупцШ^ въ которой производящая функщя '{> сяяаана 
съ данной /' уравнбяшкъ "^{х^у-^г^ ... - ^^/// • .е-*'»+у«^+*р+- 
/(«|,»^р. . . .) йийЫр, . ,, *), твор1я вычетовъ Коши^ гд* 
/=В((срл:))...„^) Само дйффврвн!иальнов исчислением съ точки 
зр'Ья1я Даграняш, принадлежите къ тому же ряду апалатяче- 
с(сихъ иетодовъ. Назваше п^роызводящиль функщй бнло форяядь- 
но введено Лапласомъ^)^ теор1я котораго основана на н^юто- 
рогь видоя;{м11нен1и г:)йлеровой идеи въ ириложея1и ея къ сте- 
пенны мъ рядамъ. Лапяасъ навываетъ производящей фунщ1ей 
данной /(х^\^ '^^^---'^я^ такую фуякц1ю перен'кнныхъ ^|, (^^ 
^34- - - -^п у ВЪ разложея1и которой по цЪлымъ входяцншъ свеие- 
нянъ этихъ нерем'Ьнннхъ данная функция служить коеффшЦен- 



116. — Уиоиян. на стр. 286 изсд^д. Риманна о законе прост. чнсе1Ъ пред* 
ставд. также прнм'Ьръ приложеихя метода произв. фупкцхй. Иридож. про- 
изв. фунвщй въ вычислен1ю числа сочеташй и вероятностей си. въ трах- 
тагЁ Лапласа о вфроятн. цит- въ прим. 2) на стр. 237. 

^) 8аг 168 ГопсМопв ёепёга(;псе8 еЛ 1е«Г8 с1ё<;ег|]1]пап1е$— поснертн. 
мемуаръ: Оепугез сотр1ё(;е8 (1е N$€1$ НепНк АЬе1, Т. 11^ Хопу. ёд. СЬш- 
^^ап^а 1881, рр. 66 81. 

') Си. неиуаръ Саиеку: Заг ни попуеаа цепге с1е са1си1 ашЦо^!^ ав 
са1сг|1 1п&п1(;ё81та1 въ ЕхегЫс^а </е Ма^ёт,^ I, 1^ Рапе 1826, РР II П1У. я 
друпе мемуары о томъ же предиетЪ^ помЬо^. глава, обр. въ тт. I, 11> IV 
того же сборника^ также мемуаръ: ТЬёопе поиуеИе ёез гё81(1о8 ^оо(1ёе 
8ПГ 1а сопвИ. с1е8 1п!;ё^г. рНвев еп1ге (1е8 Ит. 1та^. е% ваг се11е (1е8{опс^ 
топо(1готез еЬ шопо^ёпеа. С. Яепс1. 1857, 1-ег зет. рр. 406 вшу.^О связи 
существ, между теор. вычетовъ и формулами Фурье см. въ Мсто1ге 80г 
ГаррЬ'саИоп <]п са1с. (1. гё81(1и8 а 1а 8о1п1. (1. ргоЫ. (1е р11у81д11е ша^Ьё- 
таидпе р. Ж. А. Ь. СаиеНу^ Рап8 1827. — Къ тому же роду аналит. ме- 
тодовъ арииаддежитъ Са1сп1 (1е ^ёпёгаИваиов раг ОаЬгШ Оигатаге, бе- 
пёуе 1893 (аи^о^^г.)*, ср. предислов1е Лэзпна^ рр. 3—6. 

') Ср. лрнм. 2) на стр. 287. — Р^гге 84топ^ Магдтя Ле Ьар1аее рОД. 

въ 1749 г., ум. въ 1827 г. См. б1ограф1ю Лапласа въ Вю^гарЫе пшуег. 
СМ1сЬаиа) апс. ее гаоё. NоиV. ё(1. Т. ХХ1П, рр. 229-289 (Рапво!, геуп 
раг АИг. Маогу) также у Кет. Н18(;. <1. ас. ш. 1;. X, рр. 68 вшу. Пелное 
собран1в сочинен1й его издается съ 1878 г., Парижок. Академ1еЯ наук* 
въ 13 томахъ: 1—6 томн — Небесная Механика, 6-И8Дожея1е Снетеми 
М1ра, 7— Теор1я В*роятн., 8—13 (вышли 8— 1» том ы)- мемуары. 
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темъ цри ^^ *1. 1^'»- ^2 '^"- • •'« '^''^)- ^^ъ цодр^но |шшдъ 
адгориемг арндуманиаго имъ исч1слен1я гдамынъ обра;»о11Ъ 
въ црмежбнхн 1съ разностному исч1№ДбН1м> и еоирикашшщися 
бъ нщмъ аадачамъ тфо]^1и рядюъ, для едучаенъ одной и диухъ 
иерен'Ьнныхъ въ иеиуарФ с8иг 1в 81и1;е8» представленномъ Па- 
рижеаей АБаден1и Наужъ въ 1779 году^^) а зат'Ьиъ въ нер- 
пой части своего знаменитдго трактата о в'Ьроятностяхъ: сТЬёо- 
пе апа1у1;^^пв (1е8 ргоЬаЪ1И(ё8», нааечатаннаго въ 1812 го- 
ду^). Я не стану излагать зд'Ьсь всЬхъ выводовъ вел^каго 



•) МётО]ге ваг 1ев 8111168. НШ, е( тёт ее ГАс. с/. Не. 1779, РагЫ, 
1782, рр. 211—212, 263- 254, 309.— ТЬёопе апаЬ а. ргоЬаЬ. 3-е ё(1. О. сотри, 
г. VII, ].. I, ати 2, 12, €7, рр. 7, 49, 67. 

*) Ск. 1. с. въ пред. орнм. рр. 207—309. Этотъ мемуары, снабженъ 
зам'Ьчашями, хорошо выясндющннд историчеоБое (.'ГО ао1ожев1е и врат* 
кимъ введешемъ (рр* 207— 211) содаржащямъ превосходное издожеи1е сущ- 
Н0С1М и 8иачен1и во-Ьхъ гдавныхъ ре8у1ь«атовъ работы. ВаниФйшге дзъ 
нмхъ связаны съ раслро0транен1емъ сеор1и воввратп. рвдовъ на схучай 
двухъ оереи. (вёпез гёсаггогёснггбпив) н съ оообнмъ кетодонъ преобраз. 
1И11в§н. дифф. в равностн.— уравнешЯ восредсув. ооредйленннхъ ннтетра- 
ховъ. Теор1д возвратно— воввр. рядовъ мзлояева виервые Ландасомъ въ 
немуар'Ь 8аг 1е8 воИев г.— г. е1; когв вна^ев (1ап8 1а (кёогае дев кавагсКв 
{Мёт. рт, р. (1и>. $. б^с. и VI, 1774. Олиггы. <1е Ьар1ае9, 1. VIII, рр, &— 24); 
сх. тшиве КвсЬегскез ааг Ип^евгаНои дев ёя* (11№геп(1е11е8 аих (НЮгеосев 
Г1П1ев е% ваг 1еаг ав^^е <1а1ш 1а 1кёопе <]• Ьа8аг(1з. Мёт. рг, раг 1^1«, <. 4*^. 
и VII, 1773, Рапз, 1776 Оеиргы сотр1 Не 1ар1асе, Ь. VШ, рр. 69^197; 
мем. Лагранжа въ Шию. Мёт, с1е ГЛе, с/в Вег1,, 1775: КесЬегсЬев заг 168 8и1(ез 
гесаггеп^ев (Ср« Мёт. ». и» шли» 1. с. р. 203). Первыя раб01Ы Лалхаса по 
ннтегр* дифф. и разности, уравнетй наход. въ мемуар'Ь: КесЬегсЬез впг 
1е са1са1 1п1ёвга1 аах (11{{ёгепсе8 зпГ. реи^ев, & апх йШ» Пп1ев. М*9сМ. 
ТаигЫ. Т. П% 1766—1769, рр. 173 (Ивег 2731-345. О Лаплаоовонъ праоб- 
разов., его тсор1и и ра8вят1и его въ ьов. время см. Ь. ЗсЫеппдег. Навё- 
ЬпсЬ (1. ТЬеог1е (1ев Ипеагеи 01№гепиа1в1е1сЬппвеп. Вй. I, Ьрг^* 1895, 
рр. XVIII-XIX, 396-426, В(1. II, 1 Ьргв- 1897, рр. 405 -407. 

') Первое изд&н1е этого трактата доявиюсь въ 1812 году; 3-ье и 
яосд-Ьдибб при жизни Лапласа 'ВЪ 1820 году. Въ VII томФ лохнаго собра- 
и1я соч. Лапласа воспроизведено это посх'Ьднее изданхе съ новымъ инте- 
ресныиъ добавлешеиъ (4-е варрЬ рр. 617—645) о произвол. функц1яхъ и 
ихъ прихож. къ теор. в'Ьр., сд'кданнымъ Лапхасоиъ въ 1825 году. Объ 
этомъ замечательно мъ еочннен1и, а равно и о другихъ трудахъ Лапласа, 
поскольку они относятся къ теор1и вероятностей, см. въ особ, въ книгЬ: 
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геометра и ограгачуеь только однемъ зам'ЬчанЕеиъ о саюмъ 
Лапласовомъ опред'Ьлешн производящей функщн. Вг сиу 
этого опред'Ьлетя^ для случая одной перен'Ьяной, пронвводя- 
щая фунБЦ1я Р{ отъ данной /х связана съ этой последней урав- 

нвн1емъ: _1^:^_=/а?, обнаружнвающимъ связц существу- 
Пх+1) 

ющую между теорхей Лапласа и теорхей производннхъ съ ка- 
кими угодно индексами, а сл'Ьдовательно и съ теорхей опред'Ь- 



А Ыа^огу о{ ^Ъе Ма1;Ьетаиса1 1Ьеог7 о1 ргоЪаЫШу !тот (Ье Ише о{ Равса! 
(о 1Ьа1 о( Ьар1асе. Ву /. То(1Ни1иег. СатЬ. & Ьопс[. 1865, рр. 464—613. 
Первая книга Ан. Т. В.: сСакп! с1е8 Гопсиопв ($ёпёга1псе8» (рр. 1—180) 
содержитъ изюжеше аиалитнческихъ методовъ лежащнхъ въ основанм 
Лашасова нсчнслетя вероятностей; обзоръ этнхъ нетодовъ я обоця раз- 
сужден1Я объ нихъ см. въ 1п1то<1пс1;10п (Евва! рЬНоворЫчие виг 1е8 Рго- 

ЬаЫтёв), рр. XXI — ХЫ1: Ьв« тё^Ноёе$ апа^у^^^ие^ ёи Саки1 Лы ргсЬаЬИНё*. 

Въ эту первую книгу вошли съ новыми дополнеи1ямн ивсл'Ьдованхя^ ямо- 
женныя раньше въ Мёто1ге виг 1е8 8ш(;е8 (Ргетхёге рагНа, рр. 1—88 перв. 
кн. Теор. В^роятн.) м Мё1П01ге впг 1е оа1си1 арргосЬё (!е8 !^отпт1е8 дп! 
8оп1 !о11с1;1о118 с1е (гёа ^гапёв КотЪгев (1782) (Зесоп(1е раг^е, рр. 89—180). 
И&10Ж. этихъ изсл^д. можно найти также у ЬаегЫх, Тт. (1. е. (1. е( (1. с. 1- 
и Ш, аП. 1109—1139^ рр. 822-373, аП. 121» вп!?. рр. 502 801Т., аг1. 
1251— 12№, рр. 567—574. - Самое исчисл. проивводящ. функщй состоять 
тяавнымъ обравомъ въ приложети гЬхъ соотношение которыя существу- 
ютъ между производящими данннхъ функц1й и другяхъ образоваяиыхъ 

изъ нихъ сюжныхъ функц1й. Такъ. если произв. данной функц1н ух ^^^ 
щ ТО произв. ея разности Д ух есть и I — —1 I (р. 8), производящ^ 



* "ал ' * 

2 л«Ух+А=уУаг есть «* 2^ 7^ (•6|Ч/), производ. Д ^Ух-^т = 

гг/ " ал \' / 1 V 

— I 2^ —^^ I • I "Т"— 1 I {^Ьи.) и т. ц. — Вообще произведете двухъ 

рядовъ ит есть произв. функц1я н-Ькоторой новой функц1н Ьух \ пронзве- 



п 



Аеи1с иг^ есть сл'Ьдовательно произволяи^ая функшА о//^ ; это поегЬд- 
нее зам'кчан1е служи! ъ основа111емъ иовыхъ интересныхъ выводовъ состав- 
ляюи^ихъ предметъ IV дополнетя: «Теор1и в-Ьроятн.». 
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1бнннхъ интеграювъ и внчетовъ^). Сахъ Дапласъ даетъ сл^Ь* 
дуюшую формулу, которую нетрудно вывести н эначен1е кото- 

рой легко уснотр'кть: /»=2" Х^С^^ ^)- ^""^"^ ^^^Ф^. — ^). 

— п 



Для полной опред'Ьленности Эйлеровой задачи о суммо- 
ван1и безконечнаго ряда необходимо быть увФреннымъ въ томъ, 
что данному разложенш соотв'Ьтствуетъ одна только произво- 



') Ср. прям. 2 на стр. 424. 

') ТН^огге апа1уг, Л. ргоЬ. Ь. I, Соп81<1ёга11оп8 ^ёпёга1ев зпг 1е8 {"опс!. 
бёпёг., аг1. 21. рр. 88—84; Лапдасъ оокавываетъ дад'Ье (рр. 84—85) вакъ. 

п п I 

ПО уравнетю ^^ а^ Ух-^-к + л; ^ бГ* Уж+Л = ^ можно опред*1ить, 

/ж— 1 
^ Т. Л1 функфю Т отъ I и пределы иятетращи: 

Т дается дифф. у-^еиъ ^ _ 1 7^ у -— 1+ Г У ~т-=0, а пределы ин- 

теграц1и соотв ^=эои п корнямъ уравнен1я У — г- =^ сумма про- 

к=о ^ 
изведен1й янтегр. взят, между одиинъ изъ этихъ дредЬювъ и оста1Ьныии 

на произволья. постоянный и продставл. собою полную ведичииу ух *0п 

уо!(;^ раг се ^ш ргёсё(1е>^ аам'Ьчаетъ он'ц Гапа1о^1е ^и^ ех1з1е еп^ге 1е8 
{опсиопв вёпёга1псе8 (1еа уапаЫез е1 1ез 1п(ё{$га1ез ({ёПшев аи шоуеп 
<1е8^^е11е8 сев уапаЫез репуеп!; ^.1ге ехрптёез». Чтобы еще лучше выяс 
нятъ эту аналопю, онъ находить (рр. 85— 86> посредствомъ днфференц- 

нодъ внакомъ формулы ух = /ГШ Ь"^^ конечный разности идифферен- 
щалы различи, поря ДЕОвъ фун ВЦ. у^ — : /\^ух == СТй1 ^"^{~^^^\ » 

гд* а и8М'Ьнен]о х\ полагая его безвонечно мал = ^ мы найдемъ — = 
1'\-(1х 1од-,и ел Ьд. -^^ =у* ТШ ^- ^ ( 1оду \\ Ср. стр. 401. 
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дящая фувк((1я, для чего нужно прежде всего ик'Ьть пряяцниг 
отождествлешя I разл|[чея1я ашьлнтическнхъ функцгМ. Такой 
иринцицъ, неизвестный еще Эйлеру и его совреяенникамъ, 
наЛденъ лить въ наше время п составляетъ одно мзъ вели- 
чайшихъ открытхй современной тсор1и функц1й. Это — начало 
моногенности, впервые ясно и прочно установленные въ знане- 
нитомъ Вейерштрассовомъ мемуарЬ с2иг ГипсМопепЬЬге» 
о которомъ я говорилъ въ 11редислон1и^). Вейерттрассъ вм1(сгЬсъ 
т'Ьмъ показалъ, что одннъ и тотъ же рядъ, для различныхъ зна- 
чен1й перем'Ьнной, иожетъ служить разложен1емъ совершенно 
различныхъ моногенныхъ функщй^). Опред'Ьлен1е Эйлера м^- 
жетъ быть, сл'Ьдовательно, прим'Ьнено непосредствшгно^ безъ 
всдмхъ ого&орокъ^ лишь къ рядамъ особаго рода^ къ которому 
принадлежАтъ^ какъ прост'Ьйш1е^ стеяеянне ряды; эти восл^д- 
ше Эйлеръ и нм'Ьлъ гдавпымъ образиъ въ виду въ своихъ 
разсужден1яхъ ^). 

Хотя начало моногенности и было неизвестно Эйдору, 
однако ему именно прннадлежитъ введенге понят1я^ служащаго 
главннмъ основан1емъ втому началу. 

При нахожден1И производящей функц1и даинаго стеиеи- 
даго ряда иогутъ иногда представиться непреодолимня затруд- 
нен1я: эта фупкц1я и по самой природ'Ь своей можетъ быть 
невыразима помопцао символовъ обыкновенной алгебры и даже 
трансцсндентнаго анализа и^ во всякомъ случае, нахождепе 
этого выражен! я или нользованхе инъ можетъ быть очень труд- 
нынъ; тода рядъ является единственнимг доступнимг выра- 
жешемъ цроизводдщей функщи. Для аривмешическаго вычдс* 
лен1я соотв'Ьтственныхъ значен]й функц1и рядъ можетъ служить 
лишь при гЬхъ аначен1яхъ перем'Ьнной^ при которыхъ ояъ 



') См. стр. 2 и С1'&Д. 

*) См. стр. 6-9. 

=») Ом. стр. 420. 1пн. са1е, Лу. Р. II, Сар. I, аП. 2, р. 227. 
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СХОДИТСЯ. Его, однако, можно, располагая раздохепе по ете- 
пенямъ н^Ькоторой, соотвЪтетвенвынъ образоиъ выбранноК^ фуяк* 
ц1и датой лерем'Ьятгк, зам^кипь другинъ дквжвахеятннмъ му 
рядоп, нн'кющинъ суны соответственно равныя суммамъ дан- 
наго для т'Ьхъ значен1Й пврех1^нной, для которыхъ они оба 
сходятся; новый рядъ ножетъ бнть сходящийся и при знача- 
Н1яхъ лереи'Ьнпой, пря которнхъ данный рясходится и, такииъ 
образонъ, заи-Ьнять его въ этихъ случаясь для вычислен1я 
соотв«Ьтстввнныхъ значен1й производящей функц1И. Такъ возни- 
каетъ задача о преобразовапги рядовг; эта задача была из- 
вестна уже лр«дтественникамъ Эйлера, которые на р'Ьтея1е ея 
сиотреди, главныиъ образомъ, какъ на средство ускорить 
сходниость ряда ^). У Эйлера ретея1е это служить средствоиъ 
для арнеиетическаго суимован1я расходящихся рядовъ^ или 
расгииренгя области согодимоспш даинаго ряда; это есть, 
следовательно, въ существе дела, то что въ наше вреия из- 
вестно подъ наавашеиъ задачи объ аналитическоиъ продол- 
женги функцти изображенной данныиъ рядоиъ ^). 

Эйлеръ лолатаетъ въ ряде «=ао+^»^+<зг2^^+^2^^+^'с., 

У 
X = - -^ и, разлагая результатъ постановки по степеняиъ у 

вводитъ снова переиенную т; такииъ образоиъ получается пре- 
образованный ридъ, расположенный по восходящамъ степеняиъ 



') Ср. 8Иг1тд. Ме(Ь. <]11Г. р. 17^ 1>е зепеЬаз чпае се1еп118 соп7«гя11П<;; 
ен. |'Ш. рр. 20 844- Дажаибертъ, еъ ц•Ь^ью уекор. ояодяи. етепея. ряда^ 
уногребл. иросгЬйшее преибраз.: х^^к—х'; ср. к с. гь прни. 2) на стр. 
418. аЛ. 27—29, рр. 179-180. 

*) О превращен1и расходящихся рядовъ въ сходялиеся говорил ъ 
еще Го1Ъдбахъ: си. его мевуаръ 1>е 1гап$Гогтаиопс вепегпт., въ Сотт. Ас, 
8с. 1тр. Ре1г, I. 11 1727, Ре1г. 1729 Срр- 30-34), въ конц*,р. 34*, ср. пнсыю 
Гольдбаха къ Эйлеру (8с. Ре1»т8Ь. 25 8вр1. 1745), Соп\ т. А* рк. 1. I, рр, 
330-331. 
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Точно также рядъ з^=а^^а^х — а^х^-\-^с. превращается въ 

суть посл'Ьдовательныя разности коеффщхентовъ а^^а^^а^,..}) 
Когда ковффкщенты эти таковы^ что^ начиная съ равностя яз 
в'Ьстнаго порядка, всЬ сд1дующ1я разности исчезаютъ, то пре 
образованннй рядъ о()ращается в7> конечный и даетъ рац1о 
наяьную нроязводяи^ю функц1ю даннаго. 

Такииъ образоиъ Эйдеръ находить., наприи'Ьръ^ что 

2'^Рх^=—-Л1 — -- и что сумма расходящагося ряда 
^ (2 — ху 

Ь=1 



*) /пяа'/. аЛс. (/•/. Р. II, Сар. Т, Бе ТгапзГогшаиопе веггегат (аг1 
1—18, рр. 227—243), аг<;. 2—4^ рр. 228—230; тотъ же методъ ариагается 
къ вычис. суммы конечваго чнс1а членовъ: аП;. 5, рр. 230—231. 

'3 /М. аг(;. 7—8, рр, 232—233; о значен1и сдучаевъ когда х=А въ 
зпакопост. и знакодерем. ряд'Ь см. аг1. 7 виЬ йп. 1п. аг(. 8 зпЬ 6п. рр. 
231 — 232^ 232—233 гезр. Выводъ форм. Эйл. се астат, чллпуми н подроби.. 
разборъ ихъ см. въ меи. Ропсе1е1: Арриса(;1оп (1е 1а тё1Ь. (1. шоуеппез а 
1а 1гап^^т. в1с. с1. зёпез, СгШеш Лит, 1. ХШ, 1836, рр. 1 — 54. — 
Интересный соображетя объ Эйдеровомъ преобразовашн рядовъ и о 
значвн1и его въ теор1и анадит- фунвцгй можно найти въ зам^тгЬ: 
«8аг 1а 1;гап8Гогтаиоп с[*Еа1ег е! 1а (1ё^егш1паиоп (1е8 ро1п18 81п- 
ртИегз (1'ппе ГопсМоп (1ё11п1е раг зоп (1ёуе1орретеп1; с1е Тау1ог>, 
раг М. Ьк-пи Ып<1е1д/, Сотри» геЫ. 1898, 1-ег зет. (Т. СХХУ1), рр. 632- 
631. Кавъ эам']^чаетъ авторъ этой зам'Ьтви, орсобраз. Эйдера можетъ при- 
вести въ расширешю области (веществ) сходимости ряда лишь въ тоиъ 
слу^а'Ь, когда производящ. функщя не им'Ьетъ особ, точокъ вд^во отъ орямой: 
вещ. часть х = '/яп предполагая рад1)съ сход, дервоначальнаго ряАа = 1. 

') 1я*/|7. са1с. </|^. Р. II, Сар. I, аг1;. 9—11, рр. 233—238. Если пре- 
образовадпый рядъ безконеченъ, то, дри завоиоперем'бнности первонач. 
ряда, онъ во всявоиъ случа'Ь сходится быстр11е нтого послед няго (аг1. 8, 
р]). 232—233) и можетъ служить для бол1>е приближ. вычисл. его сумям. 
Расходяпцйся рядъ можетъ быть нреобразоваиъ въ другой, до крайней 
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Первая пава второИ части «ОснованМ ДифференцЦяь- 
наго Исчислешя», сверхъ указаннаго р'Ьшешя^ содержитъ еще 
нзложепе нЪкоторнхъ другихъ сиособовъ преобразовая1я ря- 
довъ, а ияеяно посредствонъ разложен1я даннаго ряда по вос- 
ходящжнъ степбнянъ мррацхоналышхъ н транецедентныхъ функ- 
Ц1| пврен'Ьнной ^). Разностное исчисленхе, служащее для пре- 
образован1я рядовъ, ножетъ, въ н'Ькоторнхъ случаяхъ, служить 
I для нахождбН1я сунны ряда, когда известна сумна другаго^ 
простишаго ряда. Во второй глав-Ь второй части сДнфферен- 
1цальнаго Исчислен1я>^ — -^Ое 1п?е81;1заиопе Зепегит 8итта- 



м'Ьр'Ь по1усходящ1Дся, (что будетъ въ томъ случае когда радтусъ сходим. 
предлож. строки = 0) н, въ такомъ случае, вторичное прн]гЬнен1е пре- 
образоватя къ расходящейся его части, а загЬмъ последов, прим-ьн. тото- 
же процесса можетъ послужить для вычисл. суммы первонач. ряда съ до- 
статочно большой стенью пряближеи1я. Эйлеръ преобр. такимъ цутемъ 
гииерреометр. рядъ 1—2+6—24+120- 720+5040— &с. (рр. 235 -236).— Сум- 
мы таяихъ существенно расходящихся рядовъ ногутъ быть вычисляемы 
также путемъ ореобра80вав1я ихъ въ непрерывный дроби; см. мемуаръ 
Эйлера: Ве (гапаГогшаНопе вепе! (Цует^епив I— тх+11|(т4я)ж*— ««(ш+я} 

(т+2я)х»+ 1п Ггас110пет соп^пнат. N090 Аыа Ле, 8с. I. Ре1г, и П, 

1784, рр. 36 8^^., ср. прим. 3 на стр. 284; письмо Эйлера къ Гольдбаху 
Вег). 7 Ап^. 1845 (цит. въ прим. 1 на стр. 382). Саггйч». та1Н, е( рк. %, I, 
рр. 324-326 (ср. письмо Г. къ Эйл. 8. Ре1. 25 8ер1;. 1745 I с рр. 330— 
331; Э. въ Г. Бег1. 23 Ос!. 1745, рр. 333—334. Пе 5егиЬи» ^ИгегдепНЬш. Апс1. 
Ь. Еы1его. ЛЪ» Сотт. Ас. Зс. I, Ре^г. Ь. V, 1754—1755, Ре1г. 1760, §§ 21—29, 
рр. 224—237; ЬасЫх. Тт. <1. с. ё. еЬ й. с. 1. !. III, аг!;. 150 (яо1е)^ рр. 
З91'*392. Ср. еще интересн. мем. Яеяп' Рш/^. 8аг 1е8 зёпез епиёгез'сопуег^;. 
е! 1е8 Агасиопв еопйп. гаМопп. Лыа Ма1к. I, ХУШ, 1894, рр. 97—111. 

») 1п$Ш. еЫс. <И//. Р. II, Сар. I, аП. 12, 13, рр. 238-239 подст- 

а«у(1-у); аге. 14—17, рр. 239—242 : а?==у(1+яу)'' ; аг1. 18, рр. 242—243: 
хг=л у, — Другой методъ преобр. рядовъ см. у Лапласа ТН, с/. ргоЬаЬИ. 

]^. I, аг!. 9: ^е 1а ^тапш/отш1ит Л$* атШ (О. С. с/в Ьар1асг^ !. VII, рр. 35 — 

37. ШЛ, Ь. I, 8ес* раг(. сЬ. I, аг!. 22, рр. 87^92 (или Мёт. зиг 1е8 Ьг- 
пш1е8 чп! 80П! Г. й. !г. ^. п. М^т. Не ГАе. Л^ГРаНш, 1782 Р. 1785, рр. 6—9) 
эам'Ьчательное преобравованае Бернулл1ева ряда (ср. стр. 192, прим. 4); 
ср. Кгатр въ ШпЛмЬигд'ш ^гсА», Не^!. 10. 9. 223. См. еще *Эйлеровъ 
мемуаръ: Соп81<1ега!1о ^^ап1п<1ат вепегпт. ^цае вхп^а!* ргорг. зпп! ргае- 
с[1ие, ^ог. Сотт. 1.111, 1750—1751, Ре!г. 1753, рр. 86—108. Ср. статью 
«11т&гтпп§^ с1. КеШеп» въ матем. словар'Ь^/м^е/ 31о//||'.-Огип. Егз!. АЫЬ., 
V ТЫм I Вй. (Ьр»в. 1831), рр. 347-382. 
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ЫНиш^» — Эйлеръ даетъ формулу дм «иред'Ья^я суты 
(А).. . . -^= А% + \^Ан йк X т сумм* й^ = Т^а* я: (В) *). 

Для нахождбЯ1Я ^той формул» оя*ь нредиолягаегь 

(Г)...^?=а^в+ >^-|| • -^^^ , оравгавая это рпвложеше съ раз- 
лит 
ложбН1М1Ъ (А) отнсвиваетъ коеффмцштн а^^ а}^. . . . м полу- 
цтчъ такимъ обрвяомъ вскокое виражвмЁе для 2 -^ : 2 '^ 

Эта формула даетъ р'Ьнтете предложенной задачи^ «8^^т- 
^ш оо^П11а ГаегК зипша & . ., а^^ив А,.. . сопаШиапЬ вепеш, 
^пае ай <11Я'вгвп1;1а8Соп8<1ап1;ввдейис11;иг»*), Въ другмхъ случа- 
ялъ сзишта зепе! 2 рег поуаш зепеш хпйпИаш бхрптб1иг, 
^аа6 1п1ег<1иш та^18 еопуег§;е1; 4иа111 ргорошка; в^^ае 1э1;а 
8бГ1е8 1п аИаш 81Ь1 ае^иа1ет 1;гап8ГогтаЪ11;иг> ^). 



О 1п»Ш.са1с. ЛУ/. Р. II, Сар. П (ят%. 19—43, рр. 244—266); см. аН. 
26., рр. 249—250; въ аг!;. 24-25, рр. 247—219, разсматр. предваряТбАНо 
частя, сжучай, когда чи'^ла Л составляютъ геометр, прогресс! ю. 

') ИЫ. аг!. 26 зпЪ. 1п11. Эдлеръ находить такимъ путемъ сумму 
Ъх 10x2 27»' 26я:* 37а;* х 

ряда ^^^+Т2+ТМ'^1:2Ъ7^+ТЖЪЛЪ+^''-' а+^)(2+х) (аЛ. 27, 

рр. 250—251) и замФчаетъ дал'Ье, что «^оае Ьас1енпз 5пп( 1;га(11(а попао- 
111Ш а<1 вепез ]п 1п1111итп ехсаггеп^ез 8рес!;ап1^ зеЛ еПаш а^ зптгнпазяпо^ 
сипдпе 1сг1пшогат> (аг1. 28, рр. 251—252). 



00 X 00 ® *'"и— 1 

2=1 + 2 *-=-=!+ 2 4--^*' и сл*д. 5=_1-; 5:= 2 ^^=^^^^~^, 
А=1 ^ Л=1 '^ ^•'^ ь_1 АС1-Х,* 



оо . • * А: 



(ап. 29); 2-1+Д -_^^^ —-+^^^^+^^Л^^+^с, 



полагая 
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Д1Я лреобрмоватя строки (Г) въ строку расположен- 
ную 00 восходящннъ степенямъ х^ Эйяеръ прнб'Ьгаетъ къ по- 
членному дифференцнровашю строки (В) ^). Такое днфферен- 
цнрован1е рядовъ, сумя которнхъ ивв'Ьстнн, служятъ еку^ въ 
той хе глав1Ь, н сано по себЪ, средствонъ для сунновапя но- 
внхъ рядовъ. 

ВсФ дМств1я надъ рядам пронзводятся при этомъ, со- 
гласно съ обнчаенъ натеиатиковъ того времени, бевъ всякаго 
вннман1я къ вопросу объ илъ сходимости ^). 



]Р (— 1) о? =--— (аг(;. 30); въ аг1. 31 тотъ же рядъ сравнивается 
*^ 1+х 



• • • 



1 X XX X* 11 

съ рядомъ 8 = -д— -2-+-4"— §-+^с=-у— у^(1+я?); дм А, А,, 

подуч. знач. ^^ 3» 5' 7 " ^=^ " 3(1+а:) "" 3.5(1+0?)» "" 

2.4дг» 

3.б-7(1+^)'* "" *''' 

>) 1пж(, сак, ^^^//. Р. I, Сар. II, аП. 26, р. 249, ^р. аг(. 25, р. 248. 

*) 1Ш, лтЬ. 19—23, рр. 244—247, * ряды раепод. во восх. степ. «, 
аг1, 32-43, рр. 266—^.66 — ряды вида 2 ^-ч — —Ср. прям. 3) 

к=^ (а* + Ькху 
жъ стр. 279 (стр. 280), Ивтереснне прнм^рн лрнюженгя оочденнато дшф- 
фереяц. и ■нтетрирован1я къ сумноватю рядовъ можно найти еще въ 
Эйяеровыхъ немуарахъ: Ехегс1(;аиопе8 апа1711сае, Лоф. Сотт. 1. XVII, 
1772. Ре1г. 1773, рр. 173, 844.; Уапа атибсва 1п 8еп1егпт {п(1о1ет 1пчш- 
ге1]<11, Ор9ие. 4па1. Т. 1, Ре1г. 1783, рр. 48 8^^.; Ве зепеЪпа ро1е81а(11т 
гес1ргос]8 те(Ьо<1о пота еЬ ^сИИша 8аттап<)18; Ори»е, Апа1. Т. П. Ре1г. 
1785, рр. 257 844.; ВевепеЪпв тетогаЪШЬпячшЬпззшаз е(С081па8 ап({а1. 
тпШр1оп1т ехрпшеге исе1. МётЫгбш Л* ГАс I, Л, 8с, 41. 81. Р. Т. V, 1812, 
8. Р1. 1815 (Сопу. ехЬ. 13 Маг1. 1780), рр. 57 здд. (въ прнюж. къ триг. 
рядамъ). — Идея систеиатическаго прнюженгя этого нр1ема къ суимо- 
вая1Ю рядовъ находится еще у Стир1инга: Мв(к. (/•//., ЗиттаМо вег. Ргор. 
ХУ: 1пуеп]ге Ае^оа(^опега 81УеА1§еЬга1са 81уе Р1ах1ола1!з в!!, созпв Каёхх 
еп1 §епсз дпаесипдие (1а1а ^пае (1еГ1пипг Ле^оа^^ОI1е ^п^иа Тегт1п1 8е- 
пе\ $12П( ипшз 1ап(ат ^1р. еп810111з (степени, ряды), рр. 75-84. См. также 
въ иереписк'Ь Левбница и Ивана Бернудли (ЬегЬп, ЫлЬЪ. ЗсЬг. 11Г8§. у. 
Оегкаг(И, Ег81. АЫЬ. Вд. III) письма Л. къ Б. Напоу. V,. Хоу. 1696, р. 
336, Нап. 9 Вес. 1696, рр. 336-337, Б. къ Л. — агопЬ^ае 1 Бес. 2696, 
рр. 341—322. 

Ваш Жм. Отд. Т. ХУ1. \% 
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Мы пврейдемъ теперь бъ разбору трегыШ части Эйдеро- 
вой системы анализа— Еъ сОсноваяЁлнъ Интегральпаго Исчис- 
лен1я ^). Я ве стану передавать подробно содерханхе этого 
трактата^ который сталъ классическниъ ; я скажу лить 
объ общемъ его планФ и обращу внииан1е на т'Ь особенности^ 
которыя характеризуютъ его по отношенгю къ занимающей насъ 
исторш основныхъ началъ теор1и функщй. Эйлеръ разд'Ьляетъ 
свое сочняен1е на двЪ книги: въ первой онъ излагаетъ <ше- 
1;Ьо(111т хпуезИ^шкИ ^ипскшпев ипхив уагхаЫИв ех <1а1;а ^иа- 
дат гекконе (ИЯегепМаИиш ^ ^ — вторая посвящена фунБЦ1ямъ 
н'Ьсколькихъ переи^нныхъ ^). Первая книга разд'Ьляется на 
дв'Ь части^ изъ которыхъ первая разсиатриваетъ дифференц1аль- 
альныя уравнешя перваго порядка ^1, вторая — уравнеп1я внс- 



») 1п$Шииопе9 сакиИ мЫедгвЫ» Б(1Шо 1ег<;1а И, I— IV, Ре1гор.: 1824— 
1827—1845; ср. стр. 260, прим. 2) — Си. интересный фактъ, относяпцйся 
въ этому сочинен1ю въ посл'Ьднемъ лисьм'Ь Эйлера въ Гс>льдбаху, ВегИп 
<1. 17, ОесетЬег 1763, Соггевр. т. ^ рА. 1;. Ь р. 671; —также письма Э. къ 
Лагранжу 8*. Рк. 7|« ^^уг. 1768, "/.т ^апV. 1770. 0. Л Ьадг, %, XIV, рр. 
213—214; переписку Даламберо^а и Лагр. 1769—1771 раз91т. О с1е Ьадг. 
и XIII. — О раз1ич11ыхъ травтатахъ по интегральному исчислешю появив- 
шихся въ пропиомъ сто1'Ёт1и ем. у Моя1ис1а, Н1з(;. (1. ша1Ь. Ь 111ч Р- '^^ 
Ъ, I, XIV, рр. 134—138; таваке въ Клюгедевомъ матем. сювар!! I АЫЬ. 
II ТЬ. рр. 765-782! (твзсЫсЫе Лег 1п«;ейга1гвс1тип8- Особевно интвре- 
сенъ травтатъ Бугэнвилдя, въ воторомъ налагаются мнопя зам-ёчательния 
изслФдованЫ Даламберта: Тга1(;ё ^а Са1сп1 1п(.ёвга1 роиг вегухг йе зш(е 
^ ГАпа1у8е дез Хпбпшеп! Ре1а1в о[е М. 1е Магяо]8 ее ГНбрНа!; раг. М. 
Ве Ваидмп9Ше^\е^вппе. А Рап8 1764, 1756 (2 тома); ср. РгёГасе (иоторнч. 
введете и перечисл. главн. источи.) и реценз]ю Николя и Далал/крта предот. 
П. АВАД. 17 Янв. 1753 г. (рр. V--XXII, Ь. I). 

2) СакиН ЫыдгаНз ЫЬег рпог занииаетъ два первых'}, то и а: ЬЛег ро- 
«(еп'ог— томъ трет1й, который заванчивается приложетемъ: АррешИх Ле Са1' 

сик 9агга1%опит^ и ДОбаВЛ0Н1емъ: 8иррктеп1ит сопЫпеп» еЫиЫопет сатит »Ы 
диЫпит Ыгеа %п1едгаиопет аедиа1» й1(1'егепНаиит^ на ВОТОрОе МН'Ь ПрЯДетСЯ 

еще ссылаться. Четвертый томъ содержитъ въ себ'Ь XI Зиррктеша къ 
различнымъ отд'Ёлаиъ Инт. Исч., заимствованвыхъ изъ различныхъ менуа- 
ровъ Эйлера, неизданныхъ, или уже напечатаиныхъ въ Комментар1ЯХЬ я 
Автахъ Петербургсвой Авадем1и. 

') 1п$(. с. гп1. I. I. 8ирр1ет. I-VIII, к. IV, рр. 3-524. 
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шихъ порядковъ ^). Первая часть разделяется, въ свою оче- 
редЬу на два отдела, изъ коихъ первый занимается интернро- 
ванхемъ днфференцхадьннхъ фориуяъ ^). 

Хотя, какъ ин уже видЪли^ 9йлеръ снотритъ на инте- 
гральное исчнслен1е кавъ на особый случай исчислеюя конеч- 
ннхъ суммъ ^), однако понят1е объ интеграл'Ь даннаго диф- 
ференц1ала^ какъ о сунн'Ь его значен1Й онъ счнтаетъ мало 
удобннн'ь и не достаточно строгииъ и, сохраняя Дейбницево 

обозначеше, разснатриваетъ фориулуУ*Х.</а; только какъ функц1ю, 

коей диффервнц1алъ есть Х(1х *). Опираясь на такомъ опред'Ь- 
лея1и, обратный аналнзъ безконечно-иалыхъ выигриваетъ въ 
простоте и цельности своихъ основныхъ положен1й; съ другой 
стороны совершенно закрывается путь къ развнтхю геометрической 
тоор1Н ивтеграловъ и изобрахаемыхъ инн функц1й; между т'Ьиъ, 
эта именно теор1я послужила впосл'Ьдств1н главнымъ осно- 
ванхемъ новаго учен1я о функц1яхъ. Принятое Эйлеромъ опре- 
д1|лея1е интеграла вызвано стремленхемъ къ формальному объ- 
единенш математяческаго анализа, столь характернымъ для 
разсматряваемой эпохи; чисто формальная точка зр'Ьн1я Эйлера 
я его современнйковъ съузила однако ихъ математичсск1й круге- 
зоръ и послужила задержмвающимъ началомъ въ истор1и но- 
в'Ъйшей математики. Въ этомъ смысле Эйлеръ сд'Ьлалъ шагъ 
назадъ по отпошешю къ этох'Ь Лейбница и шнрокимъ идеямъ 



*) Iп$^. еаи. Ш. Ь. II, 8ирр1ет. IX, X, Ь. IV, рр. 525-589. 

') Л|</. Ъ. I, Р. I, Зесио рпта, (1е 1п1;ертаиопе Рогтпкшт (110'е- 
гепиаПаш, Сар. 1-'1Х, I. I, рр. 19 — 250. Въ вача!^ сочинев1я помещены 

обшЛЯ 011реД'к1еН1Я и заМ'ЁЧа111Я: Ргаепо(атк1, Пе са1си1о ШедгаН 1я депеге^ рр, 

1^15; на стр. 16: Соизрес^пз пп1Уег81 орепв (1е с. 1. Изложеше «Интеградь- 
наго Истисютя», обдадаетъ, въ отличхе отъ изложен1й «Введетя» и 
«Днфф. Исчнслешя», одной зам'ЬчательноЙ особенностью: оно изложено въ 
строго классической форх'Ъ, съ соблюдешемъ всЬхъ техническнхъ подроб- 
ностей выработанныхъ древними геометрами правнлъ. 

») (;м. стр. 385. 

*) /я«1. са1с. Ы(едг. Ргаепо(. Ое&п. 2, р. 3, ЗсЬоНоп 1, р. 4. 
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ведик:1Г0 Ганноверскаго геометра^). Съ другой сторонн Эйлеру 
принадлегитъ та заслуга, что онъ съ особою силою внставилъ 
впередъ идею Лейбница объ интегральноиъ нсчислеЕ1и какъ 
источнике траисцендентннхъ функцхй ^). 

Въ интегральноиъ исчислеши открывается двоя&1й ис- 
точникъ происхожден1я новыкъ безчисленныхъ функцхй: пер- 
вый изъ нихъ — интегрированхе алгебричесБихъ дифферен- 
щальныхъ выраженШ или вообще, алгебричесы — дифферен- 
щальныхъ уравнен1Й; второй — определенные интегралы, въ 
которыхъ интегрированхе производится по н'Ькотороиу парамет- 
ру. Эйлера можно назвать творцомъ теор1и опред'Ьленныхъ ин- 
теграловъ; но и въ развит1и теор1и транцедептныхъ функц1й 
перваго рода ему принадлежитъ выдающаяся роль ^). 

Изсл'Ьдован1е интеграловъ алгебрическихъ дифференциль- 
ныхъ выражен1й^ именно внражетй содержащихъ квадратные 
радикалы изъ полиноювъ третьей и четвертой степени относи- 
тельно перем'Ьнной, было первоначально связано съ рФшетеиъ 
геоиетрическихъ задачъ. Съ одной стороны^ р:Ьшен1е вопрос» 
о выпряилеши дугъ н'Ькоторыхъ алгебрическихъ кривыхъ при- 



^) о взтлядахъ Лейбница на поняпе объ интетрал'Ь см. въ прнм. 2) къ 
стр. 193 (стр. 194): «/я(в^га/шт арре11аиот1Ы пои с1{8р11ее1»ч пншетъ онъ 
Ивану Бернуии, «(& а те дпочае т^егёпт То! 1т1(аиоле аёН1Ы1а ез1; 
р1егпт^пе (атеп $итпмИоп*$ уосаЬа1о п11 та] о, 4111а та^з 111С1Геп1т ез(, 
& опершего 1р8ат тес11(;а1;10П18 08(еп(111>. 

*) Ом. 1п$т. сак. •шедг. Ргавпо!. Т)е1 5^ СогоИ. 1—3, Зско1. 1-3, 
рр. 9— 12.- Ср. стр. 181—187. 

') Объ истор1н трансцендентныхъ функщй возникагощнхъ при ияте- 
грирован1и адгебрвч. дифференщаловъ сн. въ особ, въ сочин.: А. ВгШпп^ 
М, Nое^^е^^ ВбпсЬ! ПЬег сИе Еп1;)^1ск1ип2 (1ег ТЬеоНе (1ег а18еЬга15сЬеп 

РппС(10Пеп Ш Шегег ПП(1 пеиегег 2е1<;. ^аЬ^е^Ье^^сЬ^ </ег ВеШшсНеп МагкетаИ" 
кег—7еге»тдипд. Вй. III, 1892-93, Вег1. 1894, рр. I— ХХШ, 109-566.- 
Л, Епперег, ЁШризсЬе РапсИопеп. ТЬеопе п. ОезсЫсЫе. АкяденизсЬе 
УоПг&^е 2^6116 Айв. Хеа ЪеагЬ. апд Ьегапз^ев. V. Вг. РеИх МаШг. НаИе 
а. 8. 1890. 
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водкло къ ннтегралонъ указаннаго вида ^\ съ другой^ — мате- 
матики старались привести общую аналитическую задачу объ 
интегрировати дифференцгаловъ такого вида къ простишимъ 
геометрическимъ задачамъ внпряилен]я дугь эллипса и гипер- 
болы. Уб'Ьдившись въ неприводимости, въ общихъ случаяхъ, 
этихъ иитеграловъ (разсматриваемнхъ такъ функц1и своихъ 
пред1(ловъ) къ изв'Ьстнымъ простМщинъ функц1ямъ ^\ геометры 
обратились къ другаго рода изсл'Ьдоваихю^ а именно къ сравне- 
П1Ю между собой иитеграловъ съ различными пределами, или 
къ сравнен1ю иеналожимыхъ другъ на друга дугъ кривыхъ. — 
Якоеб Берну Али первый нашелъ, что на кривой лин1и, назван- 
ной имъ параболической спиралью, уравиеше которой въ по- 
лярныхъ координатахъ можетъ быть приведено къ виду (а — р)^ 
= 2аЬд, дв'Ь дуги, концы которыхъ соотв11тствуютъ значепямъ 

а а а а 

р равнымъ о'о"1 ^ ^ 9~^^ 9' Р^'^^^ между собой ^). 



') Объ НСТОр]Н задачи о ВЫарЯМЛенХИ дугъ крив. ЛИН. си. у М. Кли- 
тора, везсЬ. с1. М. Вй. II, рр. 827—829, Вй. III, рр. 132—133 (ЛГеЙ, Т^геп 
Уап Леигав*— выпрям. полукуб. параб., ср. оржм. 2) на стр, 172), 133—137 
(Ниудет^ 149 ( ТмАй-яЛаи^, ор. р. 461), 152—154,171, 174 [ЛвЫоя; Ср. Беапа! 
рег аед. 1п{1п., ОризеЫа I, I, рр. 18—25; Мб1;К. йах« Оршс Ь. I, рр. 112— 
114, Ёр181. а(1 ОМепЬ. 13 ^11^. 1676, Оримс. и I, рр. 317 (агсав еШр1.), 
322 (агс. е11. & ЬурегЬ.) ], 219 (^о&. Бетон!/», Орега, %. I, рр. 93—118). 

*} Ср. ЬлдвЫгв. Ехегс1се8 (1б са1со1 1п(ё^га1 е. 1е8 1;гав8сепс1ап1;е8, е! 
168 доаёга^огез (. I, Рапз 1811, Введен1е, въ начал'Ь; прнвед. у Вни ». 
Кыкег. Бп!;^. &л. р. 206. Мысль о недриводиности размчяыхъ функщй до- 
ставляемыхъ янтегра1ьнымъ исчислешемъ казалась весьма естественной 
геометрамъ эпохи Лейбница и Ньютона; ср. стр. 183—185. Лейбницъ одно 
время полатадъ даже, что интегрировате рац1она1Ьныхъ фунЕ]й прнводнтъ 
къ беачис!. множеству непривод, видовъ транец. функц!й; см. прим. 2) 
на стр. 201. 

*) ВршЫтеп са1си^1 ё^ДегёпНаШ т сИтеппопе РагаЬо1ае ШьсЫН»^ АОа Еп^- 
<т. 1691 (р. 13 8дд.)^ ^асоЫ ВетЫи Орега, рр. 431— 442.— ^^ппв/^вг. ЁЦ. Р, 
N010 Ш, рр. 626—527-, Сашог. ае8с11. (1. МаШ. Вс[. Ш, рр. 461— 463.-Въ 
этой статье! Я* Б, встречается въ первый раз» (^Сашог 1. с.) аииптичвск1й 

янтеградъ, дифф. котораго = -у^ к г*/*+4г»у*— 8гу« + 4у* (^. В. Ор. рр. 
433 — 434). 



438 И. ТИМЧЕНКО. 182 

Иват БернуАлПу продолжая изсд'Ьдован1д своего брата, 
задался ц1^лью отыскать по данной кривой другую, такъ что- 
бы сумма или разность дугъ той и другой лин1и выражалась 
помощью дуги круга ^). Въ особенномъ случае обЪ кривыя 
сводятся къ о/дой-- кубической параболгь (За^у=д;*): «айео- 
^ие», говорить Иванъ Бернулли^ ^ев! РагаЬо1а сиЫсаИв ргь 
шапа, ^иае сат ее хрза сотрагаи геси&саг! ро^езЪ» зеи 1п 
^иа а&81^пагб ровзип!; <1ио агсив, ^иогиш (И^геоМа бз1; гесИ- 
йсаЫИв. Н1С ег|;о 1пс1(11ши8 ^ааз^ 1ог1;иио 1п регб1е^ап1вш 
Ьазпв &то81881шае сигуае аИав 1ггесийсаЫ118 ргорг1б1а1ет»'). 

Въ 1715 году графъ Фаньяно ^) опубликовадъ статью 
подъ заглавхемъ: «Новый иетодъ выпрямлен1я разности двухъ 
дугъ (изъ которыхъ одна дана) въ безчисленныхъ вйдахъ не- 
выпрямляемыхъ параболъ». Въ этой стать'Ь онъ распростра- 
няетъ теорему Ивана Бернулли на кривыя^ уравнен1я которыхъ 



2 


т-1-2 
X 2 


т-\-2' 


а 2 



приводятся къ виду: у= , ^ « — - — • Разность двухъ дуг'ь 

а 2 

такой параболической кривой можетъ быть выпрямлена въ тФхъ 
случаяхъ^ когда концы одной дуги соотв'Ьтствуютъ абсциссамъ 
Ху и а?2, а концы другой— сргг, и ^х^, если только х ж а= 
срх удовлетворяютъ дифференц1альному уравненхю 



О Ас1п Еги^а, 1695, ^оЬ. ВетаиШ Орега, Ь. I, рр. 142—144; СаШог. 
а. <1. М. В(1. т, рр. 463—464. 

') ТЬеогета итеепаи Кеси/1еа(%оп* Ипеагит сиг^агит гпигпем^ Ас1а Ея%А 
1698 (рр. 462 т-^^ ^оН, ВбгпоЫи Орега, Ь. I (рр. 249— 253Л р- 252. 

') аиИо Саг1о Соп1е <1$ Радпапо МагеНеве Лг То»сЫ ф <а 8ап Нопопо род. 

ВЪ 1682 Г., ум. въ 1766 г.; ср. МаНе Н. с1. М. 1;. VII, рр. 224—226, Сапюг. 
СгезсЬ. ё. М. Вс1. III, р. 465; Епяерег. ЁП. 1. р. 514; ВиИеНпо Вапсощ. 1 
П1, рр. 37—46. Сочине1!1Я Фаньяно изданы были въ 1750 году въ двухъ 
тохахъ подъ 8аг1ав1екь РгЫиыот МаитаЫеНе Ве1 МагсНлме ОШю Саг1о В^' 

ТовсЫ Вг Радпапо^ Резаго МВССЬ. Не им'ёя подъ руков этого сочииешя. 
я ваимствовадъ св^Ьд'Ьн1я о трудахъ Фаньяно у ЭннепераМюиера. 
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с1х йя дл , 
= , ИЛ1 + 



'+(^)"' 1/'+(-»Г 




йг. 




'+(^)" 



=0 



Фаньяно нашмъ а1гебрнческ!е интегралы этого уравнепя 

' „4630- 

при 1и=4 (кубическая парабола), 3, 6, — ^, — V, — ^ 



•ъ • 



За этой работой ген1альнаго итальянсваго иатематика сд'Ьдо- 
вали друш ^) посвященныя подробному изсл'Ьдованхю куби- 
ческой параболы и въ особенности лемнискаты. Относительно 
лемнискаты опъ няшелъ^ что квадрантъ ея можетъ быть раз- 
д^ленг алгебрически на равныя части, когда число ихъ выра- 
жается одной изъ трехъ формъ 2.2"',3.2'",5.2*", гд4 т ц*лое 
положительное число ^). Фаньяно обратился зат'Ьмъ къ сравне- 
Н1Ю дугъ эллиатическихЪ; гиперболическихъ и цяклоидальныхъ, 



(1<ио) Ы м^ш'/в мрееи <и РагаЬЫе $ггеШ/1аЬШ; Оюгпа1е Лв^ииысЛь Л^ЬаЫа^ 1, XX П^ 

рр. 229 адд., РгЫиыапг^ 1. II, рр. 317— 330— р'Ьшете задачи предложенной 
самимъ же Фаньяно въ 1714 году {Оьагп, <1еЧеН, (. XIX, р. 438); Епмрег. 
Е1Ь Рппс1;., Ко(;в III, рр. 627—530. 

>) Епмрег. Ё11. Р. N. III р. 530 ьпЪ бп. 

') РгоНияют^ \, II, рр. 326 (д'Ьлеп1е полодамъ квадранта лемнискаты) 

т 1» 
356—357 (другой методъ того же д^юмя), 368 (д'Ёюнхе кв. л, на 2.2, 3.2, 

т 
5.2 р. частей: <Бд|]е8(а ё ппа пиоуа, е 81пко1аге ргорпе(;& (1е11а т1а спг- 

та>); Енперег. КН. Р. N. II Ц рр. 531—532. О орододж. работъ Фаньяно о 

леминокат'Ь въ XIX вФк1) см. тамъ же, рр. 546—547. 
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основнвая свои выводы на однонъ общемъ предложен!! чюто 
аналитическаго характера ^). 

Въ силу этого предложен1Яу если и ш V связаны урав- 
нен1вмъ /Аи^г;*4;/7(гг'+г?^)+^/=0, то ииФетъ нФсто равенство: 




У^ч/ ^ ^ у уь'+г ^^ ^ __ ^_ ^ 



У/хЧд 



У-/1 




ах, 



УМ+9 
услов1Ю же /^т^V^'^дI^(и^-^V^)'\'д^^О, отвЪчаетъ равенство 



5 



их -\- 




О РгоЛия9от^ I. II, р* 336: ТвогешА Оа си! 81 <1е<1осе ппавпота т1- 
вага Ое^и АгсЬ! БШШсц 1регЪоис1 е С]с1о1(1аи. Фаньяно доказвваетъ 
дал'Ье другое предюженхе, АНто 1еогета, сЬе вегуо рег го18агаге д№геп- 
(атеп(;б ^И агсЫ (1е1Г]регЪо1а: «з'юоо соте аорга 1 с1ае роипот^ Х, е 

^ ах УНхх + 1 I *=* , , . , 

2 (причемъ -ЗГг= 1ш:117 1 ^= I -^ » 1о ^'со, сЬе ае п ргепёега *= 

У/хх + д 

11/4^ 1'1п1евга1в сИ ^+^8аг|1 1 УаН^7. 1/ * +— >. Докаяатеаьства 

X II (Н / У XX 

об^ихг теоремъ и нхъ приложен1я приведены у Эинепера 1п ех(;еп8о: Ко1е 
II, рр. 514— б18. 
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откуда вытекаютъ какъ частные случаи изв'Ьстння геоиетря- 
чбск1я теоренн о дугахъ эиипса и гиперболы иосящ1я йия 
Фаньяно ^), 

Въ работахъ геоиетронъ конца ХУП-го и первой поло- 
вины ХУШ-го вФка теор1я функц1й опред'Ьленныхъ интегра- 
лами отъ ирращональннхъ диффереящаловъ и въ особенности 
иитеграловъ эллиптическихъ, начала^ такииъ образомъ, ра:{ви- 
ваться въ двухъ направлен! яхъ. Изыскан1я одного рода им'Ьютъ 
иреджетомъ приведен1е вычислен1я ирращональныхъ иитеграловъ 
къ выпрямлен1ю дугъ коническихъ С'Ьчен1В; паибол^^ замечатель- 
ный изъ нихъ принадлехатъ Маклорену ') и Далаиберту '). 
Иаыскан1я втораго рода, посвященныя сравнен1Ю этихъ инте- 
градовъ, начаты братьями Бернулли и положены на прочное 
основан1е зам'Ьчательныии работами Фаньяно. Эйлеръ развилъ 
и обобщилъ изсл'Ьдован]я своихъ предшественниковъ^ пред- 
принятыя въ томъ и другомъ направлен1яхъ, но остановился 
въ особениости на вопросЬ о сравнен1и траисцендентныхъ ^). 
Вм^^сгЬ съ т'Ьмъ ояъ первый оц'Ьнилъ значен1е и важность тео- 
р1и эл типтическихъ иитеграловъ какъ отд'Ьльиой^ самостоя- 
тельной отрасли высшаго анализа. Въ своеиъ знаменитомъ 



^) См. 1. с. въ оредъид. прим.; см. еще Рго<1ияипи^ Ь, II, рр. 504 — 
509, 510~[У36; Епперег. Б11. Р. N. И, рр. 518 — 523; о дальнМшнхъ изы- 
сван1вхъ посвдщ. дутамь эиипса я гиперб. см. тамъ же р. 524. 

3) Ср. РвЫх мшит. 8(аШеп ВЪег Мас1ап11п*в веот.В1Г81;е11ппветре. 
1п1едга1е. Рго^г. Веа18сЬ. Бег1. \Ъ1Ь.^Мае1ааг%п, ТгевЫве оГ Ипххопа^ аг!;. 
796—8111 рр. 652— 663— дуги элд., гидсрб. и лемнискаты (ате. 803, р. 656); 
Сапюг. СгезсН. а. М. В(1. Ш, рр. 843 — 815*, Епперег. Б1Ь Р. р. 525. Объ 
эластической кривой Якова Бервулли и приведен1и р^ен1д ея уравн. къ 

иоетроен1Ю дуги равноСТОр, гиперб. см. ^. В. Орега^ р. 592; Мае1аипп. Тг* 

0^ й. аП. 927. 

') Си. Сапюг. аезсЪ. <1. Ма(;Ь. В(1. ПГ, рр. 845—849. 

*) О значевш Эйлеровыхъ работъ въ теор1и элл. иитеграловъ си. 
Ьвдеп4ге 1. е. ВЪ дрим. 2 на стр. 437. О мемуарахъ Эйлера, посвясденвыхъ 
сравнен1ю трансцендентн. см. Епперег. Ё11. Р. рр. 184— 190^ 633'-543. 
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немуарЪ < Ве ВейисНопе Рогти1агит ЫедгаЫиш ай геси^са- 
Попет. еШрш ас НурегЬсЛаем онъ говорить иехду прочкп: 
<1трпт18 аи1;еш Ыс Мопеиз 81^папА1 тодиз двбМзгап 
угЛекг, сшив оре агсив еШрИс! ае4ие сотто(1в ш са1сп1о 
бхрг1ГО1 ^^16ап^, ас 1ат 1о^ап1;Ът1 е! агсиз С1гси1агев ас1 1п- 
81§пе Апа1у8ео8 1псгетеп1ит рег 1(]опеа 81^па ш аа1си1иш 
8ип1; ш(го(1ис1]. ТаИа 81§па поиаш ^иапдаш сакиН вресхеш 
8ирре(111;аЬап1;, си1и8 Ыс ^иа8^ рг1та е1етеп1а ехропеге соп- 

Гдавнал заслуга въ развит1и теорхи одлиптическкхъ функ- 
Ц1Й, вакъ я сейчасъ зам'Ьтиъ, принаддежитъ Эйдеру^, &акъ 
прододжателю изсл'Ьдован1й Фаньяно. Первыя работы, отноея- 
Щ1ДСЯ къ вопросу о сравнбИ1и трансцендевтныхъ, сд'Ьданн Э1- 
деромъ въ 1756 — 57 годахъ и опубдякопаны въ VI тоя! 
Новнхъ Записокъ Петербургской Акаден1и Наукъ ^). Еъ 
этому изсд'Ьдован1ю прииыкаетъ рядъ другихъ работъ, вредод- 
жающихся до самой сиерти ведякаго геометра ^); съ няни 



*) Ве гейиЫ, е/с, ЛЬг! Сотт, 1. X, 1764, Ре(.ГОр. 1766 (рр. 3— 60), р. 4. 

Прив* 7 Лежандра въ Тга1(ё <1ез ^о^^с^. еШр1. е^ ёев 1п1. еаХёпеппеа, I I 
Раг18 1826, АувгИзветеп!;, р. VII; Епперег, Е11. Г. рр. 1—21. — Эй1еръ 
обозяачаетъ черезъ Шх[а] агсат аЬзшзае х ге8роп()еп1ет ]п вееНопе со- 
П1са, СШП8 8ет1рагате<;ег = 1 е(; 8вт1ах18 (гапзиегзпв = а, а(;дое аЬааз- 
8ае 1п ахе (гапзпегво а уегИсе сар]ап(иг; оря а> о это луга эинпса, 
при а=1 — крута (СШИВ 81пи8 уег8П8=х), при а= с»— параболы, при а<о- 

ГИПербоШ. ТаВИЯЪ обраЗОМЪ Г^^я; ^\ 2ах—хх "I" "~а~/ ^^ ^Ч*"]) ^* "' 

<1ши.^ Нуро!;Ь. 2, Сого11. 2, ТЬеог. I, рр. 6, 7. 

») N09. Сотт. г. VI, 1756—1757, Рв1;г. 1761, рр. 37-67: Бе 1п4евга- 

т(1х пЛу 

110пе аеапаиоп18 АШегепиаИз -тгл г = "ТГл — гг • Аис*. Ь. Е^Лего. — 

1/(1— а?*^ УС1— У/ 

/Ш. рр. 58—81: ОЬзегуаиопез (1е сотрагаНопе агсиит сигуагот {ггес(]- 
ПсаЪШпт. Лис*. Ь. ЕиЫго, 

*) Ср. Епперег, БИ. Р. 11- с. въ прим. 4 на стр. 441. Посд'бАн1е ме- 
муары относ, въ вопросу о сравн. элшпт. транец, предст. Эйлерояъ въ 
Пет. Акад. наход. во второй части Актовъ этой Аваденгн за 1781 г на- 
печат. въ 1785 году: Р1ев1ог ехрИсаио с1гса сотрагаиопет д11ап(1и(пш 
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евязанн отчасти ■ труды Лаграпжа иосвященлня тешу же воп- 
росу ^). ВажвФйшхе добытые Эйлеровъ ревультаты излк^жены 
нмъ также въ VI главФ втораго отдела перваго тома сОсно* 
ван111 Интеградьнаго Исчислен1я»^). 

Уже въ 1752 году Эйлеръ, не зная еще объ отврыт1яхъ 
Фаньяно, обратилъ вниманхе на то обстоятельство, что диф- 

ференщальное уравненю ^^^п-) = у (Й^М ^ """' 
членное интвгрирован1е котораго приводить, при п ц'Ьломъ и 
>% БЪ трансцедентной функщи неприводимой къ дугамъ кру- 
га и логариеиамъ, можетъ им'Ьть и алгебрическге интегралы. 
Онъ нашелъ полный интегралъ этого уравнешя при п= 2,3,4 
и 6, и зам'Ьтивъ значенхе этнхъ выводовъ для сравнен1я транс- 



/2Лъ 
-7711 г — Г\ соп1еп1агат, (1еио1ап1е 2 Гапсио- 

пет ^иатспп^ие га11опа1ет 1р8шз ъъ {1пи, Ыс гш, ь, 1У^ 8пррЬ УН, рр. 
446 — 464), рр. 3—22; ТТЬепог еУо1пМо сотрага(1ош8 чпат 1п1вг агспа 
весМоипт соп1сагст 1П81;ииеге Исе1;, рр. 23—44. Въ добавлен1и У III къ 
«Инт. Исчисл.> {1п9(, ссЛс. т1. %, 1У, рр. 504—524) пом'Ьщенъ мемуаръ 
предст. Акад. въ рук. 3 Ноября 1777 т.; въФуссовомъ еобра111и поснертя. 
сочнн. Эйюра неоконченная обширная работа: Пе сотрага11опе агоипт 
спгуатот 1ггес11ЯсаЬШит: Орега Ронита^ 1. I, XXII, рр. 452— 4Э6. 

•) См. Епперег. Ей. Г., рр. 188—191; ср. Аыа Ас. 1тр. 8с. Р., 1778. 
Р. 1^ рр. 20 — 57, 011ас](1аиопе8 зорег ше^Ьо^о е1еба1111881та ^аа Ши81г18 

(1е 1а (жгап^е изаз езйп 1п1е[;гап(]а аедиа^юпе сЦС ТГх'^^Л' Сперепеч. 

въ 1п»1. сак,%1и,^1. 1У, 8прр1. VIII, рр. 465— 503), также добавл. къИатегр. 
Исчись улом. въ пред. примкчаши. 

*) 1п91. с. ««., Ь. I, Р. I, 8есМо II,' Сар. У1: Бе сотрага1;10пе дпапШа- 

/Рдя 
л/ АЛ-2Вл^С»яА-2В2*'^Еъ'^) 

рр. 389- 421. Для лучшаго выяспеи1я уиотр. нмъ метода Эйлеръ прило- 
жилъ его сначала къ бол'Ье прост, случаю, когда подъ знакомъ у нахо- 
дится нолиномъ лишь 2-ой степ. : Сар. V. Ое сотр. ^. 1г. ш Гогта 

Р Рдх 

] л/{А-^2Вх-\' Схх Г ^^"^^ч РР- ^^ -388; ср. ЗсЬоИоп въ конЦ'Ь главы IV, 

рр. 363—364 
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цедентныхг, довАза^гь теорему Фаньяно о сравнен!! дуть 
эллипса ^). Знакомство съ сочинепями знаменнтато итальян- 



^) См. письма Эйлера еъ Гольдбаху ВегЬ с1. 30 Ма! 1752, 8 Гап^ 
1752, 5 Ащ. 1752, 28 Осе. 1752, Согг. т. ы рН. I. I, рр. 567-568, 569-571, 
579-580, 589; Гольдбаха хъ Эйлеру бевъ часла (Хюль 1752 г. ? ), Согг. 
Ь. I, р. 574, 8. Ре1. с1. 7 Оси 1752, Согг. I. I, рр. 583—584* — О Фаныно 
въ этой аерепяок'Ь не говорятся ни слова; его работы были, ловидннон^ 
еще еовершеано веизв1>стны ня Эйлеру, ни Гольдбаху; Эйлеръ сообщаетъ 
о споемъ отврыпи въ сл^дующихг словахъ ^письмо 1-ое, виЪ йа.): 

«КеаНсЬ Ып 1сЬ апГ сппеаае Хпее^гаиопеп тег&Иеп. Оеп ^^вкк ^е 

уоп <ие8ег Ае^па^^^п 'у^и:^'' 1/(1 -уу) ^" 1п1евга1е 184 уу-И» = 

их <1$ 

сс-(-2а?у 1/(1 - ее), аЬо 181 уоп Й1е8ег Ае^иа(;^оп ^ТГИ^м" "" л/П-^у* ) 

(1а8 1п1в8га1е: уу+ард?=сс4-2ху 1/(1--с*)— ссжжуу. Регпег 18( уоп (Иезег 

Нх Лу 

Ае^иа^^оп л/(Х^х*^ * ' "^О^-У*) ^** 1"*в8га1е: «« + уу + ссххуу ^ 4с - 

4ес(а;+у)+2а;у— 2са^а;+у). Айв вокЬеп РогтоЫ ЬаЪе 1с!1 1Ыввпс1е8 Шео 
гета Ьегве1е1(;е(». Сл^дуетъ изложев1е теоремы Фаньяно. Въ сл'Ьдующбмъ 
дисьм'Ь Эйлеръ зам^чаетъ, что найденная имъ теорема гЬмъ болФе уди- 
вительна, «да ЫзЬег (11е агсиз еЩрИс! ап!ке1пег1е1 Аг1; ЬаЪеп ппеегбхсЬ 
усг^ИсЬеп ^ег<1еп кбппеп*, н зат'Ьмъ даетъ рФшев1е обратной задачи*. 
найти кривую, обладающую данныиъ въ теор. Ф. свойствомъ. 

Значен1е диффер. уравнеюй додобныхъ Эйлеровымъ въ теор1н транец- 
фунвц1й ясно сознавалъ уже Иванъ Бернулли; см. письмо его къ Лейбницу 
ВавНеае (1. 71в ^^^^и 1695, ^е^Ьп. тагЬ. ЗекНГип Ьг. V. ОегЫг^^ БШе АЫЬ. 

Лх 

Вё. III, рр. 185- 186. И. Б. разсматриваетъ уравнен1л = 

Уаа^хх 
Лу 4х Лу , 

— - И = — , какъ просгЬйпие случаи дли дрииъ- 

Уол+УУ Уаа—'тх У ее — уу 

нен1я метода, который онъ полагаетъ возиожныиъ распространить н на 
друпе случаи. Для интегр. перв. ур. онъ умнож. его почленно на а^ я 

интегрируетъ затФмъ почленно же по частямъ: у Уав-|-х« — «/ ^у Уоа+сх 

= X V аа-\-уу — ^ (^x Уаа+уу ± ЬЬ , ИЛИ, ВЪ СИЛу ПреДЛОЖ. ураВНеН!! 

у Уоа+ах ==: X V аа+уу + 66. Прни'Ьнен1е тою-же метода ко второну 

уравиен1ю даетъ алгебр, интегралъ его уУаа—хх = г Уем — ^уу ±66, по- 
казывающ1й, что, «еПат с1ГСпИ (11у1з1опез рго(1исеге сагуат 1тапзсеп(1еп- 
1ет, С1уа8 рапси ^по^у^8 а18еЪга1се роввап!; ]пуеп1П, диае 1]18а Тпа е$( 
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СЕаго геонетра (полное собранхе сочянон1й котораго было из- 
дано ляшь въ 1750 году) заставило Эйлера углубиться въ 
этотъ вопросъ и разснотр'Ьть его съ новой точки зрЪн1я ^). 

Эйлеръ прежде всего ограннчилъ изсл'Ьдован1е т'Ьиъ слу- 
чаенъ, когда подъ радикалоиъ находится ц^лая функщя лишь 
четвертой степени^ но зато разснотр'Ьлъ этотъ случай въ са- 
101Ъ общеиъ вид'Ь. Вотъ какъ излагаетъ онъ задачу о сравне- 
н1и трансцедентныхъ въ Основан1яхъ Интегральнаго Исчислен1я: 

€ РгоЫета. 81 П:^ езившосИ ^апсИопет 1рв1и8 г йв^юЫ^ 



П:.= С 



ЪщттоИ (ппсМопев ш1ег ее сошрап^ге». 

Ргмиенге: установивъ иехду двумя перен^нянии х ж р 
соотношен1е внражаеиое уравнепемъ четвертой степени а-}- 

Ж^+й> + 1(^^+УУ) + 28д?у + 2гху(х'^у) + Сл:я?уу = 0; 
можно легко показать^ что при существован1и услов1й: ^^ — а^= 

Ат, р8— ае— р-^=^т, 88 -2^— аС — -(Т=^^, 8з— рС— те= 
Вт^ ее — ^(1^=^Ет, причемъ т произвольная постоянная, урав- 



сппга аесиоппш апв1111>. Онъ предлагаетъ зат'Ьиъ, для бодьшато выяснен1я 
этого интегрировать уравн — ^^ — = ^ — . Методъ Бернуллн есть 

Уаа — XX У аа — уу 

тотъ самый, воторынъ пользовал. впосл'Ьдф Лагр. для вывода теоремы сложен. 
агепп.^ И который бнлъ распространенъ на эллипт. интегрлы Штурмомь 
и Вшшреугои»\ ср. МшёИ. ТаигЫ, 4. IV, р. 100, Ови»гв« Не Ьадг. %, II, рр. 7 — 8; 

(Лагр. ннтегр. тавниъ же способ, общ. ур = ^ ); 

Елпврет. ЁИ. Р. р. 193. 

^) Ср. прии. 3 на стр. 438 и прбдъид. прим. 6ъ цвт. мем.^ Эйл. не 
упоминаетъ о своихъ прежнихъ работахъ о сравнен1и трансценден. и го- 
ворить о сочин. Фаньано, кавъ объ едикствениоиъ источниб'Ь своихъ но- 
выхъ отврыт1й. кв. замечательное вступленхе въ ОЬзепгаиопез (1е сош- 
рагаиопе агсппш (1. с. рр. 58—59), приведенное въ н^меав. перевод'^ у 
Брилхя и Нётера (]. с. рр. 206-207). 
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нбв1е это есть полный интетрадъ дифферснцхальнаго уравнешя 
дх ду 

У=^]/{А+2Ву+Суу^20у^+Еу'1 

Тогда П: ж 4- П: у = П: а + Г1:6, гд* а я Ь суть дв» 
частныхъ значен1я х я у^ удовдетворяюи^ихъ даноому уравн^ 
шю четвертой степени *). 

Эйдеръ счнталъ изложенний методъ приложинынъ къ слу- 
чаю полинома степени выше четвертой подъ знаконъ \ толь- 
ко въ нЪкоторыхъ частныхъ случаяхъ, прост4йш1е изъ кото- 
рыхъ онъ и разобралъ ^). Въ общеиъ случае считаетъ онъ 



V 1п$Ш, сЫе, Ы(едг. Ь. I, Р. I, 8есио П, Сар. VI, РгоЫ. 81, и I 
рр. 400-402. Ср. «Ш. СогоИ. 1—3, ЗсЬоНа, рр. 402—406. дй1еръ предва- 
рятельпо раэсматриваеть интетрадъ Ьго рода въ 60111? просто! форг!» 

1/(А4'СяяА'Е М'^ *^'^^ертаН 11а 8ат!о а! еуапезса^; ро9Ио«=о». РгоЫ.79, 
р. 892 8ЧЧ. (ср. РгоЫ. 78, рр. 388— 392; Ехетр1а 1-5 (рр. 407— 409) содер- 
жать интерр. уравнви1Я ±у(а+Ьрп^ + ±у(а+Ь?«)"^^°Р" п=Ь2,3,4,6;РгоЫ 

82-привед. ЕЪ зад. 79 ипт. ур. +^^(^+6^;^^^ 

(рр. 409—412); въ 8сЬо1. 1 и 2 (рр. 412—413) Эйлеръ повааываетъ, важъ, 

посредствомъ подстановки вида ъ:=---^ привести интегр. 1-го рода къ 
другому тавому же интегралу содерж. подъ звакоиъ |/ только четння сте- 

ду пдх 

пени перем'Ьнной. РгоЫ. 83 (рр. 414 — 417) — ипт. уравн. -у- = -^-, 

тду пдх 

СогоИ. (р 417)— ивт. уравн. -у- = -^^ , гд* шип ц*!. числа 

Ср. Эйлеровъ мемуаръ «Ые^гаио Аедиаиоп18 -^ ^ ^ Бх+Са?Ч Вх^+Кх'Г " 

^(Л+Ву+С^ Я^'Т^)'^ А'ог! Сотт. I. XII, 1. 66 -1767, Рв1г. 1768, рр. 

3—16. — Иетаг ЕхриеаЫо ей, 1, С. ВЪ прнм. 3) К1. СТр 442*. 

*) Ср. /п*«. Са1с, 1п1. 1. с. 8сЪо1. къ РгоЫ. 80, р. 400: «Рогти1ае 
еп1т — та^ сотр11са1аб, — Ьос то(1о поп уЫеп^пг 1п1:ег ае сошра- 
гап роззе, рапс18§1т18 сазгЪиз ехсерНз, ди! рег ^аатр^ат ваЪзиШюпет 
а<1 Ьц]а8то^1 Гогтат ге(]ас1 диеап1>. 8сЬо1. 1 кь РгоЫ. 82, р. 412. я 
предъид. прим'Ьчашв. 
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методъ свой непри1ожи1ынъ по сд'Ьдующииъ соображб11ямъ: 
когда полвномъ подъ анаконъ ^ представляетъ точный квад- 

ратъ, Х^^ въ выражеше интеграла \тр^^ = \-у могутг 

входить одновременно какъ логариеиы, такъ и круговыя функ- 
Ц1Я^ сра(тен{е интеграловъ такого вида равносильно установ- 
лен1ю алгебрической зависимости (съ вещественными коэффищен- 
тами) между круговыми функцхями и логариемами, что невоз- 
можно ^). 

Въ задач'Ь 84 указанной главы « Интегральнаго иочисле- 
Н1я ^) Эйлеръ распространяетъ свой методъ на оллиптмчесюе 
интегралы втораго рода^ полагая 

Чтобы установить формулу сравнен1я трансцендентныхъ этого 
рода^ Эйлеръ ищетъ такое соотношен1в между переменными х 
и у, которое обращало бы сумму сШ'.х + (1и:у въ полный 
дифференц1алъ. Такииъ соотношешеиъ являтеся алгебрическхй 

(1х , (1у г.. 
интегралъ уравнешя -— -)- -^ = 0: 

а+2р(ж+?/) + ^{хх+уу)'^2Ьху + 2гху(^Х'\:у) + Сххуу=0, 
въ которомъ ко8ффиц1енты определены по даннымъ АуВ^С^Ь^ 
Е и произвольной посроянной Ь помощью фориулъ: 

а=ЦАС — ВВ+АЬ), ^=4АП+2В1, •^=4АЕ-и, С= 
ЦСЕ— 1)П'\'Е11 е=4ВЕ+20Ь, 8'==4АЕ+йВВ+20Ь 



») 1пН. Сак, 1т. 1. с. 8сЬо1. 1 и РгоЫ 82,^. 412, ВгШ и. КоЫкег, 1. с. 
р. 209. 

>) 1пи, еа1е. Ы. Ъ. I, Р. I, Зеси© II, Сар. VI, I;. I, рр. 418—420. 
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Въ сиу этого соотношепя между х л у\ 

+ Ех^), р+82^+еуг^+а?(-г+2еу+Суу)=2/Д(^ + 25у+% 
^20у^'\'Бу\ гд4 И=1^+СЬ^'^^\^В1) — АЕ)1^^{АО0 
-^ВВЕ — АСЕ)у и сд-Ьдовательно (Л1:ж -|- с11\:у = (IV, гд* 
б{Г есть произведете (1х на фунвц1Ю рациональную относитель- 
но я: и ^; по заи'Ьн'Ь нхъ новыии переи'Ьнныии ( ^ о; -|~ у I 
и=^ху^ этотъ дифференцгалъ (^Г обращается въ иррацхонадь- 
яый^ но содбржащ1й подъ знакоиъ квадратнаго радикала ц1- 
лую функц1ю лишь второй степени относительно одно! иль 
пбреи<киннхъ ^, или и: 



^ и п являются тавииъ образоиъ связанныии соотношешеяъ 






'О 



«диае ехрге8810»^ заи'Ьчаетъ Эйлеръ о посл'Ьдненъ интеграле, 



О дйлер1, конечно не пользуется тавимъ обозиачетеиъ определен, 
пнтеграла, жведенвыиъ мною Д1я краткости; вапротивъ, обозначен1Д В\Ху 
пгу н т. п. постоянно употребляются санинъ Эйдеромъ*. при1гЬчав1е на р. 
209 у Брилля и Нётера: «РипсМопвгехсЬеп ^1е Я(ф), г{х^ котгоеп Ъе1 
Ба1ег п1сЬ( уог»^ относятся^ очевидно, лишь къ знаку г(х) котор. Б, и Н. 
зам':Ьняютъ рац. функщю %4'®^+ — 
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((П181 811 а1§бЬга1са, сег1е те! рег 1о§ап1;Ьто8^ Уб1 агсаз С1Г- 
си1агб8 ехЫЪвп ро1;б81;» ^). 

Этотъ результатъ представляетъ собою обобщен!» найден- 
ное раньте Фаньяво теоренн о сравнен1и интеграловъ втораго 
рода. Распространяя дальше теорему Эйлера на дифференц1алн 
содержащ1е квадратные радикалы изъ полиноиовъ выспшхъ 
степеней Абель открнлъ впосл'Ьдств1п свое знаненитое пред- 
ложен1е *). 

Результаты свои Эйлеръ добылъ^ по собственному призна- 

В1ю^ «роНпз 1;еп1;апАо уе1 с11у1пап(1о» '), не сл'Ьдуя какому 

нибудь правильному аналитическому методу. Лагранжъ первый 

открвлъ такой правильный путь къ интегрирован1ю Эйлерова 

(1х Ну 
уравнешя -^ -|" "у = 0; пытаясь приложить свой иетодъ и 

къ т'Ьмъ случаямъ, когда подъ знакомъ }/ содержатся степени 
переи'Ьнной выше четвертой, онъ уб'Ьднлся въ невозможности 



^) 1п*Ши$. Сак. м/. К с. р. 420; СогоП. 1—2, р. 420 относятся къ вы- 

ЧИС1. СопаЬ. и къ распростр. р'Ьшетя на //:а;—//:у; СогоП. 3 •Ш, содержитъ 

€17 
зам'Ьчав1в объ интегрируемости въ алгебр, форм'6 днфференщада ^^ в^и 

Ср. Иетог ЕхрИсаНо 9^е, Цит. ВЪ прин. 3 КЪ СТр. 442 Епперег 1. с. рр. 
539—532. 

*) АЬе1. Оепугез сошр!. Т. I, рр. 145—211: Мёто1ге виг апе ргорг1ё- 
(ё вёпёга1е (]*опе сЫзе 1гд8-ё1;еп(1пе с[е ^опоиопз 1гап8сепс1ап1;ез рг. й ГАс. 
аез 80. (1е Рапз 30 Ос^- 1826; ср. •6М. рр 515— 517, 444— 456; Т. II (О. розк.), 
рр. 55—66: 8аг 1а сотрага1зоп с1е8 ^опсИопз 1;гап8сепс1ап^ез (1825); ВгШ 
и. Шыкег, 1. с. рр. 212—213. 

■) Ве 1п1ейга1;юпе аедиа^. ЙШ. ^/;_д.<. = ^/п^д*) » ^^ Сотт.^ 

и VI, § 6, р. 40. «Пп^е ппИпт ез!; с[1]Ыпт»<, продо^жаетъ Эйлеръ, •^п^п 
те^Ьобпз с[]гес1а^ а(1 1с1ет Ьос 1п(е^а1е рег(1осепз, бпез апа1У8ео$ поп 1пс(11о- 
сп1;ег $11; атрИбса^ига; сикз ргор1егеа 1пуе8(1[;аио Апа1уз11з огоп! 81а(11о 
соттеп(1апёа у1(]е(пг». Ср. характерное для нравственной личности этого 
ве1икаго челов'Ька вступлете въ его мемуаръ «ОПпсИаНопез за рег те1о- 
(1о е1е($ап11881та, дпа ШозЫз с1б1а6гап2е(&с.» цит. въ прим. 1) на стр. 443* 

Зи. Нмр. Ощ. Т. ХУХ. 13 
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интегрировать Эйлерово уравнен1б въ общемъ случа'Ь ^). Эй- 
леръ и Лаграижъ, стараясь^ такинъ образоиъ^ обобщить задачу 
о сравнеши на трансцендентння внсшихъ порядковъ въ то1ъ 



^) Зпг ПиЬё^лИоп (1е ^ае1^ае8 ёдиаНопв ёШёгепНеИев (1оп1 1е8 1п<1ё- 
1егтшёе8 зоп! зёрагёез, та18 (1оп1 сЬадпе шешЪге ео раг1]СпИег п*е$( 

рот1 1П1ё^гаЪ1е. ШкеИ. Таыпп. Ь, 1У, 1766 — 1769, Оеи9геш Лл Ьадгапде^ I. II, 

рр. 5—33 (ср. прим. 1 на стр 443). Резюмэ Лангранжева метода см. у 
Эннепера, 1. с рр. 189—190. Лагранжъ подагаетъ —7 — = "^|7 ^^"т' 

тд'Ь Т какая ниб. функщя отъ а; и у, котор. д'Ьлаются такнмъ обр. фунв- 
щямн отъ 1\ вводя нов. перем ф4-У=7 и x^у=:^^ зам1кчая, что 

Т *( ""5р ) =/1* и ^*( '^5р) =Лу и дифф. эти посл'Ьдн. уравн., по1учинъ, 

[дТ г <1р л ' 

дТ Лр 6а 1 ^Ч> 1 

1^' 61 • ^] + ^"5?-= 2^Л*+Лу).и1и, такъ вакъ «^р^^^^^*— «'у* = 

Лр 
гд^^ предпо!. что -^выраж. въ фуивщи отъ одного р. Для того чтобы въ 

это уравн. входили лишь перем. р ж ^^ Лагр. считаетъ нужнымъ положить 
Т^=Г,(^^ гд*! Р фунвц1я отъ одного р^ а 0--отъ одного ^, Тогда окавн- 

вает<Й1 что -д- ^ должн. быть функц. отъ одного р—: (рр^ такъ 

что Л«-Лу=«. I Чр/Я<^4+^^ I • • • -(А), а сл*д., Р^^ = У{(^Л'^]'ч^?6тУ 

или, такъ какъ 4?-='4^^==^^^^-^^^ ; УЛ-+ УА.У=в У(с«+2/,Я.4 
которое уравнеше и представляетъ интегралъ предложеннаго. (О. </в 1адг. 

1. П, рр. 19-21). Когда /,ат==/,х==/а?===а+.^ж+>'а;»+<Ь»+«а:Ч ВЫВОДЪ ЭТОТЪ 

упрощается (О. </е Ха^г. 1. П, рр. 15 801У.): можно положить 0=? и ■»- 
тетр. получ. тогда въ форм*: ^А + УГу = (ж—у) Vс»^'а(а?-|-у)+<а^-^у)'• 
Въ общемъ случа* можно и8Сл*довать природу функвдй /^х и /,у удов- 
летвор. услови. уравнен1Ю (А). (О. </в Ьауг. 1. II, рр. 21—33)-, Лагранжъ 
приходитъ так. образомъ въ завлючешямъ подобнымъ Эйлеровыхъ; овъ 
получаетъ, однако, обп^ее условхе (1. с. р* 30), изъ котораго считаетъ воз- 
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направлеши, которое казалось имъ наибол'Ье естественнынъ, 
различными путяжи пришли оба къ заключешю о невозможности 
такого обобщешя. Абель первый^ опираясь на труды Эйлера, 
открылъ въ какоиъ направлеши было возможно такое обобще- 
н1е и нашелъ его въ своей знаменитой теорем1( ^). 

Рядомъ съ теорхей сравнен1я зллиптическихъ трансцен- 
дентвнхъ, развит1емъ которой кы обязаны главнымъ образомъ 
Эйлеру^ мало по малу прхобр'Ьтаетъ значеше другая отрасль 
учен1я объ этихъ трансцендентныхъ— преобразован1е и приве- 
ден1е интеграл овъ одного вида къ другимъ интеграл ачъ прос- 
тФйшаго вида; главные труды въ этой области^ на ряду съ 
Эйлеромъ^ принадлежать въ особенности Даламберту. Еще въ 
1746 году Даламбертъ представилъ Берлинской Акадом1и Наукъ 
иемуяръ озаглавленный: «ВесЬегсЪез виг 1е са1си1 1п1ёдгаЬ; 
тамъ разсматриваетъ онъ, между прочимъ, «рядъ интеграловъ, 
которые посредс;в<»мъ простыхъ подстановокъ и интегрирован1я 
по частяиъ приводятся къ интеграламъ выражаемымъ посред- 
ствомъ дугъ эллипса и гиперболы» *). 



ноянымъ вывести новые С1учаи ажгебричесвой интегрируемости 7равнен1я 
^х : у/^х=Ау : |//,у «се дие опуге, сотте оп тоН, ип уая^е сЬатр апх 
гесЬегсЬез (1ез апа1у81ез.> (1. с. р. 33). — См. еще ТКёопе й, ^отл. апа1.^ 
аг1. 79— 83п тд'Ь Лагр. ариводитъ также Эйлерово уравненхе къ виду 

д^а= ^(АЛ-ВСойи) ' устанавднваетъ анаюпю между теоремой сложенхя 

эмипт. ИНТ. 1-го рода и основннмъ пред10жен1емъ сферической тригоно- 
метрш; ср. Епперег. 1. с. р. 559. Ср. еще прим. 3) къ стр. 442 и прим. 
1) на стр. 443 (Работы Эйлера посвящ. Лагранжеву методу). 

*) О 8начен1и Эйлеровыхъ работъ въ истор1и открыт1й Абеля ем. 
ВгШ V. Nо•^к€^^ 1. с, III АЪ8сЬп1и. Ваз АЪеРзсЬе ТЬеогет пп(1 (1аз 11т- 
кеЪгргоЫет ^ег ЬурегеШрМзсЬеп Рппсиопеп: АЪе1 Ыз ^ехегз^газз, рр. 
206 здд., N6 рр. 209-210. 

') Подробный разборъ этой работы см. у М. Кантора 1. с. въ прим. 
3) на стр. 441. Ср. ВШ. Ле ГАеш1. (1е ВегНп, Аппёе 1746. Т. II, рр. 200—224; 
продолжен1е этого мемуара, содержащее м. п. ивсл'Ьдов. о квадратуре 
крнвыхъ 3-го порядка было напечатано въ В$$1. ЛеГАе. <1л Вег1. апп. 1748, 
Т. 1У, рр. 249 зп1у.; см. Сап^ог. 1. с. рр. 848*849. 
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ЭВлеръ, въ свою очередь^ повазалъ, въ двухъ менуарахъ 
пон'Ьщенныхъ въ УШ и X топахъ Новыхъ КоипентарШ Петбр- 
бургсвой Акадеи1я^ приввденге къ дугамъ коническикъ сЬчен]]! 

интеграловъ отъ дифференцхаловъ вида ^). 

Въ поздн'Ьйшей статьЪ <о дифференщалахъ цриводимыхъ 
Бъ дугамъ коническихъ с^ченШ»^ опубликованной въ 1780 
году, Даламбертъ дополнилъ свои собственныя и Эйлеровы 
изыскан1я^). Въ этой статье онъ^ между прочимъ, пользуясь 
теореиой о сложенги эллиптяческихъ интеграловъ втораго ро- 
да, приводить опред'Ьленннй интегралъ 



5 



У1- 



пх 



г 



]/1^х' 



1од (1 — пх^) (1.г 



къ эллиптическимъ ^). Такииъ обраноиъ н'Ьсколько простМ- 
шихъ видовъ эллиптяческихъ интеграловъ прхобр'Ьтаютъ пре- 
имущественный интересъ и значен 1е: они представляются 
какъ бы элементами язъ которыхъ возникаетъ весь иа- 
твр1алъ теор1и эллиптяческихъ трансцендентныхъ. Выдви- 
гается вопросъ о приведен1И всЪхъ способныхъ къ тому 
интеграловъ къ этимъ прост'Ьйшимъ, нормальнымъ или капо- 
ническимь видамъ — вопросъ^ который былъ окончательно 
разр'Ьшенъ трудами великаго преемника Эйлера и Даламберта 



^) Соп81(1егаио ^огшп1агат, доагпт ш1еёгаио ре:* агспз вес^зопаш 
соп]сагат аЪзо1V^ ро(;е81. ^Vо«. Соями. 1;. VIII, 1760 — 1761, рр. 129-149 — 
Бе ге(1асиопе !6гти1аг. 1п(;е^. а(1 гес1;. е11. е!; Ьур. 1. с. въ прим* 1) на 
стр. 442. 

') 8аг (1ез (ИШгепМеПев гё(1асиЫе8 апх агсв (1е зесИопв сошдпез. 
Ори9сиих таМтаНдием оп Мёто1гез заг сИШгбпз 8ц]е1;з (1е (тёотё1г!е, ее 
МёсаI^^^11е, <1'0ричие, <1*А81гопот1в, &с. Раг М. В'АитЬеги I. VII, Рапз 
М. осе. ЬХХХ, рр. 61—101. 

■) Ш<1. аге. 66, рр. 96—97, Епперег. 1 с. р. 509. 
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— трудами Лежандра ^), открывающими уже новую эпоху въ 
исторти эллиитическихъ функц1й. Чтобы дополнить свой крат- 
ки очеркъ этой и€тор1и въ ея первую, до-Лежандровскую эпо- 
ху я додженъ упомянуть еще о работахъ аигл1йскаго геомет- 
ра Ландена^ съ именемъ котораго мы уже встр'Ьчались по дру- 
гому поводу ^). Ландену принадлежитъ интересная геометри- 
ческая теорема, выражающая связь между дугой равносторон- 
ней гиперболы и двумя дугами эллипса ^). Ему же обязаны 
мы открыт1емг первостепенной важности, положившимъ начало 
новой отрасли теор1и эллиптическихъ функтцй; это открыт1е 
«Ланденово преобразоваше» — изн'Ьстныя уравнен1я^ служащ1я 
для перехода отъ интеграла перваго рода съ даннымъ моду- 
лемъ къ интегралу того же рода съ другимъ модул емъ *). 
Таковы были основан1я, на которыхъ Лежандръ воздвигъ^ 



») Ср. Кппер€г, Е11. г., рр. 541-542, 2, 13 844., 205, 212—213.— 
4с/п'еп Матге Ьедеп<1ге род. ВЪ 1752 Г., уи. ВЪ 1833 Г. О ЖИЗНИ ОГО И науч- 
ной д'Ьята1ЫЮСти см. у Магге Н. (1. М. I. X, рр. 110 — 148. Первая значи- 
тельная работа Лежандра но теории эдлиптич. интеграювъ появилась въ 
ПЫопе Ле Асас1. (1е РаИз за 1786 Г. (Рап8 1788) подъ заглав1вмъ: Мёто1ге 
яиг 1е8 1п1ё8гаиоп8 раг агсз с1'еШр8е (рр. 616-643); ср. Епперег, 1. с. рр. 
542, 2. 

») См. нрим. 2) на стр. 328. 

^) Ап 1пуези^а11оп оГ а ^епега! ТЬеогет (от ПпсИп^ ЬЬе ЬепдЪЬ оГ 
апу Агс оГ апу Соп1с НурегЬо1а Ьу Меапз о^ Т^о ЁЩрИс Агсз, шШ 
8оте о1Ьег пе\у ап(1 изеГи! ТЬеогета (]е(1псед <;Ьвгвйгот. РЫ1о9, Тгапяас1мп» 
1775, рр. 285 8^^.; также Ма^Ьетайса! Мето1Г8 Ьу ^оЬп Ьап^еп. Ьопйоп 
1780, рр. 32 8^^. Ланденъ выс&азалъ свое нредложеше еще раньше, въ 
концЪ меиуара, представл. Лоид. Кор. Общ. въ 1771 г. иодъ заглав1емъ: 
Л ^^8^и^8^иоп сопсегп111($ сег1а1п Е1иеп18, \уЪ1с11 аге аазх^паЫе Ьу 1]1е 
Агс8 о{ Со1Йс Восиопз', 1^'Ьеге1п аге 1пуез11^а1ес1 зоте пе\у апс1 изеМ 
1Ьеогет8 (от сотри1;1пя знсЬ Ркепи; см. РЫ1о9 Тгапз.^ 1771, рр. 290—309.— 
ЪМперег, Е1\. К. рр. 523— 524. Работы Ландена послужили основатемъ даль- 
н-Ьйшихъ нзсл'Ьдован1Д .Тежандра: см. Зесопд Мёто1ге заг 1е8 1п1ёртаиопз 
раг агс8 (1'е111р8в е1 зпг 1а сотрагахзоп с1е сез агсз. Раг. М. 1е веЫге^ 
НЫ. (к ГАе, Ле Рапз, 1786, рр. 644-683. 

*) Лп ЫгаЬ, е1с. 1, с. ВЪ пред. прим. Ма1Н. Мет.- Епперег. ЕИ. Р. рр. 
352-354. 
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въ течети сорокал'Ьтней неутомииой д'Ьятельности, свою строй- 
ную теор1Ю эллиптическихъ интеграловъ. Раиви моего труда 
не позволяютъ наиъ остановиться на разсиотр'Ьн1Н мае- 
сичесваго Лежандрова «Трактата объ »ллиптическихъ фуяк- 
Д1яхъ»^}. Но я долженъ упомянуть объ одной сторон'Ь Лежан- 
дрова труда, которая очень намъ важна для характеристики 
наступающаго новаго пер10да въ исторхи математики; эта имен- 
но сторона «Трактата объ эллиптическихъ функщяхъэ состав- 
ляетъ одно йзъ главннхъ его достоинствъ и даетъ ему право 
навсегда остаться совершеннымъ образцомъ математической ра- 
боты. Мы уже говорили о томъ^ что характернымъ признакомъ 
новой математики въ отлйчхе отъ древней является прннципъ 
обобщен1я ^); теперь^ въ нов'Ьйшей математик'Ь^ вступаетъ въ 
силу е1це новое начало^ которое можно назвать принципот 
аналитической жономги. 

11ринципъ обобщенхя объединяетъ въ одну группу мате- 
матическ1е объекты, обладающте общими связующими элсмепта- 



') Тга1(ё (168 {опс(10п8 е111ридие8 еЬ (1ез ш1ё^га1е8 Е111ёг1е11пе8, ауес 
(168 ТаЫев роиг бп Га(;1И(;ег 1е са1сп1 п^тё^^^а6. Раг Л, М, ХлдепЛге 1. I. 
Рапз 1826, 1. II, Р. 1826, 1. III, Р. 1828-1832. Второй томъ содержигь въ 
(^4 «Тга1(;ё(1е81п(;ё^га1ез Кп14г1еппез> ин'Ькоторыя дрнюжешя; трет1Й— 
«ё1убГ8 8арр1ётеп8й 1а ТЬ. (1. Р. е11.>. «а(1(1Шоп8 ^а6 поаз пооз ёиопз рго- 
розё (1е /а1ге й по(ге опуга^е, еп ргоП1ап1; (1ез ёёсоиуегЪев гёсеп^еа (1е ММ. 
АЪе1 е( ^асоЫ». Подробный разборъ этого трактата см« въ внигЬ: 2пг 
6е8сЬ1сЬ1е (1ег ТЬеоНе (1вг е]ир118сЬеп Тгап8сеи(1еп1бп 1п ^еп ^аЬ^еп 
1826-1829. V. Бг. Ь. К'6тд»Ьегдег. Ьрг^. 1879, рр. 4—13; также у Мапе, 
Н. (1. 8С. ш. Ь. X, рр. 123—148. Трактату объ Э1л. Ф. о редшествовахъ дру- 
гой зам'Ьчатедьный трудъ Лежандра: Ёхегс1се8 (1е Са1сп1 1п(ёбга1 з. 1е$ 
1гап8сеп(1апее8 е(; 1е8 диас1га1игбз. 3 Уо18, Рапе 1811—1816. Из10жен1е 
важн'Ьйшихъ резу1ьтатовъ въ тбор1я эият. инт.^ добытыхъ Лежандромъ 
и его предшб($тв., главнымъ образомъ на основан1и двухъ лервыхъ томовъ 
этого дос1'Ёлняго сочннен1я можно найти во 2'мъ том'Ь Трактата о дифф- 
и ИНТ. нсч. Лакруа (вес. ё(1. Рапз 1814), аП. 406-412, рр. 48-69, аг*. 
502-511, рр. 174—184 и СЬар. УШ, Ве 1а Сотрагаиоп Леш ТгапясепНаШы, 
аг1. 690—711, рр. 471-502. 

*) Ср. (»р. И24. 
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МИ н стремится подвергнуть такому объединбн1ю съ данными 
ксЬ къ тому способные объекты. — Принципъ 9коном1и застав- 
ляетъ отъискивать коренные члены этой группы, которые со- 
ставшютъ^ такъ сказать, ея сущность^ изучен1е которыхъ стро- 
го необходимо и^ вм'ЪстФ съ т'Ьмъ^ вполн'Ь достаточно для по- 
знашя всей группы; свойства каждаго члена группы должны 
находиться въ простой, вполне изв'Ьстной логической зависи- 
мости отъ свойствъ коренныхъ^ пормальныхъ или каноническиосг 
ея членовъ. Это начало^ мало по малу возникающее въ тече- 
Н1и ХУШ-го в'Ька, уже ясно было сознано Лежандромъ^ ко- 
торый явился однимъ изъ главныхъ проводниковъ его въ на- 
уку. Лежандръ завершилъ труды своихъ предтественниковъ, 
осуществилъ ихъ планы, дополнилъ недостающее въ добытыхъ 
ими результатахъ, соединилъ эти результаты въ одну строй- 
ную систему^ положилъ, такимъ образомъ^ прочное основан1е 
для открыт1й^ уже совершенно новаго рода, посл'Ьдующей эпохи. 

Такая же роль., какъ и въ теор]и эллиптическихъ инте- 
граловъ, выпала на долю Лежандра въ другой отрасли учеюя 
о функц1яхъ.) въ теор1и опред'Ьленныхъ интеграловъ; ему пред- 
стояло^ опять таки^ дополнить^ объединить и усовершенствовать 
результаты добытые главнымъ образомъ Эйлеромъ ^). 

Мы уже вид'Ьли, какъ возникла у Эйлера теор1я опре- 
д'Ьленныхъ интеграловъ ^). Я изложу теперь, въ главныхъ чер- 



*) Лежандръ изложиаъ теор1Ю Эйдеровыхъ интеграловъ въ двухъ 

статьяхъ^ иом^щеттахъ въ Ехегскеш Ле са1еи1 4пЫдга1 (I. I, рр. 221 8ШУ*^ 
!. П^ рр. 3 $и1У.)'^ нз1о;Бен1е еодержан1я этнхъ двухъ статей си. въ две- 
сертащн: Кп115(;11-Ы81;оп8сЬе 11п1ег8пс1шп$ иЪег (11е ТЬеог1е (1ег ^атта- 
ГипсИоп пае Еи1ег'8сЬеа Шертак. V* Нам ЗсНепЫ, 1181ег-2ипсЬ, 1894, 
4). А- М. Ьес^еп^ге, рр. 15—26. Ср. еще ЬасЫх, Тг. (1и с. (1. е1: (1. (]и с. !.<) 
Ь. III, с1ь У1, аг(;. 1164—1205^ рр. 412—486. Лехандръ представилъ свою 
теор1Ю въ н'ЬскольБо бол'Ье простой форн'Ё и съ н'Ькоторыми орнбавле- 
н1ями въ ТгаЦё <1е8 Ыё^г. Ба1. (удом, въприм. 1) на пред. стр.); Тг. ^. !*• 
еП. е1с. I. II, рр. 365—530. Не им^я подъ руками Ёхегс. (1е сак. 1п1ёвг*, 
я заимствую ссылки на это сочинеше изъ диссертации Шенкеля. 

») Ср. стр. 399—401. 
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тахъ^ дальн'Ьйшее развит1е этой теор1и и приведу н'Ькоторне 
характерные иетоды и обозначен1я Эйлерова анализа. При 
первнхъ же своихъ изсл4дован1яхъ объ интерполящи рядовъ, 
велик1Й Базельск1й математикъ встретился съ интегралаи 
особаго вида^ которые иы приводииъ теперь обыкновенно къ 

одной изъ двухъ форнъ 1 X (1 — х) с1х и \ е X йж, 

и которые получили отъ Лежандра названхе Эйлеровыхъ инте- 
граловъ перваго и втораго рода ^) Второй изъ этихъ интегра- 
ловъ служитъ для интерполяцш числовой фувкц1и 1.2.3... (п-1) 
при пожожительныхъ значен1яхъ п^ первый находится въ 
простой зависимости отъ трехъ ннтеграловъ втораго рода'). 
Эти интегралы^ а также и некоторые друг1е, представляющ1е 
частные ихъ случаи или находят1еся съ ними въ простыхъ 
отношен1яхъ и послужили главныиъ предметоиъ дальн'Ьйшихъ 
изыскан1Й Эйлера ^). При зтихъ изыскан1яхъ онъ выработалъ. 



■) Ехеге. Ле са1е, $п1. I. I, р. 221, ТгаИё с1ё$ юЫдг. Еи1,^ р. 565, И КЪ 
особ. агк. 55—57, рр. 414—415. 

*) 1Ш. аП. во— 62, рр. 416—417; ср. стр. 399-401. 

') ВсЬ работы Эйлера, относящхяся къ иптеградаиъ носнщимь его 
имя мотутъ быть разА^леим на дв-Ь группы: въ первую входятъ мемуары, 
напитанные въ течен1и 1730— 1739 годовъ; онн находятся въ связи съ 
р'Ьшен1емъ вопросовъ о сумиован1и и интерподящи рядовъ, съ теорией не- 
прерывныхъ дробей и безконечн. произведеш'й; см. прим. 3 на стр. 278, 
прим. 3 къ ст. 283 и стр. 399 — 402. Доподнен1вяъ къ нимъ служитъ немуаръ: 
Ве ехрге851опе 1п(е§гаиот рег СасЬгез. ^ог. Сотт. I. VI, 1756 е1 1757, РеЬг. 
1761, рр. 115-154; мемуаръ: 1)е шУбп^опе хпЬсбгаИпт. 81 роз1 1п1екга11о- 
пеш уаг1аЫП циапИиИ (1е1егт1па1и8 уа1ог 1г1Ьиа1аг. въ М(9ееи. ВегоИп. 
и УЕ, 1743, по словамъ Кантора (везсЬ. а. М. Вс1. III, р. 843), относится 
въ опр. интегр., «^егеп 1п<;е«тгаиоп аисН ипЬв8(,1тт1; УоИго^^п ^егйеп 
капп». Работы второй группы посвящены спецхально Эйлеровымъ интегра- 
ламъ и относятся ко второму иер10ду д*ятельности веливаго геометра, на- 
чиная съ 1762 года: нъ это время Эйлеръ былъ озабоченъ систематиче- 
ской разработкой иитегральнаго исчислетя въ своемъ капитальном ь сочи- 
нвн1н «ХпзИ^ииопез сакпИ 1п1;е^аИ8» (ср. прим. П на стр. 434). Резуль- 
таты этихъ новыхъ работъ были изложены Эйлеромъ въ 1п»1. Сак, ^я^ Ь* 
I, Р. I, Зесио I, Сар. 1У, УШ^ IX (Бе уа1ог1Ъа8 1п1;е§;га1гат ^^оз саП15 
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однако, и н'Ькоторые весьма важные общ1е иетодн внчисленхя 
определенны хъ интеграловъ. Я приведу сначала обозначен]я и 



(ап!ит сазгЬпа гес1р!пп^.; Ое еуо1п1;1оое 1п1еёгаИпт рег ргоёпс^а 1п<1П1(;а). 
и \, рр. 106—129, 203—224, 225-250 и, еще до пояиешя «Интетр. Ис- 
числения», въ кекуарФ: ОЬзегуаиопеа с!гса 1п(еёгаИа 16глш1агит 

х^ Лх(^'—х )« роа^^о роз! 1п1;ебга11опет я?=1, МЫеИапеа Таип- 



т 
п 



лепта, к. Ш, 1762—1765, Типп 1766, рр. 156—177 (ср. разборъ этого нем. 
ЗсЛвяЫ, 1. с. рр. 6-9). Въ 1771 году Эйюръ сообщилъ Петербургской 

х^ Лх (1х) 

1п1;е&га1;1011е а уа1оге ж=0 а^ х=1 ех1;епза (МоЫ Сотт, Т. XVI, 1771, 
Ре1ег. 1772, рр. 91-139; перепеч. въ 1п»и. Са1с. Ш. к. IV, 8ирр1. Ш, рр. 
78—121), содержа1ц1й теор1ю интеграловъ 2- го рода и выводъ формудъ 
устанав. соотношенхе между инт. обоихъ родовъ.— Эти два жеиуара со* 
держатъ полную теор]Ю новыхъ траясценд. Изъ другяхъ работъ Эйлера, 
досвящ. Т'Ёмъ же вонросамъ наиболее зам-Ьчательны: Сотрагаио уа1огпт 

^огтпке 1л1;ертаИ8 \ г— , а (егшхпо ^=0 а8^пе ай х=1 ех- 



4 х^^ дх 



еепзае (Сомеш ехНЛ. (Не 10 Оы. 1776). Шка ЛЫа Ас. 8. I, Ре1г. Т. V, 1787, 
Ре1г. 1789, рр. 86-117; А (1(1 Пашен!; ит ас1 (Иззегииопеш (1е уа1ог. Гогт. 
1п1. е1с. (СопV, ехН, <1. П Ос1. 1776), Шс1. рр. 118- 129; перепеч. въ 1т1. с, 

1я/. 1. IV, 8прр1. V, рр. 295—337. Веуего уа1оге Гогтп1ае 1п1е8гаИ8 Г^^у-^ 

а 1егпппо х=4) изцис а^ 1егт1ппт ае=1 ехСепзае (Сопиеш, ехН, Л, 30 8^р1. 
1676), N<п'а Аыа, I. VIII, 1790. Рекг. 1794, рр 15 - 31-, Р1еп10г ехрозхио 
зепегаш Шагпт тешогаЪШит ^иае ех ппс11з ро(е8(а1;ит ЫпотИ 1огта- 
1лт {Сопиеп!, ехН. Л. 30 8ер1, 1776), *Ы(1, рр. 32—68. Ве РХ1т10 изи гаеШо(11 
1п!;егро1аиопит 1п зепегит ёос1ппа, Ори$с. Лпа1 I. I, (рр. 157 8^^) рр. 
171 8^^; Ме1;1и»(1и8 1ПУеп1еп(11 !огти1а8 1п1ейг.. ^^1ае ссгИз сазьЬиз (1а1;а1П 
П11ег зе 1епеап1 гаНопетп, пЫ 81ти1 те1;Ьо(1и8 1га(1ицг ГгасИопез сопипп- 
аз 8игатап(!1. Орше. Лпа1. I. П, рр. 178—216. Какъ я уже зам*тилъ въ 
прим. I) на стр. Ю1., Стирли]1гъ также пользовался опред. интегр. для 
интерполяц1н рядовъ: онъ доказываетъ теорему (1. с. въ этомъ прим'Ьчан1и)л 

г г Г+-1 г г+1 г+2 

въ силу которой члены ряда «-"гв, ~". *ГХТ"» "' в'-Ш* ~4^ **' *'*^'> ^Р^' 

порщональны значонхямъ интеграла Г х^^^^ (1—х) ?""*""*" Лх^ при 

г^=0Д,2,3, ей. Для доказательства этого онъ пользуется формулой приводе- 
н1я инт., данн. Ньютономъ въ трактате <Ве ^иа^га^п^а Согуагаш» (Рго- 
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формулы, относящ1яся спещально къ Эйлеровынъ интегр&ланъ^ 
а затЪмъ скажу н'Ьсколько словъ и объ его общихъ нетодахъ. 
Эйлеръ разсматривалъ свои трансцедентнне интеграла пер- 
ваго и втораго рода обыкновенно въ сл'Ьдующей форм'Ь: 

V ж''""^ (1 — .д?"^« (1х; \ х^'^^ (1х),^ д.х>^ или ирощв^ 

%/0 «70 






рОяМо УП^ Лв1Г<, Ори9си1а^ (Л, рр. 221 ЭЦЦ,). Ср. ЕудепЬегдег, ВаИт'^е еЬС. 

(СМ. прим. 3) на стр. 403), рр. 41—42. Иаъ друтихъ математнковъ Х7Ш 
вФка подьзовавшнхса ооред'Ьи^нными интегр. въ теор1и рядовъ, сж'Ьдуетъ 
упомянуть объ Антоши Марш Ьогдпа 1730—1796): ему принад!. сочияеше 
8рес1шеп (1е ЗепеЪав Сопуег^епиЪпв. Уегопае 1775, трактующее о ря- 
дахъ, дпагаш Тепшш ш ({епеге <11у180гего сотр1ес(пп1пг А1веЬга1с11т. См. 
также его мемуаръ: МёШоЛе роаг аоттег 1е8 вёпез гёс1ргодпе8 (1е зшаа оп 
со-з1пи8 с1'агС8 еп рго^г. агНЬт. М4т. (1е РАс, Ли ТигЫ^ 1786—1787, Т. 1788, рр. 
215 — 244. Ср. Ме(;Ьо(1а8 ^епегаИв 8иттап(1| рго^ге881опе8. Аис(.. Ь. Еи1епк 
Сотт. Ае, 8с. I, Р., 1. VI, 1732—1733, рр. 68-97. Первыя попытки еуммова- 
Н1Я рядовъ при пом. интетраловъ привад!. Лейбницу и И. Бернулм: см. 
письма Л. къ И. Б. Цапоу. 9 Коу. 1696, Б. къ Л. Огоп. 1 Вес. 1696, Л. въ 
Б. (^11е1ГвгЪ. 28 Вес. 1696, Б. къ Л. бгоп. 19 Дап. 1697. ЬехЬп. Ма1Ь. ЗсЬг. 
Ег8(* АЪ1Ь. В(1. Ш, рр. 337—357; ср. Ье1Ьге ее Ьа^^гап^^е й Ьогдпа, Вег1. 
23 ГёУГ. [1776]. 0. </е Ьадг. Ь. ХГУ, рр. 255-256 —ЕасгЫх. Тг. до С а. 
е(. <1п с 1., 1. Ш, СЬ. V, рр. 374 5а1У. 

О Ср. 1. с. въ пред. прим. въ особ. ПлЫ. /огт, сши$^^ Ш. е1е, ТЬ. 

ёепега1е, ЗсЬоИоп* Эйлеръ разсматривалъ свои транец, функции ямшь джя 
ращональн. 8начен1й перем. Лежандръ первый говоритъ объ Эйюров. 
ивтетралахъ, какъ о функщяхъ неарерывныхъ; ср. 1. с въ прим. 1) на 
стр. 456. Лежандръ окончательно зам'Ьнщъ сложную Эйлерову формулу 

интеграла втораго рода простМщей формулой Г </л |%— Г"" и ввелъ 

для нея обозначеюе Да) (Тга1(ё ё. 1п(. Еп1., СЬ. УП, аг(. 44, 45^ 1. с. р. 
406); ср. ЕVЫи^. /огт, Ыедг. Лм>. Сотт. Т. XVI, 8сЬо1 КЪ ТЪ. I, рр. 97—98- 
1т1. с, ш, I. 1У, рр. 83— 84. Мемуаръ Эйлера «Ое уего уа1огв^с.> цитмр. въ 
пред. прим.— Въ мемуарахъ Ме^110(1а8 1пуеп. е(с. Ормс. Ап. и П, рр. 
178—216 (ср. пред. прим.) и Бе уа1опЬиз 1п1е0га1шт а 1егт1по уапаЪШз 
х=0 и8^11е ас1 а:»ао ех1;еп80гат (М. 8. Асаёет1ае ехЫЬ. д. 30 АргШз 
1781; напеч. въ /я«(. со^. |'я(. (. IV, 8ирр1. V, 4), рр. 337 — 345) Эйлеръ 

•00 

пользуется интеграломъ втораго рода въ форм^ \х е. Лх. . Эйлеръ 



■5 
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Онъ употребдялъ для нихъ сокращенныя символ ичесш обоана- 
чен1я и изложилъ своего рода алгоривнъ для вычислен1я этихъ 
сннволовъ, установивъ формулы для приведен1я однихъ синво- 
ловъ къ другимъ. Вотъ, для примера, рядъ паибол1ке интересныхъ 
фориулъ^ ааи1Ствованныхъ изъ одного изъ иажн'Ьйшихъ Эйлеро- 
вы хъ неиуаровъ^ посвященныхъ этииъ трансцендентнниъ ^): Введя 

обозначеехя: ^ —- ^=(-Х \ ^^ 1^0^ Н Г^1 ')' 

Эйлеръ находить так]Я формулы: 

1) Относящ1яся къ интегралаиъ перваго рода: 



(?) ~ (р) ' \р) ~\п)~ Р' {я) ~ \п) - д • 



) 



употреби, симводъ.-/: я ддя обозиач. фавтор1ала 1.2.З.. . . я, .^:пи1нГ:я для 
обознач. бо1'Ье общ. факт. а.(а-|-6). (а+26) — [а+{п—1)Ь]\ Ср. его мем; 
Ое 1егю1:10 ^епегаИ зепегит Ьурегкеоте^псагаш (Соя«. ехН, 19 Аид, 1776), 
Лого Лыа, 1. УП, 1789, Р. 1793, рр. 42-63; Уапае сопвгёвгайопвз С1гса 
зег. Ьур. (Сояо. ехк. 19 Лид, 1776), Лога ЛЫа, I. УШ, 1790, Р. 1794, рр. 
3—14. Объ Эйлеров, яитегр. въ Лапласовыхъ работахъ по разк.исчисл. 

мы будеМЪ говорить ВП0СЛ1)ДСТВ1И. 

^) Еуо1цио Гогти1ав 1пев8хаИ8 Гх^ (й? |^ /х !«" е1с. упомян. въ 
прнн. 3) къ С1р. 456. 

») 1Ыё, РгоЫ. 6 8епега1е, 8о1и11о, Кот. Сотт. Т. ХУХ, р. 122, 1пв1, 

с. и I. 1У, р. 106; ср. Л. С, рр. 113, 120, /. с •., рр. 98, 104. Символъ Г~) 

введенъ Эйл. въ дисс. ОЪзегуа^зопез С1гса 1п1еёга11а е1;с. (М»мс, Таиг, 1. Ш) 
цит. въ првм. 3) въ стр. 456. Въ мемуар!» СошрагаМо уа1огит Согш. ш1. 
е1;с. {Шта Ааа^ \. У) онъ зам'Ьняетъ его символомъ (м)\ Лехандръ (Гг. 
ё. «я!. Ки1,^ аг1. 55, р. 414) ввелъ свкволъ [я, 9]<) Д^ обозначев1Я 



/•1 р_1 ,_1 



интеграла ^ ^х (1—^) . (<г. — Разсматрнвая сначала ннтегралъ 

«/ о ^ ('^) ? <^) Эйлеръ заи'Ьчаетъ, зат^мъ, что онъ легко приводится 

посредствохъ подстановки яг = у , къ простМшей форм'Ь Г^(1-^^' ^\ 

еж. 8сЫ. къ ТН. 1, ЁтЫиг, /огт, Ы(. ей. 1. с. ВЪ прим. 1) на пред. стр. 

•) ЕтЫиНо /огт. РгоЫ. 6 ^еп., I, II, КСотт, р. 123, 1п91. с. •'., 1, 1У, 
р. 107, ср: ОЬн^VаНояо^ Ыгса т/. ей. Мие. Таиг. I. Ш, рр. 157, 158. 
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/ р \_(»-р\_ « ■ / ?.__\ /»»г:9\ ^ ^ 14 

Я п 

[„г.^М".-) (^) С^) (I).... (^)]'= 

У180г сошшип18 иишегогиш т е1;п>^). 



*) 11лч)111Г. /огт., 1. с. Ш, 2\Г. Сотт. р. 123, Лс. •., 1. IV, р. 107; ОЬиг- 
ра^ с. 1я1. 1. с. р. 15У; /я*Г|7. се/с. |'я/. Ь. I, Р. I. 8ес1. * I, Сар. IX, ОеГ, 
Ссг. 2, 1. I, р. 238. Ш<1. Сар. УШ, РгоЫ. 42, Сог. 1, рр. 221—222. Эйлеръ 

1 №~1 «^ т— 1 

ирвобра.ч. зд'Ьсь ^ --: ^^ въ I ^---— ^- (РгоЫ.40, 8сЬо1. 1, рр 

216—217; ср. Ое ехргевзз'опе 1п1е^гаИит рег ГасЬогез 1. с. въ прнм. 3) на 
стр. 456, РгоЫ. 6, рр. 142 9(Ц1. Орихси1а Апа1. Т. II, рр. 42—54: 1п7е8и8аио 

кХ Лх 
1'огтп1ае 1111е8га118 V , сази ^ио роз^ 1п1е^гаиопе1п 8и1иНпг 

•5(1+х*)" 

д? = оо. 1т1. Си1с, ш1, 1. IV, ЗиррЬ V, рр. 346—357. 1)е спгу18 ЬурегЬоИаз 
с^иае 1п1;га зпаз азутр1;о1аз 8ра11пт ЛпКит 1пс1и(1ип1. АисК Ь* ЕФго 
{Сотт. ехк. </. 13 ГеЬг. 1777), Лога Асш, I. VIII, 1790, Р. 1794, рр. 116 8^^. 

») ЕгоЫНо /огт. 1. с. IV, V, Л'. Сотт. р. 123 /я«/. с. •., 1. IV, рр. 

107—108, « Шет ге1аЬ1'опет 1тегг.вс1еге », говоритъ Эйдеръ о по- 

сд'Ьдней формуд'Ь <сп^ил оре отпез ге(1исиопея герепипЬиг, дпаз 1п оЬзег- 
уа1]0шЬп8 С1гса Ьаз Гогти1аз ехрозп!». Ср. ОЬнеггаЫопея е1с, 1. с, рр. 15У 

8^^. /я»', со/с. 1я/. ь. т, рр. 23*^ з^^. 

*) ЕтЫ. /огт. ТЬеогета § 59. Лм'. Сотт. рр. 131—132, 1я$1. с. 9Ш. 1 
IV, р. 115. 
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2) Относящ1яся къ интетралаиъ втораго рода и выра- 
н>Щ1я свяаь между интегралами обоихъ родовъ: 

\т) \^) (т ) • • • • \т) ^^' 



»)Ь>о/./от. ^^.Сотт. р. 122^ /п««. с. те. рр. 106— 107; ср. Ше/. РгоЫ. 1, 
Сог. 3, Лог. С. рр. 95 — 97, /л«<. с. •*., рр. 82 — 83; формула приведешя ин. 
тегр. 2-го рода разсматр. зд'Ёсь какъ части, случай формулы лрив. инт. 

вида % х^ их \\—о^ущ% д^о, полагая^ пря д безк. мал.,х^=г1+у^ря5. 

6ъ глав'Ь IV 1п»1 с. ти Ь. I, Г. I. ЗесЬ. 1 подобн. формулы привед. выво- 
дятся ИОСреД. ИНТегра1иИ по чаСТЯМЪ. Ср. />е «его юа1оге /огт. т/. (цит. въ 
прим. 3) къ стр. 456), Уоса АЫа, Ь. VIII, р. 16; 1м гаЬпЬиз ЫидгаЦит е1с, 
1п$(. сак. 1п1, 8ирр1. V, 1. IV, р. 339. 

*) ?]го1и1ю /огт, ТЬеогета }^е11ега1е, СогоИ. 3, Л'. Сотт, р. 108, /п»<. 
с. ш. Ь. IV, р. 93 (переходъ отъ соотн. между инт. 1-го рода къ соотн. 
меж1у инт. обоихъ родовъ лосред метода упом. въ пред. примеч.)-, 8еЫ, 
(рр. 108—110, 93—94 гезр.). См. еще 1)е юего пакге ей. Уо9а Аыа^ %, VПI, 
р. 18. гд'Ь для доказ. той же теоремы Эйлеръ ссылается на предложен1е: 

00 00 

если (1+^)"* = 1+ 22»*^* и (1+л)" = 1+ 2 V* ^ ''^ ^У"«» Р«ла 

00 

1 + XI **к^к 1^>1ра>ается съ одной стороны формулой 
*^1 



/X'-.) 



1П-|-П 



, съ друг.—формулой 



т-}-л 



т — 1 я — 1 



Ср. Иетог ехрозШо жепегит е1с, {Коеа Ас^а Ь. VШ) ЦИТ. ВЪ ПрИМ. 3) КЪ СТр. 

456. — О привед. въ текст'Ь формулахъ см. дал'Ье въ ЕюоЫио /огт.^ Кот. 
Сотт. I. XVI, р. 122, 1п81. са1с. 1п/. Ь. IV, р. 106 (РгоЫ. 6 веп.), 8ирр1етеп' 
Ыт еопипепи1€топ81г. ТНеог. § 53 ргорозШ^ 11. СС рр. 136—138, 118-120 гезр. 
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Еъ 9тимъ фориуламъ сл'Ьдуетъ присоединить замечательное 
равенство, находящееся въ одноиъ изъ посиертныхъ иемуаровъ 
Эйлера объ опред'Ьленныхъ интегралахъ: 

Ш Ш Ш М-^^^^я^'^!/"?'-)- 

Пред'Ьлы интеграла не обозначались въ самой формул^^ 
а для опред'Ьленхя ихъ употреблялась сначала фраза: <ро811о 
ро81 1п1е^га1;1опеш х=^1, Ые^гаНопе На шяШии, и! 1п1е- 
5га1в етапевса* ровНо х=^Оъ ^), зат-Ьмъ также — : *1п1;е§га- 
Иопе а уа1оге «=0 ай х=1 ех1еп8а» ^). Впосл'Ьдствш толь- 
ко Эйдеръ ввелъ особое обозначеше предЪловъ интеграла въ 

самой его формул*: \Р(1х | ^^И/, 1 *)• ^'ь мемуар* оза- 



Эти формулы служатъ также основан1е][ъ для вмвода преддож. упом. въ 
прим. 3) па стр. 460; см. И. ее. рр. 128—132, 111-115 гезр.; Ветоп»1гаИо 
ТкеоглтаЫя § 59 ргоропИ^ П. СС. рр. 128—139, 120—121 гезр. 

О См. Ь. Еиин Орега ро8<;пта, I. I, рр. 408-438: Соп81(1ёга110П8 
8ПГ Ч11е1чпе8 Гогтп1е8 1п1;ёрта1е8, (1оп1; 1е8 уа1еог8 реи\еп(; 61ге ехрг1п^ёе8. 
еп сегЫпз са&| раг 1а ^па(^^а1^^е ёа сегс1е. Мемуаръ этотъ хранится въ 
Парижск. нац. биб1« и представх. автографъ вехиваго геометра. Оиъ бшъ 
снова изданъ Ш, Анри въ 1880 году: см. Ви11еНп (и$, 8с. таЛ.^ 2 зёг. 1. 1У^ 
1880, Бх1гаи, рр. 2—52; Сопв. е(с. Мёт. (1е Ь. Б. раЫ. соп^огт. ап пап. 
аи1. р. М* СНагШ Непгу. Привед. въ тексте формула наход. р. 433 (Ор. 
ро81;0' ^'взр. р. 44 (Ск. Е, Бх1г.)*, она выведена Эйлеромъ путемъ проста- 
го наведен1я; ЬасгЫх, (Тг. <1п е. (1. е1; с1а с- !., I. Ш, р. 480) приводитъ 
ее со сдовъ Ргопу вид^вшаго Эйдерову рувопвсь; оиъ даетъ доваз. этой 
формул! (рр. 479—480). Ср. Ееденс^ге. Тг. (1. 1п(;. Ба1., 1. с СЬ. X, рр. 441 
8а1у. Эйхеръ не употр* въ этой формуд'Ь сокр. обозн.^ которыми я по1ь- 
зуюсь въ тексте. 

*) Ср. прим. 1) на стр. 400. (Ве ргодгев$1оп. 1гап$е,} тавхе прим. 3) 
къ стр. 456. 

*) Ср. прим. 2) на стр. 457. 6ыраген1е «опред^енный интеградъ» 
введено Лап^асомъ; см. Мёт. зпг 1е8 зпИ^ез, Ыи^, ее ГАс. 1779, Р. 1782, 
рр. 209—267: «^е потше гШдгаи Лфпг€у ипе 1п1ёбга1е рпзе с1ер1118 апе уа- 
1епг (Зё1егтшёе <1е 1а уапаЫе ]п8да* й пае аа(ге уа1еаг (1ё1егт1пёе». 

*) Это обозиаченге встречается въ первый разъ въ статье: «1)е 1д- 
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тлавленнонъ с ОЪбвгуаШпев 1п а1^^ио1; ТЬеогета1а 111а81;г. де 
Ьа Огапде»^ напечатаннонъ въ еборник'Ь статей Эйлера, — 
€0ризси1а Апа1у1гсаъ\ онъ объясняетъ значеше и геометри- 
чесБ1й смнсдъ этой формулы^) и выводитъ слЪдуюпця равенства: 

/•6 ^а П Са 

\ Рс1х = — \ Рйх, или ХРйх^ \Р(Ь = 0; 

С'рсЬ ~ ^^Рйх = Г Рйх 3); 
н наконвцъ: V Р(1х + 1^РЛв + \^РЛх = О *). 



—м , аЪ х=о а<1 я5=1 ех(;еп8а. Лыа АсаЛ. 1тр. 

г (1 — XX) 

&. Ре^г.^ 1777. Р. ров*., рр. 3—28, 1пН, са1е. Ш. 1. IV, 8. Ш, рр. 154—182. 

Еще раньше Эйлера Лаиасъ употребмлъ подобное же, оставленное имъ 

впоо1*дств1н, обоэначете: Г<1х \ Р I ^^ , См» Мёто1ге виг ГшсИп. шоуеп- 

пе дев огЫ1;е8 <1е8 сот61в8 е^с^ 8а«. Йг, 1.У11, 1773, Рапе, 1776, р. 611. 

*) ЬеопНаг<и Еиин ОрпвспХа Апа1у1;1са, Т. П, Ре<;горо11 1785 (этотъ 

второй томъ появился въ свЬтъ уже по смерти автора), рр. 16—41 — вы- 

числ. опред. интер. вида 1 ^-И-— • у—-. Ср. письмо Эйлера къ Лат- 



в(1+/) 



1од X 



ранжу, 81. Р1;Г8Ь(;. 23 тага. 1775, Орвга РоН. и II, р. 586, ОеиV^еш Ле Ьадг. 
1. Х1У, рр. 242—243 и пред. письмо Э. съ пом^твой Лагранжа: гл^и и 26 
)апЫег 1775^ г^оп€1и 1в 10 /^9гкг^ Ор. РЬш1.^ 1. II р. 585, О. <1е ^*, 1. XIV, рр. 



240—241* Ое уа1оге Гопп111ае 1п1л8га118 ^ - — ^^ . ^ ^ ^ ^ , а 

1— я?* 



/% а— 1 

113 \^ ^- . 
щ) 1х 



1егт1по х=о пвдпе ад аг=1 ех1еп8ае. Апс*. Ь. Еикго. Лыа АеаЛ, 8с, I. Р. 
1777, Р. рое!, Ре1;г. 1780, рр. 29—47. 8рес1]1а11опе8 апа1уисае. А. Ь. Шйвго. 
ИоЫ Сотт. 1. XX, 1775, Ре<;г. 1776, рр. 59—79. 

») Оризе. ЛпЫ.^ и П, рр. 17—18, НуроЙ1е818, 8с11оиоп; «ппйе 8роп1е 
4п11п1 зедвевИа 1ешша1;а 1<;а апссШе ехргевва» (р. 18). 

*) Ори»е, Лп. I. П, рр. 18— 1Р, Ьешта^а I-'1V. 

О 1Ш. р. 19, Ьешша V* 
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Нижн1й пред'Ьлъ носитъ у ЭИлера названхе <1егт1пи8 
а диот^^ верхнхй — с^егшшиз си1 дтшъ ^). Такинъ образо1ъ 
исчисден1е опред'Ьленныхъ интеграловъ было формально возве- 
дено на стенень новоП отд'Ьльной в'Ьтви анализа ^). Эйлерово 
обозначенхе пред'Ьловъ сохранялось иатематикахи, пока не было 
заи'Ьнено^ въ начал'Ь нашего стол'Ьт1я^ принятыиъ съ т^хъ 
поръ бол'Ье удобныиъ обозначен1емъ Фурье ^). 

€ Способы, которые употреблялъ Эйлеръ для нахожден1д 
величины опред'Ьленныхъ интеграловъ», говоритъ Лакруа, сио- 
гутъ быть разд'Ьлены на три класса. Бъ первому классу при- 
надлежитъ разложен1е въ рядъ всего предложеннаго интегра- 
ла или части его. Часто случается^ что подстановка пред'Ьль- 
ныхъ значен1й переменной х упрощаетъ результатъ и приво- 
дитъ къ ряду, производящая функщя котораго известна, иле 
къ другому^ изв'Ьстному интегралу. Различный преобразован1Я 
могутъ^ очевидно, доставлять полезныя видоизи'Ьнен1я этого 
способа интегращи. Второй классъ заключаетъ нъ собЪ новы! 
соотно1пен1я^ обнииающ1Я произведенхя и частныя опред'Ьлея- 
ныхъ интеграловъ; къ третьему классу принадлежатъ вс^ тЪ 
результаты, которые получаются путемъ дифференцирован!! 
предложеннаго интеграла по отношен1Ю къ количествамъ^ перво- 
начально не считавшимся перем'Ьнными > *). 



*) Ори9с, Лпа1.^ I, П, Ьвтта1;а Ш, IV, рр. 18—19; Лап1асъ употр. 
выраж. «Ипи^еа с['1п1ё^гаиоп»; Мёт« заг 1е сак. аррг. (1е8 Гогта1е8 ^I]^ 
воп! {опс(. (1е 1;г. (^Г. п. Мёт, (1л ГАс, 1782. Р. 1785, Оеигге* сотр1. ^е Ьар- 
1асе^ Ь. X, введен1е, р. 212 и дад'Ье, раззхт* 

*3 Ср. ВСТушете въ ОЬшегс. т Ы. ТН, Ш, </в Ьадгачде^ 1. с, р, 16. 

'} Ср. статью Пуассона о первомъ мен. Фурье, посвящ. акал. теор1и 
тепюты (Мёто]ге зпг 1а ргора^;. (1е 1а СНа!. ^апз 1сз согрз 8о1. рг. к 
Г1п81;. 1е 21 с[ёс. 1807) въ Копу. ВпИ* <1е 1а зос. рЬНот. (1е Рапз (. I, рр. 
112— 116,п*6. тага 1808; Оеи9ге$ ЛеРоипет рпЫ. раг 1с8 301П8 (1еМ. О. Ваг- 
Ьоиху Т. П, Рапз 1890, р. 219; ТИёопе апа]у^^^ае с1е 1а с11а1епг. Раг1з 1822; 
Оеи^гы <1е РоиНег^ (. I, Р. 1888; аП. 224, р. 216, ВЪ особ. аг(. 231 зпЬ Гш., 
р. 226; Мёшо1ге 8пг ]а 1Ь. а. (1е 1а сЬ.; Мёт. ее Рас ропгГапп. 1825, (. 
УШ(рр. 581-622), Р. 1829. О. (1е1Роиг1ег, 1. П, р. 150. 

*) Ьасгогх, Тга11ё ёи оа1с. (11Е е1; с[и са1с. 1п1. I. Ш, аг(. 1164, рр. 
412 -413. 
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Саособани перваго рода для вычислешя интеграловъ 
уже широко пользовались сани изобретатели исчислен1я безко- 
нечно-налыхъ и илъ блнжайт1е сотрудники ^). Второй классъ 
иетодовъ^ о которыхъ говоритъ Дакруа принадлежитъ собствен- 
но Эйлеру и прин'Ьнялся имъ спещально къ изсл'Ьдован1Ю ин- 
теграловъ носящихъ его иия: главнымъ основанхеиъ этихъ 
методовъ служитъ аналитическ1Й прхемъ^ изв'Ьстный подъ на- 
зван1е11Ъ интегрировангя по частямъ ^). Саиымъ зан^чатель- 
яыиъ йзъ употреблявшихся Эйлеромъ способовъ нахожден1я 



') Ср. обаоръ предъид. лер10да^ въ особ. стр. 181 — 182, 192, 196, 
205, 215 V сд^д. и соотв. прии. О преобр. перем. въ интегр. си. стр. 187 
(Лейбницъ); ЛвюЮп. ТгасЬ. ^е ^ааё^. Сигу. Ргор. IX, Орик. Т. I, рр. 225 
зчч. Эй1еръ посвящаетъ И11Твтрироваи1ю регзепез хпЛши» мавы Ш и VI 
(ряды степ, и ряды тригонои*) перв. отд. перв. части перв, книги «Инт. 
нсчис1ен1Я>; 1я«/. са1с, Ш, 1. 1, рр. 76— 107, 156— 177. Ср. •Ш. Т. IV, 8прр1. 

II, рр. 60—77: Ре гсзо1а410пе &гшп1ае 1п(е|$га118, ^ х 4х\^-\-х ) 
ш аепеш вешрег сопуег^еп^ет. ХТЫ пши! р1ига 1П81§;п1а аг11(1С1а С1ГС1 
зепегат аиштаиопеш ехр11сап111Г. М» 8. Аеа4вт9ае ехкгЬ. Ли 12 Аид. 1779. 
Ср. ОЬвегуаиопеа апа1. ас! Ь. Ёп1еп 1п8(. с 1. Уо1. IV, зиррЬ П ее 1У. 
Апск. ^. Р. Р/аЛГ (рг. а ГЛе. и и ^аяV. 1797) NоVа Аыа, 1. XI, 1793, Р. 
1798, Н181о1ге, 8арр1етеп(, рр. 37—57, гдЬ Пфаффъ даетъ такжо заи^^!. 
преобр. Бернул11ева ряда (РгоЫ. § 13, рр. 53—57)^ Объ инт. рядами во- 
обще си. Ьаеговх. Тг. (1. С. й. еЬ с1. с. 1. и П, рр. У1П~1Х, 60—83. 

>) Къ нстор1и этого пр1еиа см. письмо Лейбница къ И. Бернуии 
Ншоу. "/и 1>вс. 1694. Ье|Ьп. Ма1Ь. ЗсНг. Егз!. АЫИ. 1. Ш, рр. 154—155 
и друг, м^юта переп. Л. и Ив. Бери, въ 1695 году. (Ив. Бернудди къ Лейб- 
ницу цит. въ прим. на стр. 444). Письма Л. и Берн. цнт. въ прим. 3) 
настр. 456 (стр. 458).— Тау/ог. Ме1110о[. ]псгет. Ргор. XI, ТЬеог. IV, р. 38-, 
МаеЬиЫп. ТтелЬ. оГ П., Воок П, СЬ. IV, аг(;. 813, СЬ. П, аг1. 738—739; ср. 
методы Ньютона для прив. интегр. въ Тг. ее ^иа<^^. Сиг9. (см. прим. на 
стр. 457-458); Мас1, 1. с. СЬ. Ш.— О формудахъ привод, и инт. но частямъ 
въ Эйлер, теор. опред. интеграювъ — см. въ прим* 1) на стр. 461. N6. Сот- 
рагаио 9а1ог, ^с. N090 Ас1а^ 1. V, рр. 87 — 88. См. еще какъ пользуется Эй- 
леръ этимъ пргемомъ въ мемуарахъ Ое уагпз 1п1ецгаЪ1и1а1]8 ^епепЬпз. 
N091 Сотт. Ь, XVII, 1772, Ре1г. 1773, рр. 70 8^^. и Ве йгтпИз с[1ГГегеп- 
иаиЬпз дпао рег (1аа8 р1аге8Уе дпап^Ъа^ез о[а1а8 ти11;1рИса1ае Пап( 1п1;е- 
ИгаЬПез (Отг. ехН. Л. 1 Ы. 1776). т^а Аыа^ Ь. VП, 1789, Ре1г. 1793. Ве 
{огшпив ДШ. зесппсИ §;га(1и8 ^аае 1п1евгаиопст а^1ш11оп( {Сом. ехН. ^1- 
24 Арг. 1777), Ш^^^а Аш, Ь. XI, 1793, Р. 1798, рр. 3 8^^. 

8»в. У»т. 0>ж. Т. ХП. 14 
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опред'Ьленныхъ интеграловъ нвсоин'Ьнпо является, однако^ диф- 

ференцирован1е по параметру подъ знакоиъ у*. Этотъ авали- 

ТИЧ6СК1Й пр1е]1ъ, изв'Ьстный уже геоиетранъ предшествовавшей 
эпохи подъ названхемъ: «сИвегепИаНо ^пап(^^а(ит (гапзсеп- 
депМиш <1е спгта 1п сигуаш», былъ впервые открытъ Лейб- 
ницемъ въ прилохев1и въ вопросу объ ортогональныхъ траэБ- 
тор1яхъ. Въ 1697 году^ вернувшись изъ Торгау со свиданк 
съ Петроиъ Великииъ, велик1й ганноверскШ геоиетръ сообщилъ 
въ письи'Ь БЪ Ивану Бернулли о сд^^ланномъ ииъ по дороге 
0ТБрнт1и ^). Бернулли, пораженный глубиною этого открн- 
Т1я^ ненедленно отв^Ьтилъ своему другу письиоиъ.^ въ ко- 
торомъ^ съ помощью искуссно придуманныхъ обозначен1й, даяъ 
общШ выводъ и формулировку Лейбнвцева метода ^) и вполн'Ь 



О Письмо Лейбница въ Ивану Бернули Напоу. 3 Ап^. 1в97, ЬеИт, 
МтН. 8еНг. I АЪ^Ь. В(1. Ш, рр. 449 — 450, Соттеге, рШ. вг таЛ. (;. I, рр. 
319—321; см. еще «ВеПа^е» въ изд. Герхардта, 1. с рр. 451—454 (на ру- 
кой, пом^ч. Лейбницемъ: ХпШо Ап^паИ 1697. 1п8ега1;аг И1;ег]8 сит ^о]1. 
ВегпопШо соттеп1;а118 ео 1етроге. Ср. СаШог. (жезсЪ. с1. М. Вс!. Ш, рр. 
321—222; письмо Л. въ И. Б. Напоу. 9 Ап^. 1697, ЬЫЬп, 31 8екг., рр. 
454—455. Сотт., рр. 321—322. 

О Письмо Ив. Берн, въ Лейбницу 6гоп]пцае с[. 14 Аи^. 1697, Р. 8., 
ЬеЛп, М(иН. &Аг., I АЫЬ. 1;. Ш, рр. 462—465, Сотт.рН. ^ т. (;. I, рр.ЗЗО- 
333. Какъ тевстъ этого Р. 8., такъ и обозначени н^скожько разнятся въ 
изд. Герхардта и въ Соттегсдат. Бернуддн пишетъ (Ь. М, 8скг. 1. с р. 

464) равенство (1а^ с1х = а^ Лх 4а (гд* «^ части, произв. в^— фунящи 
отъ о; и в по а) и, интегрируя это вырагегае по х^ приходить въ такой 
формуя^ для диф I еренвдаяа </!« <;х по а : </а1а^<;а: = «^ Л| 

.^ г,. ^ ,, ?: ^ , . I. . . „, 



I 



с со (• 

\йх • X \ а =^ Ла, \ < 
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оцЪнилъ значеше^ которое придавалъ ему Лейбницъ, не только 
для интересовавшей ихъ задачи о траэкторхяхъ, но и для дру- 
гихъ задачъ интегральна го исчислен1я ^). Въ 1720 году Ни- 
колай Бернулли II опубликовалъ атотъ методъ въ обширномъ 
иенуар'Ь объ . ортогональныхъ траэтор1Якъ ^)^ гд'Ь онъ ви'Ьст^Ь 
съ своими собственными изсл'Ьдован1яии пом^Ьстилъ изсл'Ьдова- 
н1я своего отца и двоюродваго брата Николая Берну лли 1 ^У^ 
этимъ послЪднимъ положено также основан1е исчислешя част- 



ей а С 

сн11</. а) X \ а^ эквивал. Современной формуле: Ла.-т---\/{х^а)Лх :=: 

Ла, V ■ \^'' ^ {/а?. — Ср. Л|с. ВетпоиШ ^о11. ИШ ЕхегсИаНо цеот. йс ^га^вс- 
(оп1в ог11ю§оп. ^оК ВегпоиШ Орега отп1а 1. П (рр. 423-472), р. 439. 

*) Р. 8. письма Еъ Лебби. цит. въ пред. прим. 1Ь с, рр. 464^ 332 
гезр. Ср. письмо Лейбн. въ И. Б. 9 Ап^. 1697. — О связи вопроса о тра- 
эвтор1Яхъ съ задачей 4ЪгеУ1881т1 арра18118> н съ задачей о «Сннхроиалъ» 
см. переписку Ив. Берн, съ Лейбн. отъ 7 1юня 1697 г. Ь. М. 8екг. I АЫЬ. 
Вё. III, рр* 413 8чч , Отт. и 1, рр«281 бчч- Ср письмо И. В. къ Л. Оп п. 
21 ^а1^^ 1696, Сотт. Ь. I, р. 178. Ь. та{Н, 8еНг. К с. рр. 299-'ЗО0; %ЬЫ. Ве1- 
1а|;е (рр. 302—309), рр. 308— 3 )9. 

') Ср. прим. 2) къ пред. стр. Въ письм-Ь 9 Ап^. 1697 т. Лейбницъ 
пригдашаетъ Ив. Бернудли держать въ строгой тайгЬ сообщенное ему от- 
врыпе. Николай Вернулли II, старппй сывъ Ивана род. 27 Янв. 1695 г., 
ум. 26 1юля 1726 г.; см. N01100 Ыо^гарЫчпе 5пг N. В. раг зон Ггёге Ва- 
пШ^ прилож. въ письму Дан. Б. въ Гольдбаху 8. Ре!. 9 поу. 1728 и б10гра- 
фш Н. Я, написанную Гольд бахоиъ, Сотт, Ас 8с. /. Рыг,^ I. П, рр. 4288ЧЧ* 

*) Николай Бернулли I, племяннивъ Явова И Ивана (1687—1759). 
«ЕхегсИаио» Ниврлая Бернулли II состоитъ изъ трехъ отд^Ьловъ: 8ес!;10 1, 
Аыа Егш1. Ыр$. 1720 Ма], рр. 223 844. ^. В. Орега, Ь. П, рр. 423—435; 
8ес1;. П, Лыа Ег. 8ирр1. Т. VII, 8ес1. УП, рр. 303 аяд.; ^. В. Ор. рр. 435— 
456; 8ес1. Ш, %Ш, 8ес<;. УШ, рр. 337 8^^., 456-472). Бо второмъ том-Ь 
полнаго собр. сочин. И. Бери, помещены и друг1я статьи, относ, въ вопросу 
объ ортог. траэвт. №№ С1Л^— СХ, рр. 270 - 314, въ томъ числ* статья 
Нивол. Б. Д въ воторой излагается исторхя этого вопроса (.>е СУШ, рр- 
286—298; Ае*а ЕгиЛ. 1718 1ап., рр. 248 8^^.); продолженхеэтой истор1И см. 
въ первомъ отд'к1'Ь «БхегсК.»', ср. Сап{ог, везсЬ. ё. М. Вё. Ш, рр. 443, 
417—455. .>ё С1Х, рр. 299— ЗЭ5, содержитъ Ао[(111ашеп(пт ^аеоЫ Негтапт 
ас1 8сЬе<1а8 аирег РгоЫета Т^а^ес^о^^ап1т, Меп81Ъпз Ап§. 1717, & ^а1^о 
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ныхъ производныхъ И полннхъ диффербЕЦ1аяовъ ^). Въ 1734 
году Эйлеръ дадъ первое доказательство язв'ЬстЕаго уже его 
предшественеикамъ првдложен1я дх дуА^'У)'=ду дх /(а5,у) *). 
Наконецъ^ въ 1738 году Фонтэнъ^^ к Клэро^) разработан 



варег. апп1 1п Ыв АсИа Бпк!. есI^^а8 (Аыа ЕгиН. 1719 РеЪг., рр. 68 8^^., 
ср. № СУГ^ рр. 275—281, )1 СУШ, рр.;295— 296), гд'Ь внаменитый ученжвъ 
Якова Бернуии пользуется^ для р'Ьшеюя задачи объ ортог, траэктор1яхъ, 
дифференцирован1ехъ по параметру, иди вакъ онъ выражается, по лод^. 



О N$0, Вегтпии Ма1Ь. рго/ез8. Ра1;аУ1П1, Теп1;атеп 8о1о110п18 ^пегя- 
118 РгоЫешаиз бе сопз1;гаеп€1а Сагуа, ^пае аИав огеЦпаиш ровхИопе <1а- 
1а8 а(1 ап^и1оз гес^оз зеса!;', Аыа Еги(1. 1719 1ап., рр. 295 8^^., М. Вет. 
Ор. Отп. и П^ № СХ, РР- 305—314, (N8. р. 307); извлечете изъ письма 
НиЕ. Берн. I къ Ивану Берн, въ «Бхегс. Оеопи.» Николая Н, 8ес1. II, 

XXX, рр. 442 — 443: РгМета, Ва1ат ае^иа^^оплт Л%//лгепНа1ет аНеи^и» ешпае 
(1х=рс[у^, |п ^иа р, (1а1иг рег х, у, диа^ииаЫт еап${апит а, ^ аНа* еоя»(а$иы^ 
1гап$тШаге 9п аНат ае^и^Vа^еп^ет^ т диа еНат ^иап^^^а^ а п7 9аг4аЫИ$, 

') Ое ХпПпШз Спгу13 Е1а8(1ет СгеиеНз. 8еи МеЫ10(1аз 1пуеп1еш11 
аедпаМопез рго ёп!! спгу. е1п8(1. ^еп. Апс1оге ЬеопЬ. Еи1его, Сотт, АсаЛ. 8с, 
1тр. Рв^г. I. УП, 1734—1735, Ре1г. 1740, рр. 174—183; см. §§ 6, 7 (рр. 
177-178; ср. АбсИитеп^ат аё сИззеП;. <1е шС. с. е. е. Апе1. Ь. ЕиЛега^ 
(•Ш., рр. 184—200), § 1, рр. 184—185. — Никол. Б$рн. I (1. с. въ Ехегс. 
Ник. II) ссылается на это предложете, подавая его довазат. — Ор. ео^е 
Сашот. о. (1. МаеЬ. Ы. Ш, рр. 854—855. 

') Ье Са1сп1 1п1;ёбга1. Ргет]ёге МёЬЬоДе (19 Хоу. 1733). Напечатано 
въ собрав]и мем. Ф.: Мётохгез (]оппё8 ^ ГАсаёёт1е В. (1е8 8с. поп 1т« 
рптёз ёапз 1епг (етрз. Раг. М. Роп1а%пеу с1е сеие Аса(1ёю1е. А Рапз, (1е 
Пшрг. Коуа1е МВССЬХГУ, рр. 24-83; ср. ТаЫе, рр. 1—2 (на 2-мъ лиетЪ, 
не нумер ). Теорема 1 (р. 24) завлючаетъ въ себ^ известное предложен1е 
объ однор* функщяхъ, открытое Эйлеромъ въ 1736 году для случая двухъ 
лерем. (ср. прим. 3) на стр. 389). 

*) ВесЬегсЬев дёпёга1е8 зпг 1е са1сп1 ш1ёвга1 раг М. (Лмгаш (4 шягз 
1739); НШ, е1 Мёт, Ле ГАе. К, <1. 8с. <1е РаЫ$, 1739, РаП8 1741. рр. 425—436; 
NВ. р. 425 и прим. *) тамъ же. — Въ сл'Ьдующемъ году Клэро прсдста- 
вилъ Акадеи1и въ дополнен1е къ первому— другой, обшпрный меиуаръ 
подъ заглав1емъ: 8иг Г1п1;ё^га(10п оп 1а соп81п1сио11 с1е8 ёяпаИопз йШё- 
гвп11е11ез с1и ргет^ег огёге; Ям*, е1 Мёт <1е РАс,^ 1740, Р. 1742, рр. 293— 
323; Клэро даетъ зд-Ёсь, между проч., геометрич. доказательство теоремы 
д д /(х,у) = д д /(я?,у): !^ VIII, рр. 312—313 — Ср. Сашог. ОезсЬ. а. 

X у ух 

М. В<1. III, рр. 856—862. — О Клвро (Л/еа»»— €/««(/« асигаи^, 1713—1765) 
СМ. у Мапе. Н. ё. М. Ь. УШ, рр. 150—155. 
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8X0 нсчисдепе н ввели въ него принятия съ т'&хъ поръ удоб- 
ный обозначбН1я: у Фонтана теорема о дифференцировашж подъ 
знаконъ интеграяа выражена въ первый разъ въ привычной 
нанъ форн^Ь: 






йу 

Еакъ бы Д1Я того чтобы закончить впоян^к осуществяе- 
ше идей Лейбница и Ивана Бернуяди, Лагранжъ пояожияъ 
эту теорему въ оеноваше своего < Вар1а1цоннаго Исчмсяенхя^). 

Въ связи съ днфференцирован1бмъ подъ знакоиъ у* нахо- 
дится интегрирован]е подъ знакомъ интеграла и теоргя двой- 
ныхъ^ или вообще кратныхъ интеграловъ^ зачатки которой мож- 
но тоже найти у Лейбница и Ивана Вернуллн ^)^ но разви- 



*) 1в сои. %т., ТЬёог. II. I. с« р. 26. Ср. (Ыа, ТаЫе, р. 2 и р. 28. 
О раздичннхъ снмволахъ употреблявшихся геометрами проииаго в'Ька для 
обо8яачев1я частныхъ оронзводныхъ см. у ЬасгЫх. Тг. с1и с. <). е1; дп с. !., 
(. I, 1-ге раг!;., аП. 82, 83, рр. 242—248, Т. Ш, Аё(1. аи СЬ.1 да рг. уо1., 
р. 615. — Общепринятое теперь употребл. круглой буквы д для обознач* 
части, произв. въ отлич1е отъ прямой Л — для обозн. поли. дифф. введено 
Лкоби; ом. а О. ^. Зас(М, Бе (1егт1пап(1Ьаз ГапсиопаИЬаз*, Зоит. /йг <Ие г, 
%. апд. МаЛ,^ Вй ХХП (1841Х р- 320; ве^атт. Шг1и^ Ы. Ш, р. 396; 01- 
1пс1(1а110пе8 (1е аедпа!. с'Шнг. уп1§аг. <&с.; ^./. ли г. «. апд. МагЬ. В(1. ХХШ, 
р. 4, Ой*, Ж, Вс1 1У, р* 152. Оно придумано было еще Лежандромъ: ЪИт. 
<1е ГАеаЛ.^ 1786, Р. 1788, р. 8. Ср. К1йд€1 МаеЬ. ^бг!. ВЛ. I, р» 891. 

') См* Езаа! ё'апе попуеИе тёйшёе ропг с1ё1егт1пег 1е8 Мах1та е1; 
Хев М1п1та Лее !огтп1ев ]п1;ёвга1е8 1П(1ё1!п!е8 (МисМапла ТаиНп^^ I. II, 
1760—1761); 0€и%г€ш Не Ьадгапде^ и I, рр. 336—337; ср. зам'Ьчатя Эйлера 
въ мемуар^: Ме1;Ьо<1п8 пота е(&с1и8 са1сп1пт уаНаиоппт 1гас1ап(11. N09* 
Сотт, Т. XVI, 1771, Р. 1772, р. 37, 1пИ. еа1е. Ш. и IV, 8ирр1. XI, рр. 
591—592; также 161^, р. 40 и р. 594 гезр. — Объ истории варгац. исчисл» 
отъ конца ХУП в^ка до Латранжа сн. въ статье: «бевсЫсЬ^е (1ег Vа- 
паиопзгесЬпппд, Бг81ег ТЬе!1. Vоп Е. Ои»е1. Б1п1а(1ппв88сЬг1й гп (1. Ре^ег 
€1е8 8сЬгбс1ег'8сЬеп 811118-Ас1п8 1т бутп. га Тог^ап. Тог^аа 1857. 

О См. письмо Лейбница къ И. Берн. 9 Ап§;. 1697 цит. въ прим. 1) 
на стр. 466 я отв11ТЪ И. Бернулли. бгопш^. ё. 4 Бес. 1697, ЫЛп. МвиК 
ЗеНг. Бг81е АЪ. В<1. Ш, р. 468. Сотт. рк. ^ та1Н. Ь. I, р. 337. 
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Т16 которой принадлежитъ уже Эйлеру Эйдеръ впервые вос- 
пользовался Бакъ Аифферснцирован1биъ, тавъ и интегрйровап!- 

ех'ь подъ знаконъ ^ для вычислен1я опред'Ьленннкъ ияте- 

граловъ и изложилъ подробно теорш своего ютода въ нему- 
арЪ: с^о^га Ме1;Ьо(1и8 ^^^ап^^^а(е8 1п1едга1е8 с1е1егт1папд1>, 
представленноиъ Петербургской Акадеиш Наукъ въ1774г.^). 



») N09% Сотт Ь. XIX, 1774, Ре(;г. 1775, рр. 66-102-, Ьетта!, р.71- 
диффер. лодъ знакомь; Ьетта II, рр. 76— 77— нитегр. подъ зн/, также 1м<. 
сак. Ы. %. IV, 8ирр1. V, рр. 260-294, 264-265, 269-270 гевр. — Этому 
мемуару оредшеств. другой, пом'Ёщен. въ Х1Х-мъ же томФ N09. Сотт.^ рр. 

^ X — со Я-|>й) 

30*65: Бе уа1оге &)гтп1ае ш^ертаНз У ^ ~ * . — ^(^«)^ сази ^ао 

роз(; 1и1ертаиопет роп1<;шг «=1, гд'Ь ЭДдеръ пользуется дифференцнрова- 

Н1емъ ннтегр. подъ знакомъ С \ переп. въ 1п»1. еак, Ш. I. 1У, 8арр1. 

III, рр 122-154. Друпе прим'Ьры лриюжешя того же метода см. въ Эй- 
леровыхъ статьяхъ: ОЬзегуаНопез 1п аИдао( ТЬеог. ЛЬ <1е 1а Сгап^е (Ор. 
Ап. и П, цит въ прим. 1) на стр. 463, въоеоб. А(1()иат. рр. 33-41); 1а- 
патега Ткеогета!;» схгса ^огт. ш^е^г. диогат (1от(>п81гаио У]ге8 Лпа17- 
зеоз зпрегаге у1(1еа1пг (Сот, ехН. й, 18 Мчгг, 1776), ^о^а коа I. V, 1787, 
Ре1;г. 1789, рр. 3—25; Ое ИегаЬа 1п1;е§гаиопе Гог1пп1агт1т 1п(;е^г. (1пт аИ- 
ди18 ехролепз рго уапаЫИ аззигоииг (Сопг. ехЛ. </. 19 кид, 1776), ^Vо^в Ас1в, 
I. VII, 1789, Рв1г. 1783, рр. 64—82. Особенно интересенъ мемуаръ: ПЬе- 
пог ехрИсаМо Ме^ЬоШ 81п§и1апз ппрег охроз., 1п1б$гаИа аИаз тах1те аЪз- 
соп(11(;а 1пуе8и($ап(11. Апс1. Ь. Еи^вто, Сопт, ьхЬ, Ли 29 РёЬт. 1776. Носа ае*а^ 
X. IV, 1786, Р. 1789, рр. 17—54, гд^ Эйдеръ ввод итъ систему новыхъ обоз- 
начеь1й, относ, къ чаетн. дифференцир. и интегрир., и излагаетъ основа- 



/" ' 



Н1Я своего метода въ самомъ общемъ вид'Ь; такъ формула « ^ — . Г, 

X р 

^ес1ага1, (ппсИопеш V рг]то ^ укгЪпз 1п1евгап с1еЬеге, зати 8о1а » уа- 
г1аЪШ; (ат уего даап(;11а1ет Ыпс опап(1ат V У1с1Ьа8 ё1№геп1;1аг1 ёеЪеге, 

зпт1а 8о1а я уаг1аЬШ» Ср- 19)', * ^ " "Г" ' '^ ~ \~дх^др*~)* (•^•«'Зя т. п.— 

О двойвыхъ интеградахъ см. въ мемуарФ Эйлера: Ве ГогтиПз ш(евга11Ьа8 
ёпрИсаМз, N09* Сатт. Т. XIV, 176^>, Рагз I, Р. 1770, рр. 72—103, 1па1. 
еЫе. м1. ь, IV, 8прр1. VI, рр. 416—445. О тройныхъ интегралахъ см. въ 
мем. Лагранжа: 8ог 1'аигас(1оп ёез зр11ёго1(1ез е11^ри^I1е8, N049. Мёт. <и 1*Ас 
К. Л, 8е. в1 В. — Ь. Ле ВвтЫж, 1773, 0еи9ге8 йй Ьадг ^ 1. Ш, рр. 620 ЗШУ.; ср. 
Ьар1асе. ТЬёог1е с1е8 аигасМопз (1е8 зрЬёг. е! ^е 1а 6^. «1. р]апё1е8, Мёт, Нл 
РЛе. (1е Раги, 1782, рр. 113-196; Мёсап1див Сё1е81е, I. П, Р. 1799, Ь. Ш, 
СЬ. I, рр. 3- 22-, Ьедеп(1ге. Мёт. ёеГАс, 1788, Р. 1791, рр. 454-486: Мёт. 
8. Ь 10);. ёоаЫев (1789). ЬаегЫх. Тг. ёи с. ё. е( (1п с. 1. I. П, рр. 206—210. 
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Съ диффереЕцирован1еиъ подъ зпакоиъ у* связаны так- 
же немаловажные усаЬхи въ развит1И общей теор11 днфферен- 
Ц1аяьныхъ уравнешй. — Возникла теор1я полныхъ дифференцха- 
ловъ н ихъ интегрнрован1я ^); къ нетодамъ интегрирован1я 
уравнен1Й нзв'Ьстныиъ въ эпоху Лейбница и Ньютона приба- 
вились новые, основанные на теорхи иножителя ^); открылся 
путь къ изучешю уравнен1Й въ частныхъ производныхъ, кото- 
рое привело ко иногимъ важныиъ понятгямъ относящийся къ 
общей теор1и функц1Й ^). 



*) См. п. с въ прим. на стр. 467 — 468 (Николай Бернуллн I, Фон- 
тэнъ, Клэро, Эйлеръ). Ср. Эйлерову теор1ю поли. дифф. въ /я*!, са/е* ^. 
(цжт. на стр. 389; СаШог, О. Л. М. В(1. Ш, р. 734) и 1пи. еак. Ы1^ Ь. I, Р. 
I, 8ес(;- П, Сар. П, Т. I, рр. 276—285. 

') См. ГопШне^ 1. с. рр. 27^ 29 ва!?. СиигаШ. Мёт. Ле ГАе. 1739, рр. 
428 8ШУ, Шт. й€ ГАс, 1740, рр. 299-303; рр. 304—314: 8есопёб раг1;1е> 

СЬ. I, 1к» Щиа1, ^ 1Ыш «ог.; рр. 315 8П1У. СЬ. П, Ш^» Веш Щиа1. <к ^иа^т^^ 
Ыпд ^с. гаНаЫе»^ Еы1ег, 1. с. ВЪ прим. 2) на СТр. 468, рр* 186, 187^ Ср. 
Сотт, Ас. 8с. I. Р.. I. VI, 1732—1733: РгоЫетаИз хзорептеЫс! 1п ийз- 
81то 8СП811 ассерИ зо1а11о ^епегаИз. Аас(;. Ь. ^ЕЫе^о, р. 134; ЛН. ВегпошШ 
Ьес1;10пе8 та1Ьета1. (1в те1Ко(1о хп^е^гаИпт а]^^з^ие; Орега <тп. %. Ш, р. 
416. Свжог, а. ё. М. В(1. Ш, рр. 218, 821—822, 854— 861.— Ср* еще теорхю 
ннтегр. мвож. и основ, на ней спос. иитегр. въ ТтШ^ сак. *т. Ь. I, Р. I, 
8ес1. И) Сар. П, Бе хп^е^гаНопе ае^па(^0I1ат оре таШрИса1огит, Т. 
I, рр. 285—304; Сар. Ш, Бе 1Пуе811яаМопе аедпаМопит (1Ш. дпае рег 
го111(1рИса1;оге8 с1аие Гогтае ш1ев;гаЫ1е8 ге(1(1ап(;ог, рр. 305—338. Ь. П. 
Р. I, 8ес1. I, Сар. I, Бе Калига ае^па^. ёШ. ^а^Ьз8 ГапсИопеа (1иагат 
уапаЬ. (1е1егт1пап1аг 1п ^епеге, Ь. Ш, рр. 3— 29 ВоидаЫеШе, ТгаНо (1а с. 
1п1ёёг. 2е рагие,Рап8 1756, 8ес1;. I, С\\. П, рр. 10—37. ЬосгсЛс. Тг. <1п с. 
й. в1. (1а с. 1. С П, Р. П, СН. Ш, рр. 225—249, СЬ. П, рр. 260— 279.— См. 
ещекавъ пользуется Эйлеръ диффереиц. подъзнаЕомъ въ глав'Ь X 1пи. са1е. 
|'я/. Ь. I, Р. П, ЗесЬ. I. 1. П, рр. 230—255; Ое сопзЬгасМопе ае^аа^^опат 
(И^егепио-сЦ^егепИаИаш рег ^аа(1^а^а^аз сагуагаго, дал'Ье, теор1ю мнох. 
въ ЛИН. дифф. уравн. Ь. 1, Р. П, 8ес(. I, Сар. Ш, IV, V, рр. 332 — 434, 
ср. прнм. 5) на стр. 408, и прим. 2) на стр.425. (Ьар1асе). Бе 1п1е§;га11о- 
пе ае^аа^^опат (1Шегеп1;1а11ат. Аас(;. Ь. Еии^о^NоV. Смит. I. УШ,1760 — 
1761, Ре1;т. 1763, рр. 3—63; о другихъ относ, сюда работахъ см. ЬасгЫх. 
Тг. (1а с. (1. ее. с1а с. 1. и П, ТаЫе, р. ХШ, XIV— XV. О нов*йш. нзсл. 
относ, въ Эйлерову спос. ннт. лин. дифф. ур. см. ЗсЫеипдег. Нап€[ЬисЬ (1. 
ТЬ. (1. 11п. Б1йегеа(;1а1|^1. В<1. П, 1, АЬсЬп. ХП, рр. 405 8^^., XV вдд. 

*) См. 11. с. въ прим. на стр. 467—468, въ особ. Еи1ег, Бе 1п&п согу. 

е1а8с[. $еп.; ср. прнм« 3 на стр. 259. О другихъ, интересныхъ для насъ ра' 

ботахъиоинт. уравн, въ части, произв. мы будемъ говирить впосл^дств1н« 
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Мы закончииъ на этомъ обозр^^ше гдавнЪйшихъ успЪювъ 
высшато анализа въ апоху Эйлера и Лагранжа. Въатонъ обо- 
зр'Ьши я разсиотр^Ьлъ 9ти усп'Ьхи^ согласно съ принлтыкъ иною 
планомъ, лишь въ связи съ развитхеиъ учвн1я о функц1я&ъ и 
старался останавливаться только на вопросахъ особенно инте- 
ресннхъ въ этоиъ отношвн1ж^ опуская вс4 мало характерныя, 
или хорошо известный подробности. Мы перейдемъ теперь къ 
истор1И нФкоторыхъ особенныхъ вопросовъ^ изсл'Ьдоваше кото- 
рнхъ преииущ.ественно способствовало выясиен1ю и развЕТ1ю 
основннхъ началъ теор1и функщй; въ чжсл'Ь ихъ первое жЪсто 
занинаютъ вопросы о природ'Ь произвольныхъ функц1Й въ ии- 
тегралахъ уравиенхй съ частными производннии и о жогаржо- 
иахъ отрицатедьныхъ количествъ. 



И8да1«1я Новоросо№скаго Общества Естествоиспытателей 

' въ Одессе : 

Тоиъ I и II. Раеарпданы. 

Томъ III —X. Выл. 1-н и 2*й. 

Тоц^ь XI. Выо. I й и. 2-1. 

Томъ XII. Вып. I й и 2 й. ^ 

То!|ръ XIII. Вып. 1*й и 2-й. 

} Томь XIV. Вып. 1-й и 2-й. 

ТоМъХЛ'. Выпуокъ I й. Р. Лренде^1ь, Обь ваодимор«вой грушгь сурь-. 
мянястой и мыи1ьяко||ой йиелотъ. А, КШмыку. ВиГёгвп1ев Готшеа дб ^^гб1опв 
оЬвегтёв аива^-бае&^де 1а Кавше. X ЛачоекШ. Кя^^ФЯор-^ Крыма. И, Оин- 
Ц09«. Объ оренбургско-ечмарекой юр'Ь. и^ 1\(дск1й, Н'ёскодько ванфчяа!! 
ао поводу теор)! образован1я го|>ъ. Ф. Камешшй. ИГ8сл'Ьдовав18 отяосйщ{яеа 
«ъ еемейству Ьеа1$Ьп1аг1сае (Шпеа1аг1еае). Цина 2 руб. 

Выяусяъ 2-й Л, А. Лебединцмъ, Новое ввдов8и'б11ея1*е Дадьтояъ- 
(Хетте нко«еровсваго споеобя оаредФден1я ^(тольао^(. квелоты въ воадух'В н 
реаудьтаты пря помощя ого подученные. Ж. Сидоренко^ УрагваЙск{й ам&- 
тяатъ Р. Прендель. ОбъваодлворФвоЙ труца-в сурьмннлетой я мыщьяяовяетой 
квелогь. Я. Б1ршие9пй. (1етор1я ра8вйТ1Я Мизвдъ С^уМле),УЛ. Едвалб9* 
апй. О еелеаеня'В у яоллюековъ. ЛГ. Склдорб^по» За11<ьтяа о н'Встонахождея!^ 
яаяопвемыхъ яосгей оря дер. Шяр жой Одееежаго увада. Цивв 1 р. 60 я. 

Тоиъ XVI. Выпускъ 1-й. С. Тана^парь, ^Къ вопросу о прячянахъ 
я9онер1и фумаровой в малеяНовой кяелотъ. Ы. Синцовъ. Реаультаты геологи- 
чвеяоЙ^9Ясяуре1я въ Нияолаевъ. А. Оетрауиоеь. По поводу я8ел%дован1я 
проф« Геттер» о арояехождея1н я рв8вит1и аяо-гсяитальной обдаетя млевопн- 
та1тцяхъ. Н. Альбовь. Абхааея1с папоротняня. Н. 'бвлинснгй, И8ел1»довав{е 
ЯВЛСН1Й стереов8оиер1л ередя васыщеявыхъ углерозяетыхъ еоедняея1й. Ц. 2 р. 

ВыпуойЪ 2*й. С. Танатарь. Очервъ ясторЁв вопроса объ яао- 
.яер1и фумаровой а малеивовой кяслотъ. ЕгО'Же. Н'Вкоторыя термохямя- 
чеек1я даяныя о вивогр!>дяой вяслот'В. Егв^гЖб, ЫФжоторыя хямичеекЫ дая- 
яия о аяровяяяой вяелот^- Его^же. Н'ккоторыя термохимячеея1я даявыа ддя 
яятараой и ввоянтарной яиелотъ. Ею же, Д'Ьйетв1е воды на броиоантар- 
яую яяб1КЛгу в ея кпл1Йяую соль. Ею-Ьке» Н'Ьвоторыя термохя|й1чесв1Я дяя- 
яыя о левулняовой квело г'Ь, В. Петргевъ. О екоростяхъ реактя прв двой- 
яыхъ рпзложея1яхъ я вл1яв1в частнчнаго вВса кяелотъ я вхъ строев! я на 
атя вел(1чяиы. А* Осипроумовь, Цредварительяый отчетъ. А. Лебединщевъ. Тоже 
С. 1Щоьееъ. О хянпческомъ соетав'В роаоваго турхалвва еъ р. Урульгя Вер- 
ч я века го округа. Цива 2 руб. 

Тотъ XVII. Вып. 1-й. Л Г. Де-Жетцъш Негтапп топ НеЫЪоНя. 
1821 — 1891. Н. А. Ееппенъ. Няблюдея1я яадъ рази ноже в{емъ двщемвдъ. В, \ 
Репяхоеь. О гпструляц1и у позвовочныхъ жявотныхъ съ 8аи%чав1ямл отно- 
еательно гомодопв эародышовыхъ пластовъ у Ше^агоа. Я. Лебединетй. 
Наблюденхя водъ ра.'1вят1е]1ъ ваиеяваго враба- А. Остроумовъ. Отчетъ о 
' ВАвФдываа1н морсяой б10логячссвоЙ етаяц:ей въ СеваетополИ. Ц'Ь^ 2 р. 50 я. 

Вылуснъ 2-й. Я. Андрус^в, В10геограФичсек1й аамИтяя. Я Сиицовъ, За- 
нЪтяя о н'Вяоторыхъ ввдахъ .неогевовыхъ окаменЪлоетей, найдеввыхъ въ 
Веееарпб1я. Д, Заболотный, О св11чея1я жявыхъ оргавя8Ш)въ. Л Лебединцлт» 
ПрнборЪч уаотреблявш1Йся во время »ясоедяц1н 1891 я 1892 - года для 9в- 
черпывая1я воды съ глубннъ Черваго мо)*я. Г. Мускатблитв, О мятотяче- 
сяонъ равняожеа1я левкоцвтовъ въ яровяяомъ руелИ. Цива 1 р.. 50 к. 

Выпуокъ 3-й. 3. Рвг^уЫаюяеюа. Иопо^гарЬ!» ёеа ТигЪеПаНёа Ар 1а 
гоег Ко1ге. Цина 5 руб. 

Томъ ХТШ. Вып. 1-й. Н. ^клипшй, Научвое аначеахе хвмячеекяхъ 

5аботъ Пастера. Я. Бардать, Звачев1е Пастера въ медвцив'Ь я бактерхологхн. 
\ Лреидель, Памятя Н. И. Кокшарева. Е. Клименко я 1^фаА0виуъ. О про- 
яваощяыхъ параярялевой я гядракря девой вяелотъ. Е, Клименко и Вандалинь. 
О продуятахъ рааложея^я яллапяяа пря сухой перегоягь. Я. Лебединфпй' 
Отчетъ о зоологической 8кскурс1и л-ьтонъ 1892 г. Ж Сидоренко, О миве- 
радънокъ соетав1^ я прояехождея1я пыли въ яяваревонъ евНгв въ ОдеееФ« 
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Л' Л€ббдщ1цмъ. Отяютъ о научной а0118дж'Ь по Черному морю 'на воевяомъ 
травеаоргЬ «Йвгухъ» въ 1892 г. Р. Прендель. [1бтрогра«ичеевоо введфдова* 
Н1« нетеорвта Гроееъ-Двбевталь. Н. Лндруеовъ. За11фчав1я о е^меЦрвФ Вгеш- 
8еп81€[ае. Я. Синцоеъ. Объ Одеесвнхъ буроиых'Ь сяваяивах'ь. Ц^вк 2 руб. 

Вып. 2-1. К, Синцоеь, Гвдрогеоюгичеекое опвеав1е Од«ееваго градо- 
вачахьетва. Е, Щшменжо и В. Рудниг^й. О вд1яя1и еохавой кв<^оты м 
хлорветыхъ мстадховъ ва Фотохянвчеекее равдо^'^евхе хдорвой воды. Е, Хии 
ме1^ко. О реакц1и^ орЬиеходящей при •отохянвческомъ ра810жев1и хдорвой 
ьоды въ прнсутетв1в еодяной кведоты и хдорветыхъ метаддовъ. Ц'Вца Э руб. 

Томъ ХЦ^. Выо. 1-й. М* Сидоренко. ПбтрографвчесБое Н8С1'ЬАован1е 
Бурскаго саморода. Л. Браунерл. Зак'Ьтвв о птицахъ Херсонсвойтубервхв. 

А, Лебеданцмъ и М, Пастернаку. Къ ВООрОСу обЪ ИЗМ'ЬиеН^И г ХНМИЧбСКаГО 

состава воды Одесской бухт» по д-кгняяъ ыаблодешямъ 1893 года. //. Шл- 
стерикою. Матер1ал1 Д1Я фдоры юго-западной частм Одесскаго уЬзда Хер* 
сонсвсМ^ губерн)и. Р. Пренделъ, Метборитъ «Забродье». Л. Васильеп, Нмве- 
днрнре соединен1е уровней моря н ^имановъ Куядьнвцкаго и Хаджнбей- 
скаго. фна 2 руб. . 

Вып. 2-й. /А Вучпнекгй. НабдЮдсахв вадъ амбрюнадьяв/нъ ра8ввт1емъ 
Ма]асо8(гаса. Ц'Ьва 2 руб. 50 воп. 

Томъ XX. Выя. 1-й- Ж РудекШ, О пронсхозкдеши днмановг Хероон- 
с&ой губернш. Ело-о1се, И8]гонев1Я уровня л нмавовъ. Ехо-жв, Предваритедь- 
вый отчетъ о побздк^ въ Крымъ д'Ьтомъ 1894 г. Р. Дрендель, Зам'Ьтва о 
СавчяЕГСвомъ метеорите, И. Сипцовъ. Геодогичесвое нвсд'Ьдрваме Одесскаго 
уйада. Д. Бучинек$й, Просг]Ьйш1е ]оргаанзмы Хаджвбейсваго и Куядьнвц- 
ваго двмановъ. Ц^Ьна 1 р. 50 вон. 

Выл. 2-й. М. Лебедищеп» Химическхя ввсдфдованк Мраморнаго моря 
на турецкомъ нароход'Ъ «Селаиивъ* въ 1894 т. Л/. Сидоренко, иенвтъ съ 
даровой отд'Ьдьностью на берегу р. Базавдува. . Л. Верию, Изсд^доваше 
1^яльницваго и Хаджибейсваго двмановъ. л. Лебедин^вв чк^. Кршиомшое- 
сЩ. Физяко-хвмвчесв1я изсд'^довашя Одеесвнхъ димановъ* В, Ляскарвв^^ 
Геодогичеокхя набдюдешя вдодь Новоседнцвихъ в^Ьтвей юго-зап. жед. дорогь. 
О. Мокржщкьй, Н'Ьвоторыя наблюден{я вад7> цивдомъ поюваго развипя 
бсЬкопеага 1ап1вега Напет. Я. Сиицо^ь. Зам'Ьтви объ изсд^дован1Яхъ исвус- 
ственной Подпочвенной воды^ появившейся оводо Одесской водопроводной 
станц!Е и большого вбвзала. Я. Летреюсо-Крцтченпош О вл1ян1в зам'Ьп^еная 
ва ходъ я^^воторыхъ реавц1й углероднстыхъ соединевхй. Л, Остроумом. 
Огап^оп уи1баг18 РаЬг. Таг. ЗЫсИо^зкИ т. ивъ сЬйеро-японсваго моря. 
Ц^Вва 2 руб. . 

Томъ XXI. Выц. 1-й. Е. Куликметй. Матер1аХ>1 для фауны Со1еор1бга 
Южной Росс1и. Ц'Ьна 2 руб. ^ 

Вып. 2-н. Я. Синцова. О палеонтологичесвомъ отношенш Новорос- 
айсвнхъ неогеиовыхъ осадковъ въ плаотамъ Австро-Вевгрш н Румын1в 
Я. Скш^овб. О буровыхъ свважинахъ Одеесвнхъ сахаро-рафинадныкъ за- 
водовъ. Я. Сш1цовв. Одисаи1е н^воюрыхъ видовъ яеогеновнхъ оваменй* 
доокей, кайд&няыхъ въ Бесса1>аб1и и въ Херсонсвой губерния. Я. Ласкаршвл. 
О сарматовнхъ отдожен1яхъ н'Ёко|!орыхъ м1Ьстъ Водыневой губерн1в. 
М. Сидоренко, Петрографичесвое взс^доваи1е .и'Ьскольвнхъ образцоаъ ида 
Еуядьницкаго лимана. Я. ВучияекШ. Фауна Одеесвнхъ димаяовъ'. Ц'Ьна 2 руб. 

Томъ XXII. Вып. 1-й. «Я. Лебедиметй. Наблюдения надъ истор1о9 
развнт1я вемертннъ. Я. Салуовв. Зам^Ьтвн объ остатвахъ динотер1я, наД- 
денныхъ ^ъ Бессараб1и я въ Хере9нсвой губерн1и. С. Танатаре, Памяти 
Вивтора Мейера. Я. Силком. Къ врдрооу о палеонтологичесвомъ отноше» 
шн новороссхйсвихъ неогеиовыхъ/ оса^^вовъ въ властамъ Австро Веагр1м 
м Румын1н. Ем-же. Объ одеесвнхъ одолзняхъ и о причинахъ нхъ дро- 
мсхожден1я. Ц'Ьна 3 ргб. 



Свдадъ изд. оря Новоросе1йсв. Обществе Ветеетвовепыт., къ Одессе» 
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ТЬм Ьоок вЬоиШ Ъе ге^итеД 1о 
гЬе Ь1Ьгагу оп ог Ъ«{оге 1Ье 1а8^ йшИе 

А йпе о{ йуе сеШв а ййу гп 1псиггед 
Ьу ге1а1П1пе 1( Ьеуопд (Ье 8рес1веД 
(1те. 

Р1еа8е ге^игп ргошриу. 



д 



1 



